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7. Ubungsblatt zur
»Analysis IT*
Gruppeniibung
Aufgabe G1
a) Sei U C R? offen. Beweisen Sie divrotu = 0 fiir alle zwei mal stetig differenzierbaren
u:U — R3.

b) Gegeben sei eine differenzierbare Funktion f : R* — R. Wir definieren eine Funktion g :
R? — R durch g(z,y,z2) := f(x —y,y — 2,2 — ). Zeigen Sie, dass g differenzierbar ist und

dass gilt
dg 09 Og

or 9y 9z
Losung:
a) Nach dem Satz von Schwarz gilt

divrotu:div(%—% Ou _ Ouz duy 0wy
(91’2 (9173’ 81‘3 8:61 ’ (91’1 8952
L0 u w0 u w0 O ow
8931 (91’2 81'3 8562 8563 8x1 6933 69:1 83:2
=0.
b) g ist differenzierbar, da die Funktion aus differenzierbaren Funktionen besteht und auf Grund
der Kettenregel.

Wir definieren h : R® — R3 durch h(z,y,2) = (z —y,y — 2,2 — x).

Dann gilt ¢ = f o h. Es ist

% = (1,0,—1), ZZ —(~1,1,0) und % = (0,—1,1).
Mit der Kettenregel ergibt sich
0 (2y,2) = o= 9 (b)) = 9L (b3, 2))
o2 (@,,9) =+ = = o (b(z,.2)) + 5 (b3 )
2 (@,9) =+ = =5 (bl 2)) + 5 (h(a,3.)

Damit folgt direkt die Behauptung.
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Aufgabe G2
Es sei f:R? — R mit

o= {7+ () e w0
0 fiir (l‘,y):()

gegeben. Zeigen Sie, dass
a) % :R? - R? und % : R? — R? existieren, im Nullpunkt aber nicht stetig sind.

b) f im Nullpunkt differenzierbar ist.

Losung:
a) Sei (z,y) # (0,0). Dann gilt
of . 1 9 o 1 1 2z
—= =2zsin(——) + (z* + y°) cos(—(— ) (= —
i = 2o 4 0 ) o) )
1 1
= 2z sin( ) — < cos(

\/332 + 42 \/:Uz + 42 ) —|—y2).

Sei y = 0. Dann hat man

h.0) — h? sin - 1 4

h T h 1h|

Somit ist existiert die partielle Ableitung nach x.

Sei a, = (52=,0). Dann gilt a, — (0,0) aber

2n
of
ox

of

) =0— 9 :1n~>ool _95
(an) =0 — cos2nm —1#0 o

(0,0).
Also ist f unstetig.
Fiir die Ableitung nach y geht alles analog.

b) Wir zeigen nun, dass die Fréchetableitung 0 ist. Es gilt fiir h = (hy, he) # (0,0)
(hi + h3) - sin h2+h2 <\/hi+ h3

Irll /B2 +h3
f(O+h)=0+0h+ f(h) = £(0,0) + £(0,0)h + f(h)
und f ist in (0,0) differenzierbar.

Aufgabe G3
Sei f : C — C eine Abbildung der Form f(z) = f(z +iy) = u(x,y) +iv(z,y), wobei z,y € R und

Also gilt

Y
u, v reellwertige Funktionen sind. Identifiziert man nun 1 mit <0> und ¢ mit <(1)>, kann man auch

()= ()

schreiben.
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a) (i) Schreiben Sie die linearen Abbildungen A; : z — Z und Ay : z — iz als reelle 2 x 2-
Matrizen.
Entscheiden Sie, ob die beiden Abbildungen auch C-linear sind, das heifit, ob
Apcz = cApz fir k= 1,2, und alle ¢, z € C gilt.
(ii) Berechnen Sie die Jakobi-Matrizen der Abbildungen

2 |z]2 und 2z (2 —i)z.

b) Beweisen Sie, dass eine C-lineare Abbildung A : C — C gerade einer Multiplikation mit einer
komplexen Zahl entspricht.
Bestimmen Sie die Matrixdarstellung der Multiplikation mit einer Zahl ¢ = a + b.

Losung:
a)
. 1 0 CL . . — . 0 -1
(i) 4 = 0 -1 ) Aj ist nicht C-linear, denn A, (iz) = iz = —iz # 1A1(2). Ay = L
Ay is C-linear, weil die Multiplikation in C kommutativ ist.

. 2z 2
i) 520 e = (53,
g: 2z (z—1)z also glx +iy) = (22 —yly — 1)) + i(x(y — 1) + 2y) und damit gilt
_ 2r —2y+1
Tal@,y) = ( 2y -1 2 )
b) Sei A: C — C eine C-lineare Abbildung. Sei ¢ := Al. Dann gilt Az = A(z1) = zAl = cz.

(a+1ib)(1+0i) =a+ib und (a+ib)(0+i) = —b+ia.

Also: Die Matrixdarstellung von B : z — (a + ib)z ist ( Cbl —ab )

Hausiibung

Die Hausaufgaben H1 und H2 b) sind als Priisentationsaufgaben geeignet!

Aufgabe H1 (5 Punkte)
Gegeben seien die Funktionen f : R? — R und g : R? — R mit

f(z,y) =cos(zy) und g(z,y) ="
und die Koordinatentransformation
Z(u,v) =2u—v und gY(u,v)=2u+v.

Bestimmen Sie fiir

fu,v) = f(&(u,0),4(u, ) bzw.  g(u,v) = g(Z(u,v),§(u,v))
mit f .3 :R? = R die partiellen Ableitungen mit Hilfe der Kettenregel.
Losung:
Fiir die Koordinatentransformation gilt
Ty(u,v) =2 und Zy(u,v) = -1

bzw. gy(u,v) =2 und g,(u,v)=1.
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Die partiellen Ableitungen von f lauten

fa(z,y) = —ysin(zy) und fy(x,y) = —xsin(zy).
Damit ergibt sich fiir die Funktion f
Fulu,v) = fo(@(u,0), §lu, 0)) Fulu,v) + fy(#(u,0), 5w, ) Gu(u,v)
=[-Q2u+wv) sin((2u—v)2u+v))] -2+ [—(2u —v) sin((2u —v)(2u +v))] -2
= —2(2u + v + 2u — v) sin (4u® — v?) = —8u sin (4u® — v?),

folw,0) = fo(@(u, 0), §(u, v)) To(u,0) + fy (2 (u, v), §(u, v)) Go(u,v)
=[—(2u+v) sin((2u —v)(2u+v))] - (=1) + [-(2u —v) sin ((2u —v)(2u+v))] -1
= (2u+ v — 2u +v) sin (4u”® — v?) = 2v sin (4u? — v?).

Die partiellen Ableitungen von ¢ lauten

gu(w,y) =€ und  gy(z,y) = -7
Damit ergibt sich fiir die Funktion ¢
Gu(u,v) = go(Z(u, v),Y(u, v)) Tu(u,v) + gy(Z(u, v),§(u, v)) Gu(u,v)
_ e(2u v)—(2utv) | 2+ (_ (2u—v)— (2u+v)) L9 = 0’

Go(u,v) = ga(T(u, v), §(u, v)) To(u, v) + gy (2(u, v), §(u, v)) Go(u,v)
_ e(2u v)—(2utv) | (_1) + (_e(2u v)— (2u+v)) 1= —26_2U.

Aufgabe H2 (545 Punkte)
a) Begriinden Sie, dass die Ableitungen der folgenden Funktionen existieren und bestimmen Sie
diese:

() £:R2 R, f(z,9) = (zy, cosh(zy), log(1 + 22))
(i) ¢g:R3 — R3, g(z,y, 2) = (xsin(y) cos(z), zsin(y) sin(z), z cos(y))
b) Sei h : R? — R definiert durch

h(z,y) = \/QETZ,@ (z,y) # (0,0)
0, (x,y) = (0,0)

Geben Sie alle Punkte (z,y) € R? an, in denen h differenzierbar ist.

Losung:
a) Mit Satz 10.11 und 10.9 gilt (ausfiihrlicher!)

(i)
y x
Jp(z,y) = ySith(.CUy) x sinh(zy)
1+g;:2 0
(i)
sin(y) cos(z) xcos(y)cos(z) —xsin(y)sin(z)
Jg(x,y,2) = | sin(y)sin(z) xcos(y)sin(z) xsin(y)cos(z)
cos(y) —x sin(y) 0
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b): Fiir (x,y) # (0,0) gilt

8h( ) 322 z?
a,y) = _
N N
und

oh —z3y

) =

Y /1'2 + y2

Fir (x,y) # (0,0) sind die partiellen Ableitungen stetig, daher gilt mit Satz 10.11, dass f in
(z,y) # (0,0) differenzierbar ist.

Fiir (z,y) = (0,0) gilt

oh _ . h(t,0)—h(0,0) 3
7z (0:0) = lim ; e =0

und oh h(0.4) — 1(0.0) 0
(0,0) = lim (0,7) —h(0,0) _0 _

0 t—0 t t

Daher ist ein Kandidat fiir die Ableitung von A in (0, 0) der Vektor (0, 0). Da fiir t = (t1,t2) # (0,0)

h(t17t2) - h(0,0) — <(07 0)7 (t17t2)> — t:%
121l 7+ 13

—0 fiir (tl,tg) - (0,0)

erhalten wir, dass h in (0,0) differenzierbar ist.

Damit gilt, dass h in jedem Punkt (x,y) € R? differenzierbar ist.

Aufgabe H3 (5 Punkte)
Sei f: C — C in 2y = x¢ + iyo differenzierbar als Abbildung auf R?. Bekanntlich ist die Ableitung
f'(20) eine R-lineare Abbildung. Beweisen Sie:
1'(z0) ist genau dann C-linear, wenn die sogenannten Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichun-
gen

0 0 0 0
375(%07y0) = £($07y0)7 67;(330790) = _872(3307?/0)

erfiillt sind.

Loésung;:
Sei f'(zp) C-linear. Dann entspricht f’(2¢) einer Multiplikation mit einer Konstanten a + ib, Also

re()= (5 %) ()

O (g0 o) Oy .
(2#“%)%“”“>=ﬂm=(b ")

5z (o, v0) 5y (w0, 90)

Also gilt

und somit gilt
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Seien umgekehrt die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt. Dann gilt

f/(Zo) _ < %('x(]vy()) _%Z(anyO) )

%(wmyo) %(53073!0)

was der Multiplikation mit der komplexen Zahl g—;(xo,yo) + ig—;(:vo,yo) entspricht, und das ist
natiirlich C-linear.



