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6. Ubungsblatt zur
»Analysis II*
Gruppeniibung
Aufgabe G1
a) Es seien die Matrizen

1 0 1

1 2 3 0 1 o0

A=12], B=(2,-46), C=|7 -1 und D = 1 0 -1

3 -1 0 0 -1 o0

gegeben. Berechnen Sie alle moglichen Matrizenprodukte mit zwei Faktoren.
b) Finden Sie quadratische Matrizen A, B,C, D gleicher Dimension fiir die AB # BA, CD =
DC und C # D gilt.

Losung: a) Die moglichen Produkte sind

2 —4 6
AB= |4 -8 12|, BA=12, BC = (-30,10),

6 —12 18
4 1 3
2 7 -1
DA = 4 und DC = 1 _3
-2 -7 1
b) Sei
10 0 1
A (0 0) und B = <1 0>
Dann gilt
10 0 1 01 0 0 01 10
as=(5 (3 0)= (0 0)2 (0 0)= (1 o) (5 o) =24
Weiter sei
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Aufgabe G2
Nach Satz 10.1 sind alle Normen auf einem endlichdimensionalen Vektorraum &quivalent. Wir
betrachten jetzt speziell die Normen || - ||1, || - []2 und || - ||oc auf R™.

a) Sei v = (1,8, —4,0). Berechnen Sie ||v||1, ||v]2 und ||v||sc-

b) Zeichnen Sie fiir n = 2 die Einheitskreise fiir alle drei Normen, das heifit die Mengen
{x €R?: |z|l« <1}, wobei* = 1,2, 00.

c¢) Geben Sie Aquivalenzkonstanten fiir || - |1 ~ || - [l2, | - It ~ || - lloo und || - [|oo ~ || - ||2 an. Sind
die von Thnen gewéhlten Konstanten die bestmoglichen?

Losung:
a) [lvlly =13, [lofl2 = 9, [[v]jec = 8.

1 1 — 1 "~
—flzl = =)okl < —nllwlloo <D Jakl = |2l
n n n

k=1 k=1

1 1 " 2 : 1 - 2
Tellells = 7= (kz o ) < <k2 ||:c||oo>

1
Szl < flzlloo < llzllz < Vallzlloo < vallalh-

N|=

n >
= [lzllo < (ZIIMQ) = [lzll2,

k=1

Aufgabe G3
Fiir 7 > 0 und ¢ € R wird durch h(r, ¢) := r?sin4¢ eine Funktion h : [0,00) x R — R definiert.

a) Bestimmen Sie eine Funktion H : R? — R so, dass h(r, @) = H(r cos @, rsin @) fiir jedes Paar
(r,p) €10,00) x R gilt.

b) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen dieser Funktion in jedem Punkt. Sind diese iiberall
stetig?

c) Zeigen Sie, dass H auch zweimal partiell differenzierbar ist.

Loésung;:
a) Anwendung von Additionstheoremen liefert: sin4¢ = 4sin ¢ cos ¢(cos? ¢ — sin? ).

Setze: x 1= rcosp, y := sin .
Damit gilt:
2

r? =z?4+y% sing= COos

v _

Somit kann H folgendermafien gewéhlt werden:

4. 2_y? .
’ ’ 0 sonst

b) Es gilt 2 (0,0) = %ﬂw —0.

(732 +y2)2

o WA Y g (2 y) % (0,0)
0 sonst .
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Analog ergibt sich:

4422 4 .
oH AT i (2,y) # (0,0)
0 sonst
Fiir (z,y) # (0,0) sind die partiellen Ableitungen offenbar stetig. Bleibt der Punkt (0,0). Wir

setzen x = rcosp und y = rsin @:

OH ) 47 sin ¢ (cos* ¢ — 4 cos? psin? ¢ — sint @) fiir (r, @) # (0,0)
— (rcosp,rsing) = .
oz 0 sonst

Da r = /22 + y?, gilt fiir (z,y) — (0,0), dass » — 0. Damit folgt:

_ dy(x* + 422y — o) . . . .
” yl)EI%O 0 < @+ ) = }13%(47“ sin ¢ (cos® p — 4 cos? psin? ¢ — sint ¢)) =0

= %—;{ ist stetig auf ganz R2?. Analog ist auch %—I; stetig auf ganz R2. (Daraus folgt, dass H
einmal stetig differenzierbar ist!)

c) Die 2. partiellen Ableitungen ex. offensichtlich auf R?\{0,0} und in (0,0) gilt:

6;}2] (0,0) = lim 3 (1,0) - % (0.0 _,
T —0
%213 (0,0) = lim ay (0.1) . o 00
Y h—0
R
0y —0
525 (0,0) = lim b (O.1) ; % 00 _
yox —0

Damit existieren die 2. partiellen Ableitungen auch in (0, 0).

= H ist zweimal partiell differenzierbar. (Aber es gilt: H ist NICHT zweimal stetig differenzier-
bar!)

Hausiibung

Die Hausaufgaben H2 und H3 sind als Prisentationsaufgaben geeignet!

Aufgabe H1 (546 Punkte)
i) Beweisen Sie, dass zwei Normen || - || und || - ||g auf einem Vektorraum V genau dann
dquivalent sind, wenn sie die gleichen offenen Mengen liefern.

ii) Beweisen Sie Folgerung 10.2 aus der Vorlesung.

Losung:

i) Seien die offenen Mengen, die | - || und || - || erzeugen, gleich.
e Sei By, die Einheitskugel beziiglich || - || und
e sei By g die Einheitskugel beziiglich || - ||

Da B , beziiglich || - [|o offen ist, ist sie auch offen beziiglich || - ||3. Da 0 € By , gibt es ein ¢ > 0,
so dass

oBig={y eV ||lyllg <p} C Bia-
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Sei nun x € V beliebig. Dann gilt

x
€ PB1 NG) C Bl o
* 2l
Also
lesii]| <1 = tolo < 24
@ < Tlla < — ||x]|3-
2llls I, e

Analog (indem man die Rollen von || - || und || - ||g vertauscht) zeigt man, dass es ein ¢ > 0 gibt

mit [[z]s < cflza-
= Die beiden Normen sind &dquivalent.
Seien nun die beiden Normen #quivalent und U eine offene Menge beziiglich || - ||o. Wegen der

Aquivalenz kénnen wir ||z > ¢||z| fiir alle x € V annehmen.
Sei z € U. Dann existiert eine Kugel mit Radius ¢ und Mittelpunkt z, B, o(z) C U. Weiter gilt

B g(x) C Bea(z) C U,

denn fiir y € B: 5(z) gilt ||z — ylla < cl|z —y[[p < ¢ 5. Also ist U auch offen beziiglich || - ||5.

Das offene Mengen beziiglich || - || 3 auch offen beziiglich || - ||, sind, zeigt man analog.

i)

a) Wir zeigen zunichst, dass R" vollstiandig beziiglich || - ||; ist.
Sei (zj) eine Cauchyfolge in R™. Sei (x,g )) die Folge der j-ten Komponenten von zj. Dann
gilt
) i,k—00
o) — 29| < Jlag — 2ifs 0.

Weil Cauchyfolgen in R konvergieren, gilt m,(j ) 2,

j=1
Also ist R™ beziiglich || - ||; vollstidndig.

Auch folgendes ist mdglich:
Laut Satz 4.14 ist R™ bzgl. des euklidischen Abstandes vollstéindig.

Sei nun || - || eine beliebige Norm auf R™. Wegen Satz 10.1 ist diese dquivalent zu || - ||; (bzw.
zum euklidischen Abstand). Sei (zj) eine Cauchyfolge beziiglich || - ||. Dann gilt

ok — 5l < ellak — )] 222 0,

Somit ist (zj) auch eine Cauchyfolge beziiglich || - ||1. Also gilt z; — x beziiglich || - ||;. Es
folgt

k
lzy, — || < ezllar — 2y = 0.

Somit konvergiert die Folge auch beziiglich || - ||.

b) wie in a).
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c) folgt sofort aus i).

d) Folgt sofort aus c), wenn man die Definition, dass Urbilder offener Mengen offen sind, ver-

wendet.

Aufgabe H2 (4 Punkte)
Sei A : R" — R™ eine lineare Abbildung und ||A| die durch || - ||; induzierte Operatornorm. Sei
(a; ;) eine Matrixdarstellung fir A. Finden Sie eine Formel fiir || Af|. Orientieren Sie sich an der
Formel fiir die durch || - ||oc induzierte Operatornorm.

Hinweis:

Schiitzen Sie zuerst ||Ax||; fiir beliebiges € R™ ab. Wihlen Sie danach einen geeigneten kanonischen
Einheitsvektor, um die Formel fiir ||A|| zu bestimmen.

Losung: Wir zeigen

m
4]l = max > lajkl-
7j=1
Fiir beliebiges z gilt
)51 B 1 9 >R o1} I E )
Azl = | : =, |aj ko okl 2 lagel < | max > lajel | fllly
k=1 b Th ) 7=1k=1 k=1 j=1 7j=1

Sei nun kg so gewéhlt, dass Z;nzl |aj k| = maxi<p<n E;n:l laj k|- Dann hat man fiir = = ey, (der
ko-te kanonische Einheitsvektor)

a1,ko m m
Az = : = Z |ajko| = lglggnz |kl
7=1 7j=1

Qm, ko 1
Somit folgt die Behauptung.

Aufgabe H3 (343 Punkte)
a) Es sei f: R? — R mit f(x,y) = /|]ry|. Bestimmen Sie alle Punkte, in denen f partiell
differenzierbar ist und bestimmen Sie dort die partiellen Ableitungen.

b) Sei f: R™ — R gegeben durch f(z) = (Ax + b, z), wobei A eine n x n reelle Matrix ist und
b € R™. Berechnen Sie den Gradienten von f. Untersuchen Sie die partiellen Ableitungen auf
Stetigkeit.

Hinweis:

Sei U C R™ offen. Ist f: U — R partiell differenzierbar, so heifit der Vektor

0 0
(grad @) i= (52 @)oo g () B
der Gradient von f in x.

Losung:

a) f(z,y) = Vieyl = VIylV]e]
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Wir betrachten die partielle Ableitung nach z. Fiir (z,y) mit x # 0 gilt

of ) 1./1 falls > 0
5 @) = Vil o (Vi) = Vil {7V~
—54/—3 fallsz <0
B % %' falls x > 0
1 /=B s g <o
Fiir (0,y) sind zwei Fille zu betrachten:
1) y=0. Es gilt
- =1 = 0.
g (00 = fim h 0
2) y #0. Es gilt
of fh,y) = £(0,y) . |yl VA
gl =1 = lim Y — ] - lim Y .
oz (Oy) = fimy h heo R [yl - Jim =5 = — o

2]
a—i (z,y) analog!

Die partiellen Ableitungen ex. fiir alle (z,y) € (R*\ {{0} x R und R x {0}}) U {(0,0)}.
b) A = (ai’j)i7j:17,,,,n und b = (bl, bg, e ,bn)

= f(SU) = ZZj:l Q; jT;T5 + Z?:l b;x; und

0
7f (aﬁ) = 2ap, T + Z(alk xr + agl xl) + by
oxy o

n
= Z(alk + akl) ] + by
=1

= flz)=a2T - (A+AT)+0b.

Alle % sind stetig! (=  f ist differenzierbar)



