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5. Ubungsblatt zur
»Analysis IT*

Gruppeniibung
Aufgabe G1
(a) Gegeben sei die Potenzreihe
> (=12t (z - 2)" .
n=0

(i) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe.
(ii) Bestimmen Sie alle z € R, fiir die die Potenzreihe konvergiert.

(b) Zeigen Sie, daf die folgende Funktionenreihe

o0

S @i i-a) weR,

n=0
auf dem Intervall [0, 1] punktweise, aber nicht gleichméfig konvergiert.
Losung:
(a) (i) Berechnung des Konvergenzradius R:

1
— =limsup {/|(=1)"n2"| = limsup ¥Yn V2" =1-2
~—

R n—oo n—oo
n—00

1

Wir erhalten R = %
(ii) Aus Aufgabenteil (i) folgt, dafl die Potenzreihe fiir z € (2 — 3,2 + 1) konvergiert.
Untersuchung der Randstelle x = 1.5:

ST-nre2t o (15-2n =Y (-1)"-2" - <—;> =>n

n=0 n=0

existiert nicht.
Randstelle z = 2.5:

(=12 n(25-2)"=> (-1)"-2" n- <;> => (-1)"n
n=0 n=0

existiert nicht.
Fazit: Die Potenzreihe konvergiert nur fir = € (1.5,2.5).
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(b) Fiir z < List Y oo ga™ (1 —xz)=(1—xz) Y 00 ja" = (1—x)- -1 =1 (geometrische Reihe).
Fiir z = 1 erhalten wir ) > ;1" - (1 — 1) = 0. Die Reihe ko rglert demnach punktweise

gegen die Funktion
1 falls z < 1,
fl) = { 0 fallsz = 1.

Die Konvergenz kann nicht gleichméBig sein, da die Grenzfunktion unstetig ist. (vgl. Satz iiber
gleichméBige Konvergenz stetiger Funktionen.)

Aufgabe G2
Sei f : R — R eine 27-periodische, iiber [—7, 7] R-integrierbare Funktion, die iiberdies gerade ist,
d.h. f(—x) = f(z) fir alle z € R. Zeigen Sie, dass die Fourierreihe von f eine reine Cosinusreihe
ist, d.h. von der Gestalt

o

ag . 2 T
— — >
5 + ;ak cos(kx) mit ag 77/0 f(z) cos(kx)dx, k>0
ist.
Loésung:
Fiir alle k > 0:
1 1 0 ™
a = — f( ) cos(kz)dxr = — f(z) cos(kzx) dx + f(x) cos(kzx) dx
™ —7

(/ f(=§) cos(—k&)(— d£+/ f(x cos(kx)dx)
=2 ([ 1 costreyas + [ so) costia) a

2 ™
=— x kx) dx
= [ rta) costh
by, = % i f(z) sin(kz) dx = % (/ f(&) sin(k&)(—1) d¢ +/ f(z) sin(kz) dm) = 0.
Aufgabe G3

Sei g : R — R eine 2m-periodische Funktion mit g(x) = |z| fir x € (—n,n]. Geben Sie die

Fourierreihe von g an, untersuchen Sie sie auf Konvergenz und bestimmen Sie die Grenzfunktion.
2

Finden Sie mit Hilfe dieses Ergebnisses eine Reihendarstellung fiir %

Loésung;:

e g(x) ist eine gerade Funktion & by =0Vk e N.
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weiter mit G2:

2 ™
ap = / g(x) cos(kz)d / || cos(kx)d
T Jo
_2 /7r x cos(kx)dr = — x sin(kx) + 1 cos(kx) ’
7 ) Tk k2 0
2 k .
= ((—1) - 1) fiir k > 1.
2 [T 2 z2|"
ao—/ |z| de = — Rl R
T Jo T 2,
4 .
= agp = 0 und agk—1 = —m fir kK € N.
Fiir die FR ergibt ich damit
™
=5 Z % " 5 cos((2k — 1)z).
en

e Da g stiickweise stetig differenzierbar ist, konvergiert die Fourierreihe punktweise.

T 4 cos(0) 2
c 90 =0=5 T X G 7 § ,gN(% 1)

( ”8—2 ist somit die Summe der reziproken Quadrate aller ungeraden natiirlichen Zahlen!)

Hausiibung

Die Hausaufgaben Hlund H2 sind als Prisentationsaufgaben geeignet!

Aufgabe H1 (14+4+442 Punkte)
Es sei f: R — R eine 27-periodische Funktion mit f(x) = 22 fiir x € (—7, 7).

a) Zeichnen Sie den Graphen der Funktion f auf [—37, 37].
b

) Stellen Sie die Fourierreihe von f auf.
c) Welche Funktion stellt die Fourierreihe von f auf [—m, 7| dar?
)

d) Geben Sie damit je eine Reihendarstellung von 7{—; und %2 an.

Losung:

a)

-37T -2TC -TT Vi 2T 37
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b) Funktion ist gerade = by = 0 Vk.

1 [T 1 23
agz/ xde:—x—
T 3

—T

1 /7 1 i T 2 [T
ap = / 2% cos(kz) dr = — <£L’2 smgm) - k:/ x sin(kx) d:z:>
—T ™ —T —T

_ 2 <—a: cos(kx) +/ cos(kx) da;)
Sk
2

km k
1 -
=——— [ —2mcos(km) + 72 sin(kx)|”

Die Fourierreihe sieht damit folgendermaflen aus:

f—I—Z —cos (kx)

keN

c) Vo # (2k + 1), k € Z: die Reihe konvergiert, da f stetig diffbar. ist.

Sei x = (2k+ 1)m: f((2k+1)m +0) = f((2k + 1)7 — 0) und es ex. fL((2k+ 1)m), fL((2k+ 1)7).

. 2
pkt.weise T 4 k
= flz) = 3 + Ek Y= (—=1)" cos(kx),

d)
k 2 -1 k+1
oy =0="rap, L Ty OV
_1\k -1 k 2 1
'f(W):TF2:3+4Zk()kg) = %:Zkﬁ-
Aufgabe H2 (643 Punkte)

Es sei f: R — R die 2m-periodische Funktion mit f(z) = M fir z € (0, 27].
a) Bestimmen Sie die durch (9. 12) definierten Fourierkoeffizienten a,, und b, von f.

b) Zeigen Sie, dass Y -, n4 = 90, indem Sie beide Seiten der Parsevalschen Gleichung

& 21
P00 = [ (@) e

ausrechnen.
Losung: (a) Die Funktion f ist gerade d.h. f(x) f(= ) (zeigen!). Somit ist x +— f(z)sin(nz)
eine ungerade Funktion, folglich b, = 1 fo f(z)sin(z)de = L [T f(z)sin(z)dz = 0 fir alle
n € N.' Weiter ist ag := % OQW % dx = [( m)? }0 %2 und fiir n € N, mittels zweimaliger

'Fiir jede 27-periodische, iiber [0, 2] Riemann- integrierbare Funktion g: R — R gilt f:” g(z)dx = ffﬂ g(z+2m)dx =
fir g(x) dr und somit fo% )dx = [ g(z)dx + f z)de = [T _g(z)dz.
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partieller Integration:

also a,, = #

Analysis IT

/027r M cos(nz) dx

4
[(x — )% sin(nz) ] °n /27r (x — ) sin(nzx) i
i 4dn 0 0 2n
=0
[(z — ) cos(n:v)] 2m /27r cos(nx) dp—
2n?2 0 0 2n?  n?’
=0

(b) Setzen wir die oben berechneten Fourierkoeffizienten in die linke Seite der Parsevalschen

Gleichung ein, erhalten wir

+ 322 | L. Die rechte Seite berechnen sich zu * fozﬂ @) gy =

n=1 p%* T 16

2m
(z—m)" _ 7 : 0 1, 4(1 1\ _ 7t
|: 0 = 10" AISO 1st anl = T (@ ﬁ) =90

807w



