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3. Ubungsblatt zur
»Analysis IT

Gruppeniibung
Majorantenkriterium fiir uneigentliche Riemann-Integrale:
Es seien f : [0,00) — [0,00) und ¢ : [0,00) — [0,00) Funktionen, welche iiber [0,b] Riemann-

integrierbar sind, fiir alle 0 < b. Gilt f(z) < g(z) fur alle geniigend grofie z und konvergiert das
uneigentliche Riemann-Integral [ g(x) dz, so konvergiert auch [~ f(z) dx.

Aufgabe G1
Konvergiert das uneigentliche Integral? Begriinden Sie Ihre Entscheidung.
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Loésung:

a) Wir brauchen nur die Konvergenz von floo

dx zu zeigen, da die stetige Funktion x +— xfﬁ
1’%&-1 < % = x% fiir alle x > 1, wobei
das uneigentliche Riemann-Integral floo % konvergiert (§8.10.1, Beispiel 1). Nach dem Majoran-
tenkriterium (das natiirlich etwas allgemeiner als angegeben giiltig bleibt, wenn die Integration

X
341
iiber dem Intervall [0, 1] Riemann-integrierbar ist. Es gilt

an einer anderen Stelle als 0 beginnt) konvergiert also auch floo :c%ﬂ dx.
b) Es gilt fk(.l:rl ‘Sm( Lsin@)] g > fkk+1)7r (Iij_nl;CI dr = (k+1 Jo sinzde = (k+1) fir £ € N und

daher
/”7r ]smx\ nil
x k:l (k+1)m

fiir N 5 n — oo. Das uneigentliche Riemann-Integral [;° ‘s;ﬂ dx konvergiert also nicht.
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¢) Zu gegebenem 0 < € < 1 erhalten wir vermoge der partiellen Integration u(x) = In(z), v'(x) =
L) =1 ofa) =2V

gy

—dx
e VT

1 L2
[21n(:1:)\/5]8—/E %dx
= —2mn(e)VE - [4va]]
= 2ln(e)v/e—4+4y/e— -4 fire—0,

weil lime_,o In(g)y/e = limy o0 In(e™*)Ve ™ = limy 00 e;—/g =0.

d) Zu gegebenen 0 < £ < 1 erhalten wir
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Wenn ¢ — 0, so strebt [—2 + %] — 00. Somit konvergiert [, NG dz nicht.

e) Die Substitution y = Inx liefert fiir r > e:

/r dax _/lnrdy
e x(lnx)o‘ B Ine ya'

Hier Inr — oo fiir r — oo. Wegen §8.10.1 Beispiel 1 konvergieren die Integrale auf der rechten
Seite fiir r — oo falls a > 1, wahrend sie fiir &« < 1 bestimmt gegen oo divergieren. Die zu unter-
suchenden uneigentlichen Riemann-Integrale konvergieren also genau fiir o > 1.

Aufgabe G2
Wir betrachten die Folge (f,,)nen der durch
n?.x falls z < %
fa@)i=4 n—n? - (z—21) falls L <ax<?2
0 falls = > %

definierten “Zackenfunktionen” f,: [0,2] — R.
(a) Skizzieren Sie f; und fo.

(b) Zeigen Sie, daf die Funktionenfolge (f)nen fiir n — oo punktweise konvergiert. Bestim-

men Sie die durch f(z) := lim, . fn(x) definierte Grenzfunktion f. Ist die Konvergenz
gleichméfig ?
Losung:
(a)
f;

(b) Da f,(0) = 0 fiir alle n, gilt lim, .o fn(0) = 0. Fiir z €]0, 2] gibt es ein N € Nmit ¥ < 2. Dann
gilt % < z fiir alle n > N und somit f,(z) = 0 per Definition von f,. Also lim, . fn(z) = 0. Wir
haben gezeigt, dafl die Funktionenfolge (fy,)nen punktweise gegen die Nullfunktion f: [0,2] — R,
f(x) = 0 konvergiert. Fiir jedes ng € N ist fno(nio) = ng > 1; wir finden also kein ng € N derart,
daB |fn(x) — 0] < 1 fiir alle n > ng und alle = € [0, 2]. Daher liegt keine gleichméfiige Konvergenz
VOr.
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Aufgabe G3
Eine Folge (f,)nen von Polynomfunktionen konvergiere auf R gleichmifiig gegen eine Funktion
f: R — R. Zeigen Sie, dal auch f eine Polynomfunktion ist.

Loésung;:
Aufgrund der gleichméBigen Konvergenz finden wir ein N € N derart, dal |f(x) — fn(x)] < 1 fiir
alle n > N und z € R. Dann ist

| fr(z) = fn(z)] <2

fiir alle n > N und x € R. Es ist also p,, := f, — fn eine beschrénkte Polynomfunktion fiir n > N
und somit vom Grade 0 oder das Nullpolynom; mit anderen Worten, es ist p,(x) = p,(0) fiir
alle x. Also

f(@) = f(@) = lim pa(@) = lm pa(0) = £(0) = n(0).
Folglich ist f = fy + f(0) — fn(0), mithin f eine Polynomfunktion.

Hausiibung

Die Hausaufgaben H1b), H2 und H3 sind als Prisentationsaufgaben geeignet!

Aufgabe H1 (9 Punkte)
Durch

r=a-cos’(t), y=a-sin’(t) mit a >0, 0 <t <27

wird eine Astroide in Parameterdarstellung gegeben.

a) Machen Sie eine Skizze.

b) Leiten Sie mit Hilfe von partieller Integration eine Rekursionsformel fiir V,, = [ sin”(z) dx
her.

c) Berechnen Sie den Inhalt der durch die Astroide begrenzten Fléche.

Loésung;:

(a)

v, = / sin"(2) dz — / sin™(z) sin(z) do

Rl sin" " !(x) cos(x) + (n — 1) /Sinn_2($) cos® (x) da

= —sin""!(x) cos(z) + (n — 1) /sin”Q(w) dx — (n—1) /sin”(m) dx

1 —1
=  V,=-—=sin""z) cos(z) + n=- Vi—a.
n n

(c) Die Astroide ist symmetrisch bzgl. der z-Achse und der y-Achse. (Denn ang. t = tg entspricht
dem Punkt (x,y0), dann entspricht ¢ = —to dem Punkt (xg, —yo) und ¢t = 7 — ¢y entspricht
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(—z0,Yo).) - hier ist auch moglich iiber eine !!gute!! Skizze zu argumentieren.

Fir0 <t < il erhalten wir den Teil im ersten Quadranten des Koordinatensystems. Die Fliche
dieses Teils sei Fj. Fiir die gesamte Fliche gilt: ' =4 - F.

us us

—_ asin® - (—3a cos®(t) sin = 3a® ’ cos?(t) sin?
Fr= = [P lasin®(0)]- (3acost(0) sin(0) de = 36* [ cost(tysin 1)

s

= 3a? : — sin? sin? = 3a? ’
=3 /D (1 (t)) sin*(t)dt = 3 [/U

sin? - 2sin6 =...Te: cee =
() dt /0 ) dt] Teil (b)

1 1 1 1] 3
= 3a° [—24 sin®(t) cos(t) + 8 sin®(t) cos(t) — 6 cos(t) sin(t) + G t] ) = 3—27ra2
. 3,
Somit folgt: F' = gwa .
Aufgabe H2 (6 Punkte)

Die gegebenen Folgen (f,,)nen von Funktionen f,,: [0,00) — R konvergieren punktweise. Berech-
nen Sie die Grenzfunktion f und entscheiden Sie, ob die Folge f, gleichmé&flig gegen f konvergiert.

x
(@) fale) = 1
(b) fala) = .
1+nz
(©) fule) = 77
Losung:
a) Es ist f,,(0) = 0 fiir alle n und somit f(0) = lim,, .~ fn(0) = 0. Fiir z > 0 gilt 0 < s Sns =

1
n?

alle z € [0, oo[ gilt dann |

unabhéngig von z. Ist € > 0 gegeben, so finden wir ng € N mit n% < ¢. Fiir alle n > ng und

T
1+nx

—-0] < % < n%) < e. Wir haben gezeigt, daf 14:6% — 0 gleichméfig.

b) Es gilt f,(0) = 1 fiir alle n, somit f(0) := lim,_o fn(0) = 1. Fiir z > 0 hingegen habe wir
f(x) == limy, 0o ﬁ = 0. Es gibt zwei Argumentationsmoglichkeiten:

1.) Fir jedes ng € N ist fno(%) = 1. Somit finden wir kein no: |fn(z) — 0] < 3 fiir alle n > ng
und alle z € [0, 00). Es liegt also keine gleichméfige Konvergenz vor.

2.) Da die Grenzfunktion f der punktweise konvergenten Folge (f,,)nen nicht stetig ist, kann die
Konvergenz nicht gleichméfig sein (Satz 9.9).

¢) Wie zuvor schlielen wir f(0) := lim, oo f,(0) = 0, fiir z > 0 weiter f(z) := limp—oo 7055
= limy,, oo %Jrn = 0. Fiir festes n ist f,(x) = 13‘;32:0 = # fiir x > 0, mithin f,, eine monoton

wachsende Funktion mit fn(0) = 0. Wir schliefen, daf3

unabhéngig von z € [0, 00). Folglich f,, — 0 gleichméBig.

Aufgabe H3 (4 Punkte)
Beweisen Sie das Majorantenkriterium fiir uneigentliche Integrale.
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Loésung;:

Da f nicht-negativ ist, ist F': [0,00) — [0, 00) = [y f(x)dz eine monoton wachsende
Funktion. Diese ist nach oben beschrénkt: Per Voraussetzung glbt es némlich ein r¢ € [0, 00) mit
f(x) < g(z) fiir alle z > ro; wir erhalten

Flr) = / e dx+/f
/ f@ da:—i—/m g(z) de
/Of(m)dm—l—/o g(x)dzx

fiir alle r > r¢. Also ist F' monoton wachsend und beschrinkt. Folglich strebt F'(x) fiir x — oo
gegen sup{F(x): x € [0,00)} (klar?)

IN

IN



