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2. Ubungsblatt zur
»Analysis IT

Gruppeniibung

Aufgabe G1
Wir betrachten zwei Funktionen F, G : (—1,00) — R, die durch

F(z) = —arctan(z),  G(z) = arctan G " i)

definiert sind.

a) Zeigen Sie, dass F' und G Stammfunktionen derselben Funktion f sind und bestimmen Sie
f.
b) Welche Form haben alle Stammfunktionen von f?

c) Bestimmen Sie eine Konstante ¢ € R, so dass fiir alle z € (—1, 00) die Gleichung
G(x) = F(z) + c gilt.

Losung:
a)
1
Fl(z) = —
* Flo) 1+ 22
1 2 —2 1
G, e . —_ p—y —_ - :F/ .
- <1‘x>2 ( <1+x)2> R TR E
1+
1+2
. 1
Damit ist f(z) = 22
x

b) Stammfkt. von f: F(x) = — arctan(z) + c.

c¢) F(0) =0 und G(0) = Z Somit gilt G(z) = F(x) + 7.



Analysis IT
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Aufgabe G2
Bestimmen Sie die folgenden Integrale:
1
2) / 622 + 4 . Q) / dx
+2r+1 7 VaZF1’
0
b)/esmxcosxdm, e)/m2 sin(x) dz,
0
1
c)/cos2(x)da;, f)/a:e"” dzx.
-1
Losung:
a) Substitutionsregel:
1 2 4 1 3 9 1Y 4 1
/ e / (2” + 22 + )dx:2-/ “dt =2 [In(t)]} = 2In(4).
055"‘255"‘1 0 $3+2$+1 1 t
e cos v da

b) Substitutionsregel:
T 7
/ e cosx dx:/ esmxcosxdx—l—/
0 0 T

1 0 1 1
/etdt—l—/ etdt:/etdt—/ etdt =0
0 1 0 0

1

c) Partielle Integration:
1 1
/ cos’(x) do = / cos(z) cos(z) dx = sin(x) cos(z)]t | + / sin?(z) dzx
—1 -1 -1
1 1
= [sin(z) cos(z)]L, +/ ldz —/ cos?(z) dz.
-1 -1
Daraus folgt
1
L ([sin(x) cos(x)]L, + / 1dx> = sin(1) cos(1) + 1.
-1

1
/ cos?(z) dr =
. 2
d) Substitutionsregel: Mit ¢t =z + Va2 + 1.

22
241

[ 7]
2%+ 1 21
Daraus folgt
dx
——— =z +Va?+1|+ec
/\/xQ—i-l | |

241 1
dt:/tdtzln]t]Jrc.

e) Partielle Integration:
/acz sin(z) dz = —x? cos(z) + /2:c cos(z) dx
= —x? cos(x) 4 2z sin(x) — 2 / sin(z) dzx
= 2zsin(z) — (2% — 2) cos(z) + c.
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f) Partielle Integration:

/xexdx:x-ew—/exd:v:a:~ex—ex—i—c.

Aufgabe G3
Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegungen folgender Funktionen.
20 +1

a) f(f):m,

(1) = —2

b) 9l@) = (x+1)3"

Losung:

a) Nullstellen von 22 + x — 6 sind 2,—3. Damit ergibt sich der Ansatz:

20+ 1 A B

$2+x—6_ﬂc+3+x—2'

Zu losendes LGS:

A+B=2
—2A+3B=1
= A = B =1 und somit ] 1
f(x):w+3+a?—2
b) Ansatz:
z A B C

Cr1P @+ (@ 1P @rip
Zu losendes LGS:

A=
2A+B=1
A+B+C=0
= A=0,B=1,C = -1 und somit
(z) = 1 1
gz (12 (z+1)37
Hausiibung

Die Hausaufgaben H1, H2b) und H2c) sind als Prisentationsaufgaben geeignet!

Aufgabe H1
Berechnen Sie die Integrale

22 dx
I ::/\/:132+1d3: und L= | ——.
vz +1

HiNwEIS: Leiten Sie 2 Beziehungen zwischen [; und s her, indem Sie
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(a) den Integranten von I mit vz2 + 1 erweitern und dann bei der Integration Aufgabe G2

nutzen.

(b) I zusédtzlich partiell integrieren.

Losung: (a) I wird mit va? + 1 erweitert:

7 2+ 1 d 22 dx n dx
= — aQr =
! Va2 +1 VarZ+1 VarZ+1

=L +In|z+ Va?+1].

(b) I; partiell integrieren:

—o Va2 i1 [a :UQ — BTk,

(a)+(b): I % ( Va2 +1+In|z+ Va2 + \)
(a)-(b): Ir = % (x Va2 +1—In|z+ Va2 + 1|) .
Aufgabe H2

Bestimmen Sie die folgenden Integrale.

a) /logp(:v) dx fir p > 1.

b) /Cosf(x)dx,

. 2 + sin(x) .
) / sin(z) (1 + cos(x)) d

HiNnwEIs: Nutzen Sie die Substitution ¢ = tan(%).

Loésung;:
a)
1
log,,(z) _ 1 log,, () =1 1 = —1 .
posp r — n(p P ) n(x) — ng(m) 111(]?) n(x)
Damit gilt:

/logp(:v) dr = / izig dr = ln}p) ~z(In(z) — 1) +c.

b) partielle Integration:

/ ﬁ(@ dz = z - tan(z) — / tan(z) dz = z - tan(z) — / 2;2((3 da
=z - tan(z) +/ —sinz) 4,

cos(z)

=z -tan(x) + In | cos(x)| + c.

Dabei wird verwendet, dass mit z = arctan(t):

/wsg‘wdx:/1+tan2(x)dx:/1dt=t=tan(w)-
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c¢) Mit der Substitution x = 2arctan(t) gilt:

/ 2 + sin(z) 2+ 1+t2 2 gt
T = .
i 1 2t 1—2) 142
sin(z) (1 + cos(z)) 2 <1 + 1+7t2) +
1+t -+t
:/+t+dt_1 [t + 5 Lo ige

ln|tan< )|+ftan (§>+tan(g>+c

Aufgabe H3
Bestimmen Sie die folgenden Integrale mittels Partialbruchzerlegung.

6 4
a) /ac +x +mdx,

xt—1
3 2
r°+xt+x
by [IAT AT
) /w4+2x2—|—1 .
Losung:
6 4 1 2 1
a ) Polynomdivision: rr Al :x2+l+w.
x4 —1 xt—1

Nenner: 74 — 1 = (22 4+ 1)(2% — 1) = (2% + 1)(x + 1) (2 — 1).

22 +z+1 A B C+ Dx
Ansatz: pr— :x+1+x—1+ PR
A+B+D=0
-A+B+C=1
A+B-D=1
—-A+B-C=1

1 3 1
A=—- B=- =0,D=—-.
= 1 4,0 0, 5
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25+t +1 5 1 1 3 1 1 x
B 1 — - e - I -
/ A1 /x+ dv =7 x+1dx+4/m—1dx 2/x2+1dx

1 3 1
§x3—|—x—fln|:x—|—1|—|—zln|x—1|—Zln(mZ—i—l)—l—c.

b) Nenner: 2% + 222 + 1 = (22 + 1)%.

B+t A+ Bx C+ Dx
v+ 222 4+1 2241 0 (224 1)2
= A=1,B=1,0=—-1,D=0.

B4+ 1+x 1
————dx = | ——dx — | —————=dx
zt+ 222 4+ 1 2?2 +1 (22 +1)2

1 1 1
In ——do— [ ————d
(" + )+/x2—|—1 ! /(m2+1)2 !

Ansatz:

T2

11(4_1) /1d—/ 1 d+/$2
g Y 21T 21T Gy
1 x 1

51 (.’L' + ) m+§arctan(:ﬂ)+c.

dx



