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1. Ubungsblatt zur
. Analysis II*

Gruppeniibung

Aufgabe G1
Bestimmen Sie fiir jede der folgenden Funktionen f : [0,1] — R das untere und obere Integral und
entscheiden Sie, ob die Funktion Riemann-integrierbar ist. Falls dies der Fall ist, so bestimmen

Sie [} f(z)dz.

0 fire=31
a) f(a?) :{ 1 sonst ’
-1 firz=0
b) f(z)=< 2 firz=1
x sonst
1 firz=1 (n>1
) f($>:{0 sonst ! =
L2 =2 p g — teilerfremd
d) flz)=3"* !
0 z¢Q

Loésung: Die Funktionen sind alle beschrénkt, daher 148t sich Satz 8.8 anwenden.

k

H,...7

a) Wir wihlen als Zerlegung Z,, = {z0 =0,..., 25 = xp = 1}. Damit ergibt sich:

1 n—1
lof(m) de = lim (U(Zp, f)) = lim (Z inf (f(x))Axk>

n—oo n—oo — mEIk
m ol n—1
lim > 1-240+ Y 1-12] noungerade
A= g
%_2 n—1
lim [ > 1-f+04+ > 1.2 n gerade
=0\ k=0 k=2+1
= ... = 1.
1* n—1 1 n—1 1
/0 f(af)dﬂf:nILH;OO(Zn,f) :nlirgoz sup(f(x))-ﬁ :nlg]go 1-5 = 1.

k=0 €1k k=0



1. Ubung Analysis IT

Nach Satz 8.7 ist somit f Darboux-int., damit auch Riemann-int. und es gilt

1* 1 1
[ f@yde = [ j@de= [ sie)do-

b) Mit der selben Zerlegung wie bei a) gilt:

! 1 ko1 1 1 (n—1)n 1
=1 - Z =1 S e S/
[Of(:z‘ dx nlm( +Zn - nl—>nolo< St > 5
1* n—2 n—1
2 E+1 1 1
de = 1i — 2l =1 24 =
() dr nzﬁ.z<n+2 . n) nzﬁ.z< zZ>

k=0

1
Mit Satz 8.7 gilt wieder, dass f Riemann-int. und [ f(z)dz = L
0
¢) Sein > 3 und
1 1 1 1 1 1 1 11 1 1
Zn:{07*+7 T T on r‘f‘* iy —y =+ —,1 - — 1}.

Damit gilt fiir

11 1 1 I

Somit ist me(Zn,f) < hm (2 +2L) =o.

on—1
Da f > 0 1st ist auch U(Zn,f) > 0 fiir alle Z,: supU(Zn,f) > 0. Da weiter supU(Z,, f) <
Zn
iélfO(Zn, f), gilt supU(Z,, f) = 1nfO(Zn, f)=0. Auﬁerdem ist damit f int. und
n Zn

[ styae=

d) Sei Z,, = {O,N,N,%,...,%,l}, wobei N = 1—|—@.
Der Funktionswert 1 wird einmal angenommen (z = 1), der Wert 3 auch (z =
der Wert 2 maximal (n — 1)-mal angenommen.

3). Fiir n > 2 wird

Damit ergibt sich

1 1 1 1 1 1 n
Zo, )< =(1+=+2-2 R —-1 -
O(Zy, f) N( T2 3 b (1) n><n N = T

f > 0 und somit ist O(Z,, f) > 0 fiir alle Zerlegungen Z,,. Auflierdem ist

n

Damit ist ing(Zn, f)=0.

Fiir alle Zerlegungen ist U(Z,, f) = 0 und somit auch das sup davon. D.h. f ist int. und

/Olfmdx:
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Aufgabe G2
Sei f : [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion mit f(z) > 0 fiir alle = € [a, b]. Wir nehmen
an, dass

/abf(:v)d:c:O.

(a) Zeigen Sie, dass f(x) = 0 fiir alle Punkte z € [a, b], in denen die Funktion stetig ist.
(b) Folgt auch, dass f(xz) = 0 fur alle z € [a, b]?

Losung:
a) Behauptung: f(z) = 0 in allen Stetigkeitspunkten!

Annahme: Behauptung falsch!
Dann ex. zg € [a,b]: f stetig in zy und f(zg) > 0
= 36 > 0 mit f(z) > 1 f(20) Vo € [xo — 8,20 + 6]

Wihle Z = {a, 20 — 6, w0 + 0, b}. Da inf ey 52044 f(7) > 5 f(zo) und f > 0:

U(Z,f)zo.(xo—5—a)+%f(xo)-25+o.(b—x0—5)zé.f(xo).

b
=sup U(Z, f) > 0. A / f(x)dz =0.
Z a
b) Nein! Gegenbeispiel: sieche G1,c).
Aufgabe G3

Seien f : [a,b] — [c,d] und g : [¢,d] — R Riemann-integrierbare Funktionen. Kann man daraus
schlieflen, dass die Funktion g o f auch Riemann-integrierbar ist?

Loésung;:
Nein! Gegenbeispiel:

Sei [a, b] = [¢,d] = [0, 1] und

L e =29 ¢ — teilerfremd
f(x) ={ o
0

r¢Q
und 1 firz=3%1 (n>1)
f(x):{ 0 fiir:v;éz
Nach G1 sind beide Funktionen integrierbar. Aber
1 z€Q
g(f(x))={ 0 220

U(Z,go f)=0 fiir alle Zerlegungen Z = sup, U(Z,go f) = 0.
O(Z,go f) =1 fiir alle Zerlegungen Z = inf; O(Z,go f) = 1.

Damit ist g o f nicht integrierbar!
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Hausiibung

Die Hausaufgaben H2 und H3 sind als Prisentationsaufgaben geeignet!

Aufgabe H1 (5 Punkte)
Es sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit fab f(z)dx =0 (wobei a < b).
(a) Zeigen Sie, dass f eine Nullstelle in [a, b] besitzt.

(b) Bleibt dieser Schluf richtig, wenn f zwar Riemann-integrierbar, aber unstetig ist ?

Losung:
(a) Da f stetig ist, gibt es nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (Satz 8.25) ein £ € [a, b]

mit .

o:/a f(@)de = £(€)- (b—a).
Teilen durch b — a liefert f(€) = 0
(b) Die Funktion f:[—1,1] — R,

-1 firz <0
f(a:)—{ 1 firz>0

ist Riemann-integrierbar (klar 7) und erfiillt fil f(z)dx = 0. Jedoch hat f keine Nullstelle.

Aufgabe H2 (6 Punkte)
Es sei b > 0 eine reelle Zahl. Berechnen Sie das Riemann—Integral

b
/ sin(z)dz,
0

indem Sie in folgenden Schritten vorgehen:
a) Begriinden Sie, warum das Riemann—Integral existieren muss.
b) Wihlen Sie die Zerlegung Z,, := {zo,...,x,} mit z} := k% und den Zwischenvektor &™) .=

(5(()71)’ cee T(Ln_)l) mit g,i”) := xp. Vereinfachen Sie den Ausdruck der zugehorigen Riemann—
Summe S, (fiir geeignetes n) mit Hilfe von

1 1
0s <(k: - )x) — cos ((k‘ + ):c> = 2sin(kx) - sin(f).
2 2 2
c) Bestimmen Sie nun den Wert des Riemann-Integrals.

Losung:
a) f(x) = sin(z) stetig auf R, somit auch auf [0,b] = (Satz 8.11) R-integrierbar und Integral ex.

b) Sn =k Osm( ) %

Sei n so groff, dass b < nm: 0 < 2n <5 = sm( ) # 0. Damit gilt:

n-t cos( l)Q) — cos((k + %)%)

2 sin(2)

- s (0 3) 7)o ((3)7)
g ) (6)2)

Sp =

S|

OM
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b b b 1\ b
/ sin(z)dz = lim S, = lim —"——" lim (cos <—> — oS <<n - ) >>
0 n—00 n—o0 QSIH(%) n—o0 2n 2)n
1 . b . 1\ b
= ———3~ (cos < lim —) — cos < lim <n — > >>
lim COS(%) n—oo  2n n—00 2/ n

= 1—cos(b).

Aufgabe H3 (8 Punkte)
Es sei f: [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion derart, da8

b
L/f@»¢@ﬂx=o

fiir jede stetige Funktion ¢: [a,b] — R. Zeigen Sie, dafi f(x) = 0 fiir fast alle x.

Losung:
Wir zeigen zunéchst, da8 f in jeder Stetigkeitsstelle zg von f in ]a, b[ verschwindet. Andernfalls,
wenn  etwa  f(zo) > 0, finden wir némlich ein ¢ > 0 mit

[zo — d,20 + 6] C [a,b] und f(x) > @ fir alle z € [zg — d,x0 + ¢]. Betrachte die “Zacken-
funktion” (Skizze?) ¢: [a,b] — R,

0 sonst.

() ::{ 1-— %7%0‘ falls |z — xo| <0

Dann ist ¢ stetig (klar ?), und wir erhalten die absurde Aussage

b z0+0 z0+6/2
o::/fww@mzf fmwmmz/ f(@)é(z) da

0—0 x0—0/2

S /x(’”/QJW.ldmZ(;_J”(xogo,
sz 2 2 4

Also muB} doch f(xp) = 0 gewesen sein.

Die Menge N := f~1(R \ {0}) ist nach dem Vorigen in der Menge {a, b} UA(f) enthalten, welche
eine Nullmenge ist aufgrund der Riemann-Integrierbarkeit von f. Somit ist N eine Nullmenge,
wie behauptet.



