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14. Ubungsblatt zur
. Analysis II*

Gruppeniibung

Aufgabe G1
Untersuche, fiir welche o« > 0 das uneigentliche Riemann-Integral

/ r~%d(z,y,z) = lim r-%d(x,y, z)
B1(0) e=0" /By (0)\int(Bc(0))

(mit r = /22 +y2 + 22 und Bg(0) = {z € R3 : |z|, < R}) existiert. Berechne gegebenenfalls
den Wert des Integrals.

Loésung:
Wir benutzen Kugelkoordinaten (Seiten 270 und 271 im Skript). Sei T; = [e, 1] x [-F, §] x [0, 27]

und
r cos 6 cos ¢

g(r,0,¢0) = | rcosfsinyp
rsin 6

Dann gilt: 7. ist eine kompakte und Jordan-messbare Teilmenge von R3, By (0)\int(B.(0)) = g(T%),
0T hat Jordaninhalt 0 und auf int(7;) ist ¢ injektiv und det ¢’ stets negativ. Also:

rod(z,y,7) = / r=9] det ¢/ (r, 0, )| d(r, 0, )
T:

1 +g 21
= // / r=r%cosf dydb dr
e J-3 JO
1 +I
= 271'/ 7”20‘/ cos 0 df dr
c _
1

/B1 (0)\int(Be(0))

us
2

= 471'/ r2=dr
3

1
T37a
S

falls o # 3

4rlogr|l fallsa =3

Also existiert lim,_,q+ fBl( ) r=%d(z,y, z) fir a < 3 und dann gilt

0)\int(B:

4
r-%d(x,y, z) = .
/31(0) 3—«




14. Ubung Analysis IT

Aufgabe G2
Skizzieren Sie die Menge B und berechnen Sie ihr Volumen:

B = {(z,9,2) €R*: 22> 2% 42 und 0 < 2 < /1 — a2 — y?}.

Losung:
Zur Berechnung des Volumens von B benutzen wir Kugelkoordinaten,

g: [0,00[X[—g, g] x [0,27] — R3, g(r,0,9) = (rcos@cosqb, r cos 0 sin @, rsin@)

Die Menge T' := [0,1] x [n/4,7/2] x [0,27] wird von ¢ surjektiv auf B abgebildet. Da T eine
kompakte und Jordan-messbare Teilmenge von R? ist, T Jordaninhalt 0 hat und auf int(T) die
Funktion g injektiv und die Determinante det ¢’ stets negativ ist, gilt:

|B‘ = /;d(xvyvz)
= A[detg’(r,@,(]ﬁ)\d(ﬁ@a(ﬁ)

1 pr/2 2w
= / / / r2 cos 0 do dO dr
0 Jr/a Jo

1 /2 1 /2
= 277/ r2/ cosf dodr = 277/ r? [sin&} dr
0 /4 0 O=m/4

1 2 V2
= 2r(1-v22) || = (1= 5.
ﬂ-( \/>/ ) " / r=0 3 2
Aufgabe G3

Finden Sie eine geeignete Variablensubstitution, um die Fliche von dem Gebiet A in R? zu be-
stimmen, dass zwischen den Parabeln y = 22 und y = 222 und den Parabeln = = 4% und 2 = 3y
liegt.
Loésung:
Wir betrachten die Koordinatentransformation ¢ : (0, 00) x (0,00) — (0,00) x (0,00), wobei wir
(u,v) € (0,00) x (0, 00) auf dem einzigen Punkt (z,y) in (0, 00) x (0, c0) abbilden, wo die Parabeln

y=ur? und z=uvy?

2

sich schneiden. (Machen Sie eine Skizze.) Dann gilt y = uz? = uv?y*. Da y > 0 folgt hieraus, dass

1 = wv?y3 und

_ ol L
Y uv?’
Ahnlich zeigt man:
oo i
u?v’

Wir werden also die Koordinatentransformation g = (g1, g2)” : (0,00) x (0,00) — (0, 00) x (0, c0)

verwenden, gegeben durch
1 /1
= 3 —_— = 3 —_—.
g1 (U, U) - U2'U gQ(“vv) ’U/U2

g ist bijektiv und stetig differenzierbar, und auch seine Inverse f = g~!

mit
x

Yy
fl(xﬁl/):u:ﬁ und fZ(xvy):U:yg
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ist stetig differenzierbar. Die Determinante

—2y/z3  1/z? ) 3
det f'(z,y) = det =—=>0
(@, y) ( 1/y2 —2x/y3

ist positiv fiir alle , 3 > 0. Also auch fiir (z,y)? = g(u,v) gilt
2,2
_ oty 1
det g/(U, U) - (det f/(xa y)) - 3 - 3’LL2U2

Sei jetzt T = [1,2] x [1,3]. Dann gilt f(A) = T und damit A = g(T). Aus der Substitutionsregel
folgt jetzt, dass

1 1 (%21 31 112 1
]A|:/ d(x,y)z/d(u,v):/ du/ —dv==-=-= =_.
A 7 3u?v? 3)1 u? 1 v? 323 9

Aufgabe G4
Die Mantelflache eines Kugelsegments ist gegeben durch
F={(z,y,2) eR®: 22=1—-2%—9? —<z<1}L
(a) Berechnen Sie den Flicheninhalt von F.

(b) Eine stationire Stromung werde durch das Vektorfeld w mit

H(:E? Y, Z) = (yv -z, Z)T

beschrieben. Berechnen Sie den Flufl von H durch F, d.h. das Integral
/ / H- do.
f

(a) Schreiben wir u := x und v := y, dann gilt:
21— =1-(P+?) & z=y1-(u2+?), daz>

Weiterhin ergibt sich aus z = /1 — (u2 + v2):
<V1I-(u+v?) <1 &

>+l —-1>-1 &

Losung:

1
5"

—_

<1—(u*+0?) <1

4
& = zu2+v2zo

= =N =
= W

Damit erhalten wir folgende Parameterdarstellung von

F:
T 2 2., .2
p(u,v)z(u,v, 1—(u2+v2)> mit (u,v)GS:{(u,U)GR s 0<ut+0v* <

A~ w

b

Wir bestimmen | py,(u, v) X py(u,v)]|:

1 0
pulu,v) = Ou o po(u,v) = 1v
B 1—(u2+v?) B 1—(u2+v?)
u
1—(u2+v2)
= pu(u,v) X py(u,v) = m
1
u? v2 1
= Hpu(uw)Xp”(u’v)”_\/1—(u2+v2)+1—(u2+v2)+1_ 1—(u2—|—1}2)'
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Fiir den Flédcheninhalt von F gilt (vgl. Formel 14.8, Seite 278):

1
:/||pu(u,v) X py(u,v)| dudv:/ dudv
S S

1— (u?+v?)

Wir 16sen dieses Integral mittels Einfithrung von Polarkoordinaten. Setze u := r cos ¢,
rsin . Dann gilt:

V3

0<r2< -,
<rs < 5

s 0<r<

>~ w

Somit erhalten wir:

1 27 g r
):/ dudv:/ /
s /1 — (u?+v?) o Jo V1—1?

Substituieren wir t = 1 — r? mit % = —2r, dann ergibt sich:

27 27 2w i
[ s [[ [y [
27r1
:/ fdg0—7r

0

(b) Wir bestimmen den Einheitsnormalenvektor an F":

drdy

u

1—(u?+v?) u
N(uv):ipuxf)v =/1— (u?+0v?) MR v
= Yo i R o
1 — (u? +v?)
Weiterhin gilt:
H(p(w,0)) = (0—uy/T— (@ T 0D)" und
H(p(u,v)) - N(u,v) = wv—uv+1—(u?+0%)=1-(u?+v?).

Also erhalten wir (vgl. Formel 14.11, Seite 279):

o 2
/ H-do = (u” + %) dudv_/\/l— (u® + v2) dudv
F S

1 — (u? 4 0v?)

Dieses Integral 16sen wir ebenfalls mittels Polarkoordinaten (und der Substitution ¢t = 1 —r?
vgl. Aufgabenteil (a)). Dann erhalten wir:

27 V3
/ H-d?—/ 1—(u2+02)dudv—/ /2\/1—r27“drdcp
F

27 27 1 s % 27 7 7
/ / /0 { 3 2] ¥ /0 21 T 12"



