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13. Ubungsblatt zur
., Analysis II*

Gruppeniibung

Aufgabe G1
Entscheiden Sie, welche der folgenden Mengen Nullmengen in R? sind. Begriinden Sie Thre Antwort.

(a)
(b)
()

73 =7 x7 x 7.
U C R3, U offen.
R2 x {0}.

Losung:

(a)

Z3 ist abzéhlbar. Sei (a;); eine Abzéhlung und sei

1 1 1 1 1 1
I .= (a(l) —€—, agl) +e—) X (al@) —€e—, aEQ) +e—) X (agg) —€e—, a§3) +e—).
n n n n n n

Dann gilt Z3 C |J; I; und
[0.9] oo 1
Z || = 8632 — <Ce
i=1 i=1

Also ist Z? (wie jede abzihlbare Menge) eine Nullmenge.

Ist U = (), dann ist U eine Nullmenge. Sei also U # (), also gibt es ein z € U. Weil U offen
ist, gibt es ein p > 0, so dass [ := (z1 — p,x1 + p) X (x2 — p,x2 + p) X (x3 — p,x3+p) CU.
Dann gilt auch

P P P P P P
= _ = — —_ = - - = - C .
Ji=@1-gm+5) x (@25 22+ 5) x (23— o3+ 5) U
Angenommen U ist eine Nullmenge. Aus der Definition der Nullmenge folgt sofort, dass dann

auch J eine Nullmenge ist. Da J auch kompakt ist, gilt nach der Bemerkung im Beweis von

Satz 13.27
z+5 px+f prtf
0—/1d:1:—/ / / ldz = p3.
J =5 Jrz—8 Jz-§
Widerspruch!

Sei f:R? =R, f(z,y) =0, B, (n € N) die Kugel in R? mit Mittelpunkt (0,0) und Radius
n und X,, der Graph der Funktion f mit Domén beschrinkt auf B,. Nach dem Satz 13.30
ist X, eine Jordansche Nullmenge und damit auch eine Nullmenge (siehe die Bemerkung vor
Folgerung 13.29 auf Seite 256). Die Menge R? x {0} ist der Graph der Funktion f auf ganz
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R? und damit die Vereinigung der X,,. Aber Lemma 8.13(b) besagt, dass die Abzihlbare
Vereinigung von Nullmengen, wieder eine Nullmenge ist (siche auch die Bemerkung oben an
Seite 249 im Skript). Also ist R? x {0} eine Nullmenge.

Aufgabe G2
Bestimmen Sie den Wert des Integrals

/ f(,y) d(z, )
D

fiir die Funktion f(z,y) = y und das Gebiet D zwischen dem oberen Einheitskreis (d.h. 22+ y? =
1,y > 0) und der Funktion y = 1 — 2.

Hinweis: Uberlegen Sie sich, wie das Gebiet aussieht und welche Integrationsreihenfolge zweckmiiflig
ist.

Loésung:
Sei D ={(z,y) eR? : -1 <z <1,1-22<y<+V1-22} Dann gilt

/Df@c,y)d(x,y) - /_ll/lfydydx

! y72 V1—x2 d
12 |1—x2 x

1
_ ;/1[(1_952)—(1—952)2]@

Lt o,y 2
= 2/1(33 —m)dm—l—5

Aufgabe G3
Es sei B ein Normalbereich beziiglich der x— und der y—Achse, d.h.
B = {(z,y) €R’ 1 a <z <b di(z) <y < doa)}
= {(z,y) eR* 1 c<y <d, ¢u(y) <z < a(y)}

mit stetigen Funktionen ¢1, @9, 91, Y.
(a) Zeige: Ist f stetig auf B, so gilt

/ab (/:(ij) flz,y) dy) dr = /Cd (/f;(j) f(z,y) dx) dy.

(b) Sei f eine stetige Riemann-integrierbare Funktion. Vertausche die Reihenfolge der Integra-

tionen fir
1 pl—z?
// f(z,y) dydz.
—1Jo

/ zyd(z,y),  B={(x,y) eR*: 2’ +y* <r?}.
B

(c) Berechne das Integral

Losung:
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(a) Ist f auf einem Normalbereich (beziiglich der z—Achse) stetig, so 18t sich Satz 13.34 an-

wenden: \ o)
/Bf(957y)d(957?/)=/a (/%(x) f(x,y)dy)da:.

Indem man die Variablen x und y vertauscht, folgt, dass fiir einen Normalbereich beziiglich

der y—Achse gilt
d b2 (y)
[ fewden= [ ([ rwpds)i
B c 1(y)

Also gilt die Gleichheit der beiden Integrale.
(b) Es ist

B = {(z,y) eR?*: —-1<2<1, 0<y<1-2%
= {($>y)€R2Oﬁygla—vl_y§$§\/1—y}a

day<1—-2? < |z| < /T—y. Also gilt

1—a2
// xydyda:—// f(z,y) dz dy.

(c) Daz? +y?<r? <= —r<z<r,—Vr2—a22<y<Vr?2—22gilt

,’12712
/ zyd(xz,y) = / / xy dy dx
B —r VrZ—g?2

" xy Vr2—z2?
- 5 L e
= / 0dx = 0.
Hausiibung

Die Hausaufgaben H1 und H2 sind als Prisentationsaufgaben geeignet!

Aufgabe H1 (443 Punkte)
Wir betrachten die Zylinder

7y = {(z,y,2) eR¥*: 22 +9? <1} und
Zy = {(x,y,2) € R®: 2? + 22 < 1}

sowie ihre Schnittmenge M := Z; N Zy. (Machen Sie eine Skizze!)
(a) Bestimmen Sie fiir festes (z,y) € R? die Menge

M,y = {z €R: (z,y,2) € M}

and berechnen Sie den Inhalt [M, |-
(b) Berechnen Sie das Volumen |M| von M.

Losung:
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(a) Es seien (7,y) € R? und z € R. Dann

(x,y,2) e M < (z,y,2) € Z1 und (x,y,2) € Zo
& 2?4+’ <lund2?+22< 1

Somit

M _f [-V1-22,V1—-2?] wemma?+y?<1
(@y) — 0 sonst.
Also ist | M, )| = 2V/1 — 2% wenn x? 4 y* < 1, andernfalls [M, | = 0.
(b) Es sei D := {(z,y) € R?: 22 + y*> < 1} die Einheitskreisscheibe. Dann gilt:

M= [ 2VI=dGy
Vi—z?
= // 2V 1 — 2?2 dydx
Vi—z?

= /_1 4(1 — 2?) dx

1
= 41:—éx3 :E
371, 3

Aufgabe H2 (4 Punkte)
Zeigen Sie: Wenn M C R" eine beschriankte Menge ist, deren Abschluss nur endlich viele Haufungs-
punkte z1,...,x, hat, dann ist M eine Jordansche Nullmenge.

Losung:

Sei M C R™ der Abschluss von M. Wir zeigen zuerst, dass M eine Nullmenge ist. Nicht nur M,
sondern auch M ist beschriinkt. Seien ferner z1, ..., x, die Hiufungspunkte der Menge M C R™
und € > 0 beliebig. Dann iiberdecken wir x1,...,x, mit Wiirfeln Ry,... R, mit Mittelpunkten
x1,...,T, und Kantenldnge ”\1/% . Betrachte N = M — U?:l R,,. N ist beschriankt und hat keine
H&aufungspunkte und mufl deshalb, nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass, endlich sein. Seien also
Tp+tl,-- -5 Tntr die Elemente von N und iiberdecke xp 41, ..., 2y mit Wirfeln Ry qq,..., Ryt
mit Kantenldnge ﬁ Dann gilt

n+L n+L c c
M C ; | =n-—4+L - — =¢.
_leR], Z;|R]\ neo-t Loz =e

Also ist M eine kompakte Nullmenge und nach der Bemerkung im Beweis von Satz 13.27 auf Seite
255 Jordan-messbar mit Jordan-Inhalt 0. Da M C M, ist auch & M eine Nullmenge. Jetzt folgt
mit Satz 13.21, dass M Jordan-messbar ist und da M C M hat M Jordan-Inhalt 0.

Aufgabe H3 (345 Punkte)
Gegeben seien G = {(z,y) € R? : 0 <2 <1, 0 <y < 1} und die Funktion f(z,y) = (;ﬂj’)

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion f in (0,0) nicht stetig fortsetzbar ist.
(b) Zeigen Sie, dass

/(/fz:ydy) fund /(/fmydx)

gilt.
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Erldutern Sie, warum das Integral

/fwwdmw
G

nicht existiert.

Losung:
(a) Wihle die Folge

21
(:Un,yn):< , ) fir neN.
n'n

Es gilt:
1 n2
—_ _n _
n
0o. Also ist f in (0,0) nicht stetig fortsetzbar.

und somit limy,—eo f(Zn, yn) =
(b) Wir berechnen das erste Integral

Substituiere J
M _1 und r—y =2 —u.

= .t
u=r+y mi dy

Dann ergibt sich
1 CE-‘rl 2 _ 1 IE+1 2 1
(/ v “du)d /(/ <§—2> du)daz
x 0 x U U

u3
1

/0 u=z+1
f

[ e )
1 x
A A 1
- * 1 x—1>dx:/0($+11)2daz

1
/0 (_(x+1)2+x+1+x2 x
I

_x+10 i

p—y 2 .
Mittels derselben Substitution berechnen wir das zweite Integral, wobei hier x —y = u — 2y

Dann ergibt sich
1 y+1 ., 9 1 y+1 1 2
Jo= [ )= [([ (o) o)
0 Y 0 y U u

1 1
[ e
o\Jo (z+y)3 U
1 1 u=y+1
[l
0 u u u=y
! 1 y 1 y> L |
S - +io¥ dx:_/dm
/0 ( y+1 (y+1)2?2 y y? o (y+1)2

Da sich fiir diese beiden Integrale verschiedene Werte ergeben, kann das Gebietsintegral
(nach Seite 251) nicht existieren. (Man hétte auch sagen kénnen, dass Riemann-integrierbare

Funktionen beschrankt sind.)



