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., Analysis II*

Gruppeniibung

Aufgabe G1
Kreuzen Sie die richtigen Aussagen an. Sei V = C(R",R"). Dann gilt
() Jedes geschlossene Vektorfeld f € V besitzt ein Potential.
() Jedes Vektorfeld f € V' besitzt ein Potential.
() Jedes Gradientenvektorfeld f € V ist geschlossen.
() Jedes geschlossene Vektorfeld auf einem sternformigen Gebiet besitzt ein Po-

tential.
Losung:
( ) Jedes geschlossene Vektorfeld f € V' besitzt ein Potential.

( ) Jedes Vektorfeld f € V besitzt ein Potential.

( x ) Jedes Gradientenvektorfeld f € V ist geschlossen.

( x ) Jedes geschlossene Vektorfeld auf einem sternférmigen Gebiet besitzt ein Po-
tential.

Aufgabe G2
(a) Bestimmen Sie die Linge der Kurve v : (0,27) — R3 : t +— (cost, sint, t).
(b) Berechnen Sie das Kurvenintegral [i.(—y,z,2?) - dX iiber I = ~(0, 2).

Losung:

(a) Fiir die Liange der Kurve gilt

27
o) = [ o]

2
= / \/sin2t+0052t+1dt:2\f27r.
0

(b) Das Kurvenintegral berechnen wir mit
2m
/(y,:c, 2?) . dX = / (—sint,cost,t?) - (—sint,cost, 1)dt
r 0
2m
= / (sin?t 4 cos® t + t2)dt
0

2T
= / (1 +t*)dt
0

1 8
( + 3 )|0 T+ 371'
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Aufgabe G3
Betrachte das Vektorfeld

FiRE R <w) i <f1(x,y)> _ (exp(gfy) +wyexp(xy)>.
y fa(x,y) a? exp(xy) — 2y
(a) Zeigen Sie, dass dieses Vektorfeld eine Potentialfunktion besitzt.

(b) Berechnen Sie diese Potentialfunktion F'.

Hinweis: Wir wissen, dass %—5(;& y) = fi(z,y). Bestimmen Sie eine Funktion A : R? — R? so,
dass

Fa,y) = h(z,y) +9(y)
mit einem ¢ : R — R2. Danach bestimme die Funktion g.
(c) Differenzieren Sie F, um zu iiberpriifen, dass es sich wirklich um ein Potential handelt.
(d) Berechnen Sie fiir den Weg v : [0,1] — R? : ¢ (¢, 1 — t?) das Wegintegral

/vf(x) - da.

Losung:
(a) Es gilt
8fl - 2
87(3:7 y) = wexp(zy)+ zexp(zy) + z”yexp(zy)
= 2zexp(zy) + 2y exp(zy)
_ Of2
= %(% y).

Weil R? ein sternférmiges Gebiet ist, gibt es daher eine Potentialfunktion.
(b) Fiir festes y gilt

%(% y) = exp(zy) + vy exp(ry) = %(9«" exp(zy)).

Also
F(x,y) = zexp(zy) + g(y)

mit einem ¢(y) € R. Da g(y) = F(z,y) — zexp(ay), ist die Funktion g : R — R stetig
differenzierbar. Desweiteren

2? exp(ay) — 2y = fa(z,y) = aag(xy) = 2% exp(ay) + ¢'(y).

Das impliziert ¢’(y) = —2y and also g(y) = —y? + C mit einer Konstanten C' € R. Wir setzen
C = 0 und erhalten

F(z,y) = zexp(zy) — y°
als eine Potentialfunktion.

(C) gradF(az, y) = (fl(xv y)? f2($7 y))
(d) Da f ein Gradientenfeld ist, hingt das Integral nur von Anfangs- und Endpunkt ab:

[ #@)-do = Fa) - Fa0) =141 =2
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Aufgabe G4
Hat
T filz,y, 2) 22y + 3222
FR=R | y | = | falzy2) | = 2?+3y2%2
2 f3(z,y, 2) 23+ 232

ein Potential? Wenn ja, dann bestimmen Sie dieses Potential.

Losung: Zuerst iiberpriifen wir die Integrabilitdtsbedingungen. Also

%?(x,y,Z) = 20 = 9(zy2)
PL(ry2) = 622 = P(x,y,2)

Weil f auf dem sternformigen Gebiet R? stetig differenzierbar ist, hat f also ein Potential ®. Um
das Potential konkret zu bestimmen, gehen wir folgenden Weg. Zunéchst muss also gelten

(I)z(xaywz) = 21‘y—|—3$22 = @(m,y,z) = m2y+:r3z+01(y,z),
Oy(z,y,2) =2* +3y%2" = B(x,y,2) = 2%y +y°2* + Ca(x, 2),
)

O (x,y,2) =2+ 2°2 = ®(x,y,2) =22+ 92" + Cs(x,y).
Wir setzen Cy(y,2) = y322,Ca(z, 2) = 232 und C3(z,y) = 2%y. Damit ergibt sich

O(x,y) = 22y + 232 + 222

Hausiibung

Die Hausaufgabe H1 ist als Prisentationsaufgabe geeignet!

Aufgabe H1 (24242 Punkte)
Wir betrachten das Vektorfeld
F(z,y) = 3z + 2y, 2z).
(a) Betrachten Sie den durch Y (t) = (cos(t), 2sin(t)) fir ¢ € [0, 7/2] gegebenen Weg W.
Bestimmen Sie das Wegintegral fW F.dYy.

(b) Besitzt F ein Potential p? Bestimmen Sie es gegebenenfalls.

(c) Berechnen Sie das Wegintegral fW F - dX lidngs eines Weges W, der die Punkte P, = (1,0)
und P, = (0,2) verbindet, unter Verwendung von b).

Losung:
(a)

/ F.dy = 7r/2(3 cos(t) + 4sin(t), 2 cos(t))(—sin(t), 2cos(t))? dt
w
" —3sin(t) cos(t) — 4sin®(t) + 4 cos?(t) dt

Il
S— S— S>—

w/2
= —3sin(t) cos(t) + 4 cos(2t) dt
. . /2
= —(3/2)sin?(t) + 2sin(2t) t:/()
= —3/2
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(b) F besitzt ein Potential ¢, da R? offen und sternformig ist und da gilt

oR _,_oR
oy oz’

Ein Potential ¢ hat die Form

o(z,y) = (3/2)z% + 22y + c.

/F-dX = £(0,2) - p(1,0)
W
— 32

Aufgabe H2 (3+1434+1+3+3 Punkte)
Es sei daran erinnert, dass ein geschlossenes Vektorfeld auf der gelochten Ebene R? — {(0,0)} keine Stammfunktion
zu besitzen braucht, siehe Beispiel Seite 219 im Skript.

Es sei nun w eine geschlossenes Vektorfeld auf R? — {(0,0)}, und zusitzlich gelte f7 w-dX =0 fir
den Weg
v:[0,27] — R?,  ~(t) := (cost,sint)

(dies war im eben zitierten Beispiel gerade nicht erfiillt). Es soll gezeigt werden, dass unter diesen
starkeren Voraussetzungen w eine Stammfunktion besitzt.
(a) Skizzieren Sie Uy := R? — {(r,0): r < 0} und Us := R%? — {(0,7): r < 0}. Sind diese Mengen
sternformig bzgl. geeigneter Punkte 7 Sind sie offen ? Zeigen Sie, dass w auf U; (bzw. Us) eine
Stammfunktion F; (bzw. G2) besitzt.

(b) Begriinden Sie, dass auch Fy: Uy — R, Fy(z,y) := Ga(z,y) —G2(1,0) + F1(1,0) eine Stamm-
funktion fiir w auf Uy ist. Es gilt F1(1,0) = F»(1,0).

(c) Skizzieren Sie die Menge I' := {(z,y) € R?: 2 > 0 oder y > 0 }. Zeigen Sie, dass I offen und
zusammenhéngend ist. Zeigen Sie, dass F} und Fy auf I' iibereinstimmen.

(d) Zeigen Sie, dass Fy und Fy auf dem offenen Quadranten @ := {(z,y) € R?>: 2 <0und y < 0}
sich hochstens um eine Konstante unterscheiden, d.h. Fy|g — Fi|g = C fiir ein C € R.

(e) Zeigen Sie, dass
w-dX = F1(1,0) — Fi(—%,--%) und
A| V2 V2

/ w-dX = Fy(——75,——5) — F2(1,0)  gilt.
7|

S

Schlieflen Sie, dass C' = 0 in Teil (d).

(f) Begriinden Sie kurz, warum durch F(z,y) := Fi(z,y) fir (z,y) € Uy, F(x,y) := Fa(x,y)
fiir (z,y) € Uy eine Funktion F: R? — {(0,0)} — R wohldefiniert ist, und warum diese eine
Stammfunktion zu w ist.

Losung:

(a) Die Menge U; ist sternférmig beziiglich (1,0), die Menge Us ist sternformig beziiglich (0, 1).
Beide Mengen sind offen in R?. Nach Satz 11.17 besitzt w eine Stammfunktion Fy (bzw. Gs)
auf der sternférmigen, offenen Menge U; (bzw. Us).
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(b) Nach Lemma 11.14 (a) ist mit Gy auch Fy := Ga — G2(1,0) + Fi(1,0) eine Stammfunktion
fiir w auf Us. Offensichtlich gilt F»(1,0) = Fi(1,0).

(c) Die Menge T ist offen als Vereinigung der offenen Halbebenen {(z,y) € R?: 2 > 0} und
{(x,y) € R?: y > 0}. Man sieht leicht, dass I z.B. beziiglich des Punktes (1,0) sternformig ist,
folglich wegzusammenh#ngend (Skript, S.219) und somit insbesondere zusammenhéngend
(Satz 11.12). Da sowohl Fy|r als auch F|p Stammfunktionen zu w|r sind, wobei I' C R? eine
zusammenhéngende, offene Teilmenge (also ein Gebiet) ist, stimmen nach Lemma 11.14 (b)
die Funktionen Fj|r und Fs|r bis auf eine additive Konstante iiberein, also Fy|pr — Fi|r = K
fiir ein K € R. Da Fy(1,0) = F5(1,0), ist K = 0.

(d) Der Quadrant @ ist offen, weiter sternférmig beziiglich (—1, —1) und somit zusammenhéngend.
Wegen Lemma 11.14 (b) gilt also Fs|g — Fi|g = C fiir eine Konstante C' € R.

(e) Das Bild des Weges 75
4
zu w, also gilt nach Satz 11.10

27] ist ganz in Uy enthalten, und auf Uy ist F; eine Stammfunktion

/ | endX = RGED) - A (D) = A0 - (- ). (1)
v [%‘n‘,Qﬂ']
Weil das Bild von V‘[o, 5] in Uy enthalten ist, ergibt sich analog
A w-dX:Fg(—%,—%)—Fg(l,O). (2)
[0,37)

Addieren der Gleichungen (1) und (2) liefert, unter Benutzung der Voraussetzungen der
Aufgabe sowie Fi(1,0) = F5(1,0):

0= /w -dX = F(1,0) — Fl(—%, —%) +F2(—%,—%) — F»(1,0)=C.
il

(f) Esist UyNUz =T'UQ. Nach Teil (c) und (e) gilt also Fi|v,nv, = F2|u,nu,. Somit ist F' durch
die angegebenen Formeln wohldefiniert. Beachte, dass R? — {(0,0)} = Uy U Us; also ist F
tatsichlich auf ganz R?—{(0,0)} definiert. Die Funktion F ist auf jeder der offenen Mengen Uy
und Uz (wo sie mit F} bzw. F; iibereinstimmt) stetig differenzierbar und eine Stammfunktion

fiir w|y, bzw. w|y,. Daraus folgt, dass F' stetig differenzierbar und eine Stammfunktion fiir
w auf R? — {(0,0)} = U; U Uy ist (iiberlegen Sie sich die Details!).



