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Gruppeniibung

Aufgabe G1
a) Berechnen Sie die Bogenldngen der folgenden Kurven.

o f:[0,2r] — R3, f(t) = (rcost,rsint,ct), mit r,c > 0.
e g:[0,1] — R3, g(t) = (cosht,sinht,t).

b) Seia <beRund h: [a,b] — R™ eine Lipschitz-stetige Funktion mit Lipschitzkonstante C7.
Zeigen Sie, dass h rektifizierbar und L(Z, h) < Cr, - (b— a) fiir eine Zerlegung Z von [a, b] ist.

Losung:
a) e f'(t) = (—rsint,rcost,c) und || f'(t)||*> = 72 + ¢*. Damit:

2m
L(f) = V12 4+ dt =272 + 2.

0

e ¢/(t) = (—rsinht,rcosht,1) und ||¢’(t)||> = sinh®# + cosh? ¢ + 1 = 2 cosh? t. Damit:
1
= / V2 coshtdt = v/2sinh 1.
0

b) Sei Z = {xg,...,x,} eine beliebige Zerlegung von [a, b]. Dann gilt
ZHh (zk) — h(z)-1) ||2<ZCL||33k—:Ek il2=CrL-(b—a)
k=1

Damit ist h rektifizierbar und L(Z,h) < Cpr(b — a).

Aufgabe G2
FlieBit ein konstanter Strom I durch einen unendlich langen Leiter, dann wird das Magnetfeld

I —y T
F(x,y,z) = % <I’2+y27 .Z'2+y27 0>

aufgebaut, falls die z-Achse in Stromrichtung liegt. Sei der Weg W eine Kreislinie in einer Ebene
parallel zur z-y-Ebene mit Radius 7 > 0 und dem Mittelpunkt auf der z-Achse, durchlaufen gegen
den Uhrzeigersinn. Parametrisieren Sie den Weg und berechnen Sie das Wegintegral fW F-dX.
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Loésung:
Parameterdarstellung des Weges: X (t) = (r cos(t), r sin(t), z9).

Das ergibt folgendes Wegintegral:
2m

I (7 —rsin(t) ) 7 cos(t) I
F-dX =— — (- t t=— 1dt =1.
/W d o /0 2 (—rsin(t)) + 2 (rcos(t))d or ), d

Aufgabe G3
Es seien A, B, C drei Punkte in der Ebene. Der Weg W verbinde die drei Punkte entlang der
Kanten des Dreiecks mit den Ecken A, B, C. Parametrisieren Sie die Kanten K (A, B), K(B,(C),
K(C,A) und den Weg W. Berechnen Sie die Kurvenintegrale

/ (2,y) - dX, / (2,y) - dX, (2,y) - dX, / (2,y) - dX.
K(A,B) K(B,C) K(C,A) w

Loésung:
Parametrisierung des Dreiecks:

K(A,B) :A+ (B — A), te(0,1).
K(B,C) :B+t(C - B), te(0,1).
K(C,A):C+tA-C), te(0,1).

mit A, B, C € R?. Es ist dann
1
/ (a:,y)-dX:/ (A+t(B—A)- (B—A)dt = A-(B—A)+ 2 |B— A2
K(A,B) 0 2

Analog fiir die anderen Kanten. Damit ergibt sich:

/(%y)-dX:/ (x7y)‘dX+/ (x,y)-dX—i—/ (z,y) - dX = 0.
w K(A,B) K(B,C) K(C,A)

Aufgabe G4
a) Zeige, dass eine Menge A C M genau dann zusammenhéngend ist, wenn jede stetige Funktion

f:A—=A{0,1}
konstant ist.
b)
A= {(@,sin(1) | 7 € (0,000} U ({0} x [1,1]).
Zeige, dass A zusammenhéingend aber nicht wegzusammenhéngend ist.
Losung:

a) Fiir A = () ist nichts zu zeigen. Sei also A # ().
“=" Wenn A zusammenhéngend ist und f stetig, so ist nach Satz 6.47 f(A) zusammenhéngend.
{0,1} ist nicht zusammenhéngend, da {0,1} C (—%,2)U(3,2) und (-3, 3)N(3,3) = 0. Also
kann f(A) = {0,1} nicht sein. Also gilt f(A) = {0} oder f(A) = {1}. In beiden Féllen ist f
konstant.

“«<=" Sei A nicht zusammenhéngend. Dann gibt es offene U,V C M mit

ACUUV, UNV =0, UNA#0, VNA#I0.
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Wir definieren
0 falls z€U,

fr A= A0 1) f(m):{l falls z € V.

Klar ist, dass f nicht konstant ist. Wir zeigen, dass f stetig ist. Sei dazu x € A und ¢ > 0.
1. Fall: z € U. Dann gibt es ein § > 0, so dass Bs(z) C U (Kugel um = mit Radius §). Fiir
alle t € Bs(xz) N A gilt dann f(t) = 0 = f(z), also insbesondere |f(t) — f(x)| <e.

2. Fall: z € V. Geht genauso.

1. A ist zusammenhéngend:
Wir zeigen zuerst, dass {(z,sin(2)) | 2 € (0,00)} wegzusammenhiingend ist. Seien dazu

(z,sin %), (y,sin %) € {(x,sinl(%)) | z € (0,010)} Dann ist ¢(t) := ((1 — t)z + ty,sin (1—t)++ty)

cin stetiger Weg von (z,sin 7)) nach (y,sin ).
Sei nun f : A — {0, 1} stetig. Dann ist f konstant (o0BdA = 0) auf {(z,sin(2)) | z € (0,00)}.

Sei (0,a) € A, also a € [—1,1]. Es gilt

1 .
le und smf:—l.
2nm+7 2n7r-‘,—%’r

sin

Also gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein &, € [—15

1 . . 1 _
2”#-1-77 2"”"‘%] mit sin &n a. Auﬁer

n—oo

dem gilt {(z,sin(2)) | z € (0,00)} 3 (&n,a) === (0,a). Weil f stetig ist, gilt f(0,a) =
lim,, o f(&n,a) = 0. Also ist f auf ganz A konstant und nach Aufgabenteil a) ist A zusam-
menhéngend.

2. A ist nicht wegzusammenhéngend: Es gilt: (0,1) € A und (%, 0) € A. Angenommen es gibt
einen stetigen Weg ¢ = (¢1, ¢2) mit ¢(¢) € A fiir alle ¢ und ¢(0) = (0,1) und ¢(1) = (£,0).
Dann miissen auch die Komponentenfunktionen ¢ und ¢4 stetig sein. Nach dem Zwischen-

wertsatz muss es folglich & € [0, £x—_1] geben mit ¢ (&) = ﬁ Da (¢1(&k), p2(&k)) € A ist,
4

muss ¢o (&) = sin(m) =sin(kr + Z) = (—1)* fiir alle k gelten. Da ({) monoton fillt und

beschrinkt ist, konvergiert diese Folge gegen ein £ € [0,1]. Da ¢ stetig ist, folgt

1

k—oo
i T (—1)F) = ¢(&) —= 8().

(

Das ist ein Widerspruch, da die linke Folge keinesfalls gegen irgendetwas konvergiert.

Hausiibung

Die Hausaufgaben Hlund H2 sind als Prisentationsaufgaben geeignet!

Aufgabe H1 (4+3+3 Punkte)
Wir betrachten einen Weg der Gestalt

v, Bl = R%, () =r(e) - (cos ¢, sin¢),

wobei r : [a, ] — [0, 00) stetig differenzierbar ist.

a)

Begriinden Sie, dass v rektifizierbar ist und zeigen Sie
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b) Im Falle
r:[-m ] —[0,00), 7(¢):=14cos¢

nennt man die zugehorige Kurve Kardioide.
Zeigen Sie, dass die Kardioide eine Jordankurve ist.

c¢) Begriinden Sie, dass die Kardioide eine Kurvenlinge besitzt und berechnen Sie diese.
Loésung:

(a) Der Weg ~ ist stetig differenzierbar und nach Satz 11.5 daher rektifizierbar. Die Produktregel
der Differentialrechnung liefert

Y (¢) =1'(¢) - (cos §,sin ) +1(¢) - (—sin ¢, cos ¢).
Weil (cos ¢, sin ¢) und (— sin ¢, cos ¢) zueinander orthogonale Einheitsvektoren sind, erhalten
wir
1V (@)l = V()% + (r(¢))?.

Setzt man dies in die Formel aus Satz 11.5 ein, so folgt die Behauptung.
(b) Die Abbildung

(p, @) — plcos ¢,sin @) : (0,00) x (—m,m) — R*\ {0}
ist injektiv. Da r(¢) > 0 fiir ¢ € (—m,m) ist, ist somit v auf (—m, ) injektiv.
Also gilt fir s < ¢t mit y(s) = ~v(t) notwendiger Weise s = —7 oder ¢t = 7. Nun ist aber
v(—=7m) = () = 0, wihrend ~(¢) # (0,0) fir ¢ € (—m, 7). Somit ist nur noch s = —7 und
t = m moglich. Wir haben gezeigt, dass 7 eine Jordankurve ist, das heifit die Kardioide ist
ein Jordanweg.

(¢) Nach 1. und 2. ist " := Bild~ ein rektifizierbarer Jordanweg. Nach Satz 11.5 und 11.6 ist I’
die Weglénge L(~) zugeordnet. Da r/(¢) = — sin ¢ ist, ist

r(¢)? +1'(¢)* =1+ 2cos ¢ + cos® ¢ + sin® ¢ = 2(1 + cos ¢) = 4 cos? g

Somit erhalt man

L(y) = /_7r 2\008%\6&;5: /_ﬂ 2 cos gdqﬁz&

Aufgabe H2 (3 Punkte)
In einer Junggesellenwohnung, deren Fuflboden wir uns als die Halbebene

H={(z,y) € R* | = > 0}

vorstellen, hat sich vor der Wand = = 0 eine Staubschicht angehéuft, deren Hohe h(z,y) = 2e~*
betrigt (in Millimetern, an der Stelle (z,y) € H, wobei z,y in Metern). Ein junger Mann bewegt
den Staubsauger wihrend einer Sekunde geradlinig auf einer Strecke I' vom Punkt (2,0) nach
(1,1). Zur Zeit t € [0,1] befinde sich die Diise des Saugers an der Stelle

y(t) == (2 — 2, 7).

Das momentan pro zuriickgelegter Wegstrecke beim Passieren des Punktes (z,y) € I' aufgenom-
mene Volumen Staub betrage f(z,y) = 0,2 - h(z,y) (in Liter pro Meter). Berechnen Sie das
Gesamtvolumen Staub (in Liter), das lings der Strecke I' eingesaugt wird.
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Loésung:
Das gesuchte Volumen ist

/ / FO) I (0)]ldt = 0 4/ =)\ /3 ot dt — 0,4v/2e2[eP]} = 0,4v/2e2(e — 1)

(was c.a. 0,2 Liter sind.)

Aufgabe H3 (54+1+1+2 Punkte)
Es sei v : [a,b] — R™ mit y(t) = (y1(t),...,Vn(t)) ein zweimal stetig differenzierbarer Weg derart,
dass 7/(t) # 0 fiir alle t € [a, b].

a) Zeigen Sie, dass die Weglidngenfunktion s : [a,b] — [0, L(7y)] eine streng monoton wachsen-
de, zweimal stetig differenzierbare Bijektion von [a,b] auf [0, L(7)] ist mit zweimal stetig
differenzierbarer Umkehrfunktion s~ : [0, L(v)] — [a, b].

b) Zeigen Sie, dass der “durch Umparametrisieren der Weglidnge” entstandene Weg

vi[0, L] =R, w(r)=(s7(r))

folgende Eigenschaften besitzt:
(i) ||/ (r)||2 = 1 fiir alle r € [0, L(7)],
(ii) L(v|,) = r fiir alle 7 € (0, L(v)],
(iii) Fiir jedes r € [0, L(7y)] sind die Vektoren /(r) und v"(r) zueinander orthogonal.
Losung:

a) Nach Satz 11.5 ist s einmal stetig differenzierbar, mit Ableitung

() = IV )2 =

Wegen ' (t) # 0 ist stets Y p_;(7.(z))? > 0. Da /e auf (0,00) stetig differenzierbar ist und
weiter 2221(%2)2 stetig differenzierbar ist, ist s’ als Komposition dieser Abbildungen stetig
differenzierbar. Also ist s zweimal stetig differenzierbar.

Da s'(t) = ||7/(t)||2 > 0, ist s streng monoton wachsend, mit stetig differenzierbarer Umkehr-
funktion, deren Ableitung bekanntlich durch (s=1)(r) = 5:’(8*711(7‘)) gegeben ist.

Aufgrund dieser Formel ist (s~!)’ stetig differenzierbar, also s~! tatsichlich zweimal stetig
differenzierbar.

b) (i) Esist v/(r) = (’708_1)/(7‘) 7 (s7(r))-(s71)(r) nach der Kettenregel, wobei (s~1)'(r) =

Do [0~ et =1

1
SEIm) — TG 1( Nz
(ii) Satz 11.5 und Aufgabenteil (b) zeigt:

L) = /0 I/ (0)lladt = /0 dt=r.

(iii) Nach Aufgabenteil (i) ist 1 = [|/(r)||3 = /' (r), V' (r)) = Y p_,(vi(r))?, fiir alle r €
[0, L(~y)]. Differenzieren nach r liefert 0 = 2>}, v, (r)v)(r) = 2(/(r), V" (r)). Also sind
V'(r) und v"(r) tatséchlich orthogonal.



