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10. Ubungsblatt zur
»Analysis IT*

Gruppeniibung

Aufgabe G1
Gegeben sei die Funktion g : R? — R, g(x,y) = sin®y + 2% — 1.

a) Fir welche (x0,y0) mit g(zo,y0) = 0 kann man die Gleichung g(x,y) = 0 lokal nach y
auflosen, d.h. fiir welche (zg,yo) gibt es eine geeignete Umgebung von z, so dass in dieser
Umgebung aus g(z,y) = 0 die Existenz einer differenzierbaren Funktion f mit y = f(z)
folgt?

b) Kann man fiir (v/0.5,7/4) die Gleichung g(x,y) = 0 lokal nach y auflésen?

c¢) Berechnen Sie f’(xq), ohne f(zg) explizit zu bestimmen.
d) Berechnen Sie f/(+/0.5).

Loésung:
(a) Nach dem Satz iiber implizite Funktionen ist g(z,y) = 0 fiir (zg,yo) € R? mit g(xg,y0) = 0
und gy (20, yo) # 0 lokal nach y auflgsbar.

Weiterhin gilt g, (x,y) = 2sin(y) cos(y) # 0 < y # %71, keZ.

Also existiert fiir (zo,y0), Yo # %7‘(’,]{3 € Z mit g(zg,y0) = 0 eine Umgebung U von z( und eine
differenzierbare Funktion f: U — R mit yo = f(zo) und g(z, f(z)) =0, z € U.

(b) Fiir (20, 30) = (Y05, 7/4)
9(zo,y0) = 0 und g, (0, yo) = 2sin(mw/4) cos(mw/4) = 1. Also ist g(z,y) = 0 in (zo,yo) lokal nach y
auflosbar.

(c) Es gilt
, _ _9m(33>f(x))
f(z) = gy(z, f(x))’
also
/ o 33:(2)
f(xo) = 2 cos(yo) sin(yo)
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Aufgabe G2
Bestimmen Sie alle globalen und lokalen Extrema der Funktion

feod(z,y) eR?: 22+ <1} = R: (z,y) — (222 + 1)(3? + 1).

Losung:

Vorgehensweise: Sei g : R2 — R : (z,y) — 2 +y? — 1. Dann ist die zulissige Menge 7 =
{(z,y) € R? | g(z,y) <0}, deren Inneres {(z,y) € R? | g(z,y) < 0} und ihr Rand 0Z = {(z,y) €
R? | g(x,y) = 0}. Zundchst sind alle Punkte im Inneren von Z zu bestimmen, die die notwen-
dige Bedingung D(f)(x,y) = 0 erfillen, sowie die Punkte auf dem Rand der zulissigen Menge,
fiir die die Bedingung D(f)(xz,y) = AD(g)(z,y) fir ein A € R gilt. Die Punkte mit dem grifiten
bzw. kleinstem Funktionswert sind globale Extrempunkte. Fiir die Bestimmung der lokalen Extrema
ist jeder der Punkte gesondert zu betrachten, ob er die Bedingung fiir ein lokales Extremum erfillt.

Es gilt
D(f)(x,y) = (dx(y* + 1), 2y(22° + 1)).
Da sowohl 42 + 1 # 0 als auch 222 + 1 # 0 gilt, erfiillt nur der Punkt py = (0,0) die Bedingung
D(f)(z,y) = 0. AuBlerdem liegt er im Inneren der zulédssigen Menge Z.
Weiter gilt
D(g)(z,y) = (2z, 2y).

Es sind nun Punkte (z,y) € 0Z und X\ € R gesucht, sodass
D(f)(z,y) = (4a(y® + 1), 2y(22* +1)) = A(2,2y) = AD(g)(,y)

gilt.
Ist x = 0, dann folgt
(0,2y) = A(0,2y),
das heifit die Bedingung ist fiir A = 1 erfiillt. Da nur Randpunkte interessant sind, ergeben sich
die Punkte p; = (0,1) und py = (0, —1).
Ist y = 0, dann folgt
(4x,0) = A(2z,0),
das heifit die Bedingung ist fiir A = 2 erfiillt. Da nur Randpunkte interessant sind, ergeben sich
die Punkte ps = (1,0) und py = (—1,0).
Gilt x,y # 0, dann ergibt sich das Gleichungssystem

2y +1) = A
22 +1=\

Daraus folgt

1
2 2
- = —.
T Y-+ 5
Einsetzen in die Nebenbedingung 2% + y? = 1 ergibt
1
2 L 2 _
Y+ 5 +y
N 1
y==3
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Daraus folgt 2% = % und es ergeben sich die kritischen Punkte p5 = (@, %), Pg = (@, -3),

pr= (=%, 1) und ps = (=%, -1).

Die Funktionswerte der kritischen Punkte sind

[l

f(p()) = 17
fp) = f(p2) =2,
f(p3) = f(ps) =3,

f(ps) = f(ps) = f(pr) = f(ps) = % S 3

Dabher ist pg ein globaler Minimalpunkt mit Zielfunktionswert 1 und ps, pg, pr und pg sind globale
Maximalpunkte mit Zielfunktionswert %. Da der Rand der zuléssigen Menge ein Kreis ist, die
Punkte pq, ..., pg auf diesem liegen und die Punkte ps, . . . , pgs Maximalpunkte sind, sind die Punkte
P1,---,p4 Minimalpunkte, wenn nur der Kreis als zuldssige Menge betrachtet wird. Allerdings
miissen sie genauer untersucht werden, um zu entscheiden, ob sie auch Minimalpunkte beziiglich
der gesamten zuléissigen Menge sind. Sei § € (0,1). Dann gilt p; — dp; € Z fiir alle i € {1,...,4}.
Weiter gilt

f(p1) = f(pr = 6p1) =2 — ((1 = 6)* +1) > 0,
<1

f(p2) = flp2 — 6p2) =2 — ((=1+6)*+1) > 0,
<1

fps) — fps — 6ps) =3 — (2(1 — 6)* +1) > 0,
<2

f(pa) = f(pa—0pa) =3 — (2(~1+6)* +1) > 0.
N ——
<2
Folglich ist keiner der Punkte pq,...,ps ein Minimalpunkt. Daher gibt es aufler den globalen Ex-
trema keine weiteren lokalen Extrema. Zur Anschaung sieche Abbildung 1 .
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Abbildung 1: Die Funktion f und ihre Hohenlinien. Die dicke schwarze Linie stellt den Rand der
zuléssigen Menge bzw. dessen Projektion auf den Graphen dar.

Hausiibung

Die Hausaufgaben H2 und H3 sind als Prisentationsaufgaben geeignet!

Aufgabe H1 (6 Punkte)
Ist die Gleichung
-yt =0

in der Nédhe von (e, e) bzw. (2,4) nach & bzw. y auflosbar?
Anleitung fiir den Fall (e, e): Studieren Sie die Funktion

g:(z,y) — ylogxr —xlogy

auf Kreisen

Ky :=A{(z,y) | (z,y) = (e,€) + r(cost,sint)}
fiir » > 0 und achten Sie auf das Vorzeichen.
Losung:
Wir setzen f(z,y) := 2¥ —y®. Dann gilt a%f(:z:,y) =1Inz-2¥ —zy® . Somit hat man a%f(2,4) =
8(2In2 — 1) # 0. Ausserdem gilt 2% — 42 = 0. Somit liisst sich f in (2,4) lokal nach y auflésen.
Analog zeigt man, dass man auch lokal nach x auflésen kann.

Sei nun
h(r,t) := (e,e) + r(cost,sint)
Dann gilt
g(h(r, E)) =g(e,e+r) = (e+r)—elog(e+r) und g(h(r,7)) =gle—r,e) = —(e—r)+elog(e—r).

2
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Es gilt 0,(x — elogx) =1 — £. Hieran sieht man leicht, dass

r—elogzr>e—cloge=0
somit folgt g(h(r, 5)) > 0 und g(h(r,7)) < 0.
Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein ¢t € (3, m) mit g(h(r,t)) = 0. Fiir (z,y) = h(r,t) gilt
ylogx = xlogy, also ¥ = y*.
Also findet man in jeder Umgebung von (e,e) Punkte (x,y) mit x # y und ¥ = y*. Aulerdem
gilt sowieso % = . Also kann es keine Auflésung nach y (und auch keine nach x) geben.

Aufgabe H2 (6 Punkte)
Es seien p, ¢ € (0,00) fest gewahlt mit % + % = 1. Bestimmen Sie das Minimum von

f:(0,00) x (0,00) = R, (z,9)+— %:Ep + éyq
unter der Nebenbedingung
g(z,y) =xy = 1.
Folgeren Sie hieraus auch %u” + %vq > .
Loésung:
Ist (x,y) ein Minimum, so hat man

My =Pl A=yl ay=1 = z,y#£0.

Durch Auflésen erhélt man leicht x = y = 1. Also ist (1, 1) der einzige kritische Punkt.
Weiterhin gilt, falls x — oo, dass f(z,y) — oo und fiir x — 0 folgt aus zy = 1, dass y — oo also

fz,y) — oo
Analog fiir y. Also liegt in (1,1) ein Minimum.
Sei nun
u v
Ti=—, Y= T
(wv)» (wv)

Dann gilt xy = 1 und wie eben berechnet %:Ep + %yq > 1. Umformen liefert %up + %vq > uw.

Aufgabe H3 (6 Punkte)
Sei n € N mit n > 2. Verwenden Sie die Lagrange’schen Multiplikatoren, um ein mogliches
Maximum der Funktion

f(z1,...,xy) == sin(z1) + ... + sin(z,)
fir z1 + ...+ 2, = 27, 0 < x; < 7w, j = 1,...,n zu bestimmen. Ausnahmsweise soll hier eine

anschauliche Begriindung, dass das Maximum nicht in einem Punkt des Randes von [0, 7] ange-
nommen wird, geniigen. Deuten Sie hierzu f(z1,...,2,) geometrisch.

Hinweis: Betrachten Sie die Punkte ¢! >i-1 Y. k=1,...,nin C.

Losung:
Ist x ein Maximum, so muf} fiir alle j gelten
0> x; Of
A= = = 2 = ).
oz oz, cos(z;)

Also gilt cosz = cosx; fir k,j € {1,...,n}. Weil der cos auf (0,7) streng monoton ist, folgt
xp=x; fiirk=1,...,n.
Aus der Nebenbedingung erhélt man

n
2T = E T =nr
Jj=1
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. 2m
also x; = .

Da die Menge

{(z1, .00y ) | ij =2n, x; € [0,7]}.
j=1

kompakt ist, muss die stetige Funktion f auf ihr ein Maximum annehmen. Der einzige kritische
Punkt in der Menge

{(x1, ..y zn) | ij =2m, z; € (0,m)}

ist (27“, ey 27”) Es muss nun ausgeschlossen werden, dass es aus 9]0, 7]" einen grofieren Wert gibt.

Wir geben aber nur eine anschauliche Begriindung:
Der Wert f(z1,...,2,) mit Y z; = 27 ist 2mal der Flicheninhalt des n-Ecks mit den Ecken

<k
el 2i=1% it k = 1,...,n. Dass das regelméiflige n-Eck die grofite Fliche hat, ist einzusehen.
Der Beweis hierfiir ist zwar nicht unbedingt schwierig, aber technisch. Er kann zum Beispiel per

Induktion nach n und mit Hilfe der Tatsache, dass die Funktion xsim%7r monoton ist gefiihrt
werden.
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