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9. Tutorium _zur
»Analysis II*

Extrema unter Nebenbedingungen

Aufgabe T1
Man bestimme denjenigen Punkt auf der Ebene E = {(x,y, 2z) € R®: 2z = x + y}, der vom Punkt
(1,0,0) den kleinsten Euklidischen Abstand hat.

Losung:
Statt des Euklidischen Abstands minimieren wir sein Quadrat, d.h. die Funktion

f(x7y7 Z) = ”(I’,y,Z) - (17070)“2 = (.Z' - 1)2 +y2 + 22'

Offenbar besitzt diese Funktion ihr Minimum 0 an der Stelle (1,0,0); dieser Punkt liegt jedoch
nicht auf der Ebene F, d.h. er geniigt nicht der Nebenbedingung

9(x,y,2) =x+y—2=0.

Um das Minimum von f unter dieser Nebenbedingung zu finden, setzen wir z = x + y in f ein
und erhalten eine neue Funktion zweier Verénderlicher

o(x,y) =(x - 12 +¢y*>=(x=y)? auf R

Die extremwertverdéchtigen Stellen von ¢ finden wir durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen:

0
a—‘p =22 —1)+2x+y) =4z +2y —2=0,
z
0
92 _ 9y +2a+y) =2z +4y =0.
Ay
Die einzige Losung dieses Szstems ist x = 2/3, y = —1/3. Fiir z ergibt sich aus z = z + y dann

z=1/3.
Man kann sich leicht klar machen, dass die Aufgabe eine Losung besitzen muss; also ist
(2/3,—-1/3,1/3) der Punkt, in dem das Minimum realisiert wird. Der minimale Abstand ist

V@73, =1/3,1/3) = 2.

Wir konnten diese Aufgabe leicht auf eine “gewthnliche” Extremwertaufgabe zuriickfiihren, indem
wir die Nebenbedingung in die zu minimierende Funktion eingesetzt haben. Bei der folgenden Aufgabe
wére dieses Vorgehen wesentlich umsténdlicher.
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Aufgabe T2
Es sollen diejenigen Punkte der Ellipse

E = {(z,y) € R? : az® + 2bzy + cy*® = 1 mit a > 0 und ac > b*}
bestimmt werden, welche von ihrem Mittelpunkt (0,0) maximalen oder minimalen Abstand haben.
Wir verschieben die Losung dieser Aufgabe und iiberlegen uns zunéchst einen Satz, der uns dieses
umsténdliche Einsetzen der Nebenbedingung erspart.

Satz. Sei U C R” offen und g : U — R eine stetig differenzierbare Funktion, die im Punkt a ein
lokales Mazimum (Minimum) unter der Nebenbedingung g = 0 besitzt (d.h. es gibt eine Umgebung
V c U von a so, dass

fla) > f(x) bzw. f(a) < f(z) fir alle x € VN E).
Dann gibt es ein A\g € R so, dass
(grad f)(a) = o(grad g)(a). (Lagrange)

Die Zahl Ay heifit Lagrange’scher Multiplikator. Ein dhnlicher Satz gilt bei Vorliegen mehrerer Ne-
benbedingungen (vgl. etwa Barner/Flohr, Ana II, S. 186ff). Der Satz sagt aus, dass es ein Ay gibt,
0, dass der Punkt a ein extremwertverdichtiger Punkt der Funktion h = f — Agg : U — R ist:

Es ist ja 86_92 = g—i — )‘Og_xgi = 0 fiir alle ¢ genau dann, wenn (Lagrange) gilt. Fassen wir h nicht nur
als Funktion von x, sondern von x und A auf:

h(z,\) = f(x) = Ag(z) : UxR—=R,
so ist (a, Ag) ein extremwertverddchtiger Punkt von h:

aﬁ_af_A dg

I S P
oh _ Of dg
8:172 N 8:172 )\082172 =0
oh  of dg
Oz, Oz, _)\08:17n =0
oh
ﬁ _9_07

also (grad h)(a) = A(grad g)(a) und g(a) = 0.

Losen Sie nun die Aufgabe 2.

Loésung:
Wir minimieren das Abstandsquadrat, d.h. die Funktion

fl@.y) = l(2,y) = (0,0)* = 2® + 4
unter der Nebenbedingung

g(x,y) = az® + 2bxy + cy® — 1 = 0.
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Wir suchen dazu die extremwertverddchtigen Stellen der Funktion
h(z,y) = f(z,y) = Ag(z,y) = 2? +y° — Maz® + 2bzy + cy® — 1),

welche zugleich der Nebenbedingung geniigen. Es ist also

@:233—2)\aa:—2)\by:0
ox

h
8—:2y—2)\bx—2)\cy:O
Ay

bzw.

(1 = Xa)z — by =0
Xz =(1-X)y=0

Der Punkt (0,0) liegt nicht auf E. Das System muss also weitere nichttriviale Losungen besitzen.
Dies geht nur, wenn

1—)a —Ab . 2,2
det< V) 1—)\c> =(1=Xa)(1—=Xe) = Ab"=0

bzw. wenn
M(ac—b*) = Na+c¢)+1=0.

Diese Gleichung besitzt genau zwei reelle Nullstellen. Dies sieht man am einfachsten, wenn man
A= % setzt und die Gleichung

p? = (a+ )+ (ac —b*) =0

betrachtet. Dann ist

2 2 2

a+c a+c a+c (a —c)® +4b

= + - p2=_"""4 = T
H1,2 5 \/< 5 > ac + 5 1

>0 fallsa # cund b #0

Diese kann man berechnen, und fiir die A1, A2 das System losen. Wir {iberlegen uns dies nur fiir

a # ¢, b=0. Dann ist A = é bzw. A = % und das System reduziert sich jeweils auf

(1—2);;:0 bzw. (1—%)95:0.

Es muss also wegen a # ¢ y = 0 bzw. x = 0 gelten. Die Losungsmengen sind also
{(x,0) : x € R} bzw. {(0,y) : y € R}.
Von jeder dieser Losungsmengen erfiillen je genau 2 Punkte die Nebenbedingung
az’® + cy2 =1

Wir haben also 4 extremwertverdéchtige Punkte:

() (&) 65 6
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Aufgabe T3
Beweisen Sie den angegebenen Satz unter Benutzung des Satzes iiber implizite Funktionen.

Losung:
Da (grad g)(a) # 0 ist, ist wenigstens eine Komponente des Vektors ungleich 0, etwa die letzte

dg
—(a 0
axn( ) #
(sonst nummerieren wir um). Sei a = (a1, ...,an—1,0y).
—_————

=:a’
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen (angewandt auf die Funktion g) gibt es eine offene
Umgebung U’ € R™! von @’ und eine offene Umgebung U,, von a,, sowie eine stetig differenzierbare
Funktion

h:U —U,

so, dass
NU xUp) ={(z1,...,20) €U x Uy : 2y = h(z1,...,7n-1)}
Auf U’ ist also
g(x1,... 1, h(z1, ..., 20—1)) = 0.
Partielles Ableiten liefert mit Kettenregel fiir alle : =1,...,n — 1:

dg 0g oh , ,
2 (a) + 5 (@) g (a) = . 0

Wir betrachten die Funktion
F(a:l, e ,:L'n_l) = f(.%'l, ey p—1, h(l’l, e ,:L'n_l)) : U, — R.

Da f auf F in a ein lokales Extremum besitzt, besitzt F' in a’ ein lokales Extremum. Alle partiellen
Ableitungen von F in a’ verschwinden daher:

of of of

0= 8:EZ() oz, W+ g, (W5, (@) (2)

Sei

vi= 2L (a@)_l 3)

(dies ist wegen 22 (a) # 0 wohldefiniert). Aus (1) und (2) folgt dann fiir alle i = 1,...,n — 1:

L
L -2l )
_ _%(a) <8—$n(a)> B %(“) gz ()
@ @) A5 o)

Dies gilt wegen (3) auch fir i = n. Also ist

(grad f)(a) = A(grad g)(a).
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Aufgabe T4
Man bestimme die lokalen und globalen Extrema der Funktion f(z,y) := xy? unter der Nebenbe-
dingung 22 4+ y? = 1 mit der Methode der Langrangemultiplikatoren.

Anmerkung: In diesem Fall kann man diese Aufgabe viel einfacher 16sen, indem man in f(z,y) =
zy? etwa y? gemiB der Nebenbedingung durch 1 — 2?2 ersetzt und nun die Stellen “freier” Extrema
der Funktion

o(z) =2 — 23 (-1<x<1)

ermittelt.

Losung:
Offenbar geniigt es wieder, das Lagrangesche Gleichungssystem zu untersuchen, das durch Null-
setzen der partiellen Ableitungen von

F(x,y,\) = xy> + MN2? + 9> - 1)
entsteht:
v 222 =0
20y + 2 \y =0
22+ -1=0
Multiplikation der ersten Gleichung mit y und der zweiten mit x liefert
v+ 22\ey =0,  22%y+ 2\zy =0,

und daher muss

y’ =227y
sein. Ist y # 0, so ergibt sich y? = 222. Tréigt man dies in die dritte Lagrangesche Gleichung ein,
so folgt 22 = 1/3. Es muss also

1 2
r=4+— und =+4/=
3 Y 3

sein. Durch einsetzen bestétigt man, dass die Punkte

1 f 1 _ﬁ _1 f _1 _ﬁ
\/§7 3 9 \/§7 3 ) \/g 7 3 9 \/g b 3
tatséichlich dem Lagrangeschen Gleichungssystem geniigen, und zwar die ersten beiden in Verbin-

dung mit A = —1/+/3, die letzten beiden zusammen mit A\ = 1/4/3. Ist nun, entgegen der bisher
gemachten Voraussetzung, y = 0, so muss 2> = 1 und A = 0 sein. In der Tat 16sen die Punkte

(1,0) (—1,0)

in Verbindung mit A = 0 das Lagrangesche Gleichungssystem. Es ist
1 \/5 2
\/g? 3 - 3\/§7
1 \/’ 1 2\ 2
\/g? \/g? 3 - 3\/37
f(1

70):f(_7 _0

f

S~
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Da die Einheitskreislinie kompakt ist, folgt nun, dass 2/(3v/3) das Maximum und —2/(3v/3)
das Minimum von f unter der vorgegebenen Nebenbedingung ist. (1,0) ist offenbar Stelle eines
lokalen Minimums, (—1,0) Stelle eines lokalen Maximums von f (immer unter der Nebenbedingung
2?4y =1).



