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8. Tutorium zur
»Analysis IT*

Harmonische Funktionen

Sei U C R” offen und f : U — R zweimal stetig differenzierbar. Dann heifit f harmonisch auf U,
wenn o 5
82()—i— +—62()_0 Ve e U. (1)

Die partielle Differentialgleichung (1) heifit Laplacegleichung und A der Laplaceoperator.
Aufgabe T1
Eine Verschiebung im R? wird beschrieben durch eine Koordinatentransformation & = « +a, § =

y—+bmit a,b € R; eine Drehung durch & = xcosa+ysina, § = —zsina+ ycos a mit a € [0, 27).
Sei u eine harmonische Funktion: u;, + uy, = 0.

(Af)(z) =

Zeigen Sie, dass die Funktion u(z,9) = w(x(Z,y),y(Z,y)) ebenfalls harmonisch ist: @3z + tg5 = 0.

Zusatzaufgabe fiir Studierende mit Grundkenntnissen in linearer Algebra:

Bestitigen Sie diese Invarianz des Laplaceoperators gegeniiber Verschiebung und Drehungen auch
im R™.

Loésung:

Invarianz bzgl. Verschiebungen ist klar.

Invarianz bgzl. Drehungen im R2:
Haben

iy i Uz COS v — Ug Sin @,
Uy = UzTy + Ugly = Ug SIN @ + Ug COS v
und weiter

Uzy = (Uzcos o — Ugsina)z cosa — (g cos o — Uy sin o) sin o

scos’a— 2Uzg sin o cos a + Ugg sin? a,

Uz
(@3 sin o + g cos o)z sin v + (U3 sin o + U cos a)j cos o
Uzz

-sinZ o + 2Uz5 SIn (c COS @ + Ugy cos? a.

Addition liefert:
Uy + Uyy = (Uzz + ngg)(cos2 o + sin® a) = Uzz + Ugg-

Invarianz bgzl. Drehungen im R™:
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Drehungen im R™ werden beschrieben durch

mit einer orthogonalen Matrix A. Orthogonalitit von A = (aij)ijl bedeutet

(Z1,...,3,)T

=T =Ax = (21,...

,Tp)

ATA=AAT =1 bzw. ) apar; = d;.
k=1

Fir a(2) = u(z) ist dann wegen Ty = . apiz;

0%y,
Tn E?x k

Analysis IT

_ 01 . 0%, . 5
Ugy = Uy 7— + ...+ Uz, 57— = Uz A1k + - - - + Uz, Qi
8xk 8xk
und weiter
- - 011 - -
Ugpz), = (u;clalk 4+ ...+ uinank)fl a—xk + ...+ (u;clalk + ...+ uinank)
= (g5 01k + -+ Uy 3,0nk) - 01k + -+ (Uz,5,01% + - - - + Uz 5, Cnk) - Ok
bzw.
Ugpzy, = E Uz, Qik Q-
4,J
Hieraus:
Ay = E ajijj ik Al = g ajifcj 5ij
1,5,k ,J
= E 'ajiji = A.
i

Aufgabe T2

Wir betrachten in der Ebene kartesische (z,y) und Polarkoordinaten (r,¢) mit x = rcosp, ¢ =
rsin . Die Funktion v geniige der Laplacegleichung wu,; + ty, = 0.
Zeigen Sie, dass fiir v(r, ¢) = u(r cos p,rsin ¢) gilt:

1

VUpp + —5 Vo + =0 =0
r2 7y

Loésung: Die Transformation x = rcos ¢, y = rsin ¢ hat die Jacobimatrix

T

mit der Inversen

Hieraus bekommt man

Ox
ou

dy

7 N
o5l
el

QDY
]
SIS

81}@

Eaﬂ

ovor
or Oy

(= Laplacegleichung in Polarkoordinaten).

[ cosy sin
~\ —rsingp rcosp

)-

Oy Ox
Ov dp
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o 0
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sin

cos

T

ov
= —cos

__singp
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sowie

Pu _ (0 s 0N (0 dusing
a2~ \“%¥% r dp) \Or o8y dp r

~ eos? (’D@ _ singpcos ¢ 0%v i sin? o @
or? r ordp r  0p

sin? p 0% 5 sin ¢ cos ¢ v
r2  Op? 72 A

@ — (siny 0 +coscp 0 v sin +@coscp
oyz Yor r Op ar SH¥ dp r
0% sinpcos@ 0%v cos? ¢ Qv

2
= =5 +2
sin goarz—l—

r Ordy r o
i cos? p 0% 9 sin @ cos @ v
r2  0p? 2 dp’

Addition ergibt
Pu  Pu v 10v  10%
0z Oy?  Or2  ror  r20p?

Aufgabe T3
Wir betrachten im Raum R? kartesische (,y, z) und Kugelkoordinaten (r, ¢, 6)
mit x = rsinfcosy, y =rsinfsiny, z = rcosb:

r=yVa2 2422 =2 422 mit  s= a2 +2,

r=scosp, y=ssinyp, z=rcosf, s=rsinb.

Die Funktion u geniige der Laplacegleichung ;. + tyy + u.. = 0.
Man zeige, dass fiir v(r, ¢, 0) gilt:

2 1 1
vrﬁ- Urt+— <u99 + (cot O)uy —|— 2o u¢¢> =0 (= Laplacegleichung in Kugelkoordinaten).
72

(Hinweis: Es vereinfacht die Rechnung, in zwei Schritten vorzugehen und in jedem Schritt das
Resultat von Aufgabe 2 zu benutzen.)

Loésung:
Wir nehmen den Koordinatenwechsel in 2 Schritten vor:

(‘T7y7z) = (87()07 Z) = (r7 ()07 0)'

Nach den in Aufgabe 2 durchgefiihrten Rechnungen gilt sowohl

Uzy + Uss = Upr + ;ur + ﬁuﬁe

als auch

Ugy + Uyy = Uss + gus + s—2u¢¢.

(Wir verzichten darauf, stéindig neue Bezeichnungen fiir Funktionen einzufiihren, die nun etwa
von s, g, z statt von x,y, z abhéngen).
Addition ergibt:

1 1 1 1
Ugg + Uyy + Uzz = Upp + ;ur + ﬁueé + ;us + S_QUOG' (1)
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Wir substituieren nun s = rsin #; berechnen dazu mit Kettenregel

or 00 oy

Ug = ur&—kug%—ku@g (2)
r cos 0
= u— +ug +ug-0 (3)
s r
Beachte: 7 = v/s2 + 22
N or 2s s
0s 22+ 22 7

und s = rsinf) = ¢ = arcsin 7 ; r héngt von s ab:

= @ = arcsin

s
V2 22

Ableiten:
2
0s 1_ s 52 + 22
52422

z ,/32 + 22 32 + 22
z rcosf  cos6
2422 2 7

Setzt man (3) sowie s = rsinf in (1) ein, folgt die Behauptung.

Aufgabe T4

Bestimmen Sie die rotationssymmetrischen Losungen der Laplacegleichung auf R?\ {0}, R?, R3\ {0}
und R3.

Losung:
Wir nutzen die Darstellung der Laplacegleichung in Polar- bzw. Kugelkoordinaten. Rotationssym-
metrie heifit: die gesuchte Funktion hiangt nur von r ab. Damit reduziert sich die Laplacegleichung

auf
n—1

VUpp + v =0 mit n=2,3.

Diese kann leicht gel6st werden: aus vy, + "T_l v = 0 folgt
", 4+ (n— 1) 2, = (" t,), =0,

also

r" v, = ¢ = const.

und somit

v = €1 rl_",

woraus schliefSlich
o(r) = cilnr+c fir n=2
Tl ar? "+ fir n=3

folgt (letzteres ist sogar fiir alle n > 3 richtig).

Hierdurch sind die rotationssymmetrischen Funktionen auf R?\{0} bzw. R3\{0} beschrieben (be-
achte fiir » = 0 haben diese Funktionen eine Singularitéit). Sucht man rotationssymmetrische
Losungen auf ganz R? bzw. R, muf also ¢; = 0 sein, und es bleiben nur die konstanten Funktio-
nen iibrig.



