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7. Tutorium_zur
»Analysis II

Bernoulli-Zahlen

Nach Satz 2 aus Abschnitt 9.5 148t sich die Funktion
z 1
-1 14242 4.

o0 oo
in eine Potenzreihe ) b,2" entwickeln, welche wir in der Form % z"™ schreiben, d.h. mit

n=0 n=0
B,, = n!b,. Die so definierten Zahlen B,, heiflen die Bernoulli-Zahlen.

Aufgabe T1
Berechnen Sie By, Bi,..., Bs.
Losung:
Aus dem Ansatz

beziehungsweise

2 3
z z z Bo Bl 322 333 o

erhalten wir nach Ausmultiplizieren (Cauchyprodukt) und Koeffizientenvergleich die Gleichungen

By=1

B 1

By 1 By 1
o Ty Ty =0

B 1B 1B 1
3 2 L, p 20

St Tein T

By 1B; 1By 1B 1,

2t Ty Ty TeP=o

Bs 1By 1By 1By 1B 1_
s taw e T Tan taf 0
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und allgemein fiir n = 2,3,4,...

1 1 B 1 By 1 B,

Byt oty = 22 Tt
R e I R o | TR A TN o B ()
Damit lassen sich By, ..., Bs nacheinander berechnen:
By=1 B—1 B—1 B3 =0 B—1 Bs =0
o— 41, 1= 27 2_67 3—Y, 4 = 307 5 —
Aufgabe T2
Zeigen Sie, dass Zz;é (}) Br =0 fiir n = 2,3,... und dass alle B, rational sind.
Losung:
Multiplizieren (*) mit n! durch und erhalten
n! n! n! n!
——B —B — B oot ——B, 1=0
R T RS e 1 R RN TT o § R

beziehungsweise

n n n
B B B,_1=0.
Insbesondere ist daher

= gy (o) Qo (2 ))

Sind alle By, B1, ..., B,_o rational, dann auch B,,_1.
Aufgabe T3
Zeigen Sie, dass Boy+1 = 0 fiir n > 1.
Loésung;:
Am einfachsten ist es wohl, die Beziechung aus Aufgabe 4 zu benutzen, die wir hier zuerst zeigen:

z z oz ( 2 1> ze*? e %% zcosh(z/2)

1 2 32l

T 2222 2 sinh(z/2)"

Nun ist

—zcosh(—2/2)  —z cosh(z/2) 2 cosh(z/2)

2 sinh(—z/2) 2 —sinh(z/2)  2sinh(z/2)’

d.h. fiir die Funktion h(z/2)
z cosh(z/2 z z
f) = 2R 2 2
2sinh(z/2) e -1 2
gilt f(z) = f(—=2), d.h. f ist eine gerade Funktion. Andererseits haben wir fiir f die Potenzrei-
henentwicklung

By B3 By Bs
f(z):Bo+§z2+§z3+zz4+az5+...,
und es ist auch B B B B
2 3 4 5
f(—z):Bo—l—j,zQ—yz3 124—525—1—...,
Wegen f(z) = f(—z) erhélt man durch Addition dieser Potenzreihen
_f(z)+f(—z)_ By o By 4, DBg g
Koeffizientenvergleich zeigt B3 = Bs = ... = 0.
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Aufgabe T4

Machen Sie sich klar, dass
z z  z cosh(3)
JEE— _l’_ - = —
e —1 2 2 sinh(3)
und leiten Sie hieraus die Potenzreihenentwicklungen der Funktionen f(z) = x cot(x) bzw.
g(z) = tan(x) ab.

Losung:
Wir haben bereits gezeigt, dass
z cosh(z/2
(o) = SR
2 sinh(z/2)

Mit z = 2w folgt hieraus

o
coshw By
_ Z n 22nw2n.

“ sinhw
Hierin setzen wir schliellich w = iz und erhalten wegen
w2n — (Z$)2n _ (—1)”(172”
sowie wegen

e +e ™ cosx +isinx +cosx —isinx

coshix = = =coszT
2 2 ’
L e —e™™  cosx+isinx —cosx +isinxr | .
sinh ix = = =1isinz
2 2
die Potenzreihenetwicklung
o0 (o]
cCoST . COSZ cosh w By By
rcotr = r— =T — = w— = Z n_92n,2n Z(—l)” I _92ng.2n
sin isinx sinh w ‘ (2n)! ‘ (2n)!
= n=
Da
cosx cos2xr cosx cos?x —sin’x
cotx — 2cot2x = — — 2— = — — -
sinx sin2x  sinx sinx cosx
2 2 .2 .2
cos” x — (cos® x — sin” z) sin®
= - = — = tanx,
sinx cos sinx cos
hat man
xcotx — 2x cot 2 = xtanx,
und hieraus gewinnen wir eine Reihe fiir x tan z:
oo (0.)
By By
rtanz = Z(—l)" nogZng2n Z(—l)” n_g2ng2n,2n
(2n)! (2n)!
o0
By
=) (1) 5 =1 221) g2n
= (2n)
(o)
_ (_1)n71 Ban (22n 1) 2n
(2n)!
n=0

Division durch x liefert schliellich die Tangensentwicklung

0 . 22n(22n o 1)3271 .
tanz = Z(—l) ! o) L

n=1
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Aufgabe T5
Nach der geometrischen Summenformel ist

elntl)z _ 1 e(ntl)z _q p

Zekzz -1 z et — 1"

Ersetzen Sie die hierin vorkommenden Funktionen durch ihre Potenzreihen und leiten Sie durch
Koeffizientenvergleich die Summenformel fiir die p-ten Potenzen der ersten n natiirlichen Zahlen

her:

1 p+1 p+1 9 p+1 1
1P49P 4. .. p___ — 1B 1)*B.._ 1P+B .
+2P+- - +n p+1<< ) )(n+ ) p+< 5 )(n+ )*Bp—1 + +<p+1 (n+1) 0

. . (n+1)z _ . . .
Lésung: Ersetzen in ) ), ek” = e”z#ezz_ 7 alle Funktionen durch ihre Potenzreihen:
o0 n
kP
Sy )
k=0 p=0 p=0 k=0 p:

_ ! ’m
z e’ —1 = (p+1) =
S (B, P B B,
_p:o 1 p! 200 (p=1! T (p+1)! 1

(Cauchyprodukt). Koeffizientenvergleich vor 2P in (%) und (x * %) ergibt

2 1
ka—n+1B (n+ 1) Bpy (e By
! 21 (p—1)! p+1)! 1

also

zn:kpz —1k1 <(p+1) (n+1)B, + QEPHF (n+1)2Bp_1+...+7(p+1)! (n+1)P+1BO>

1p! (p—1)! (p +1)!0!
_ ler1 ((pir 1>(n—|— 1)B, + (p; 1)(n+ 2By 1 +... + (ii 1>(n+1>”“30) 7
d.h.
Sk - pﬂi (O [CRRV- NN VR

k=0

Fiir p =1, 2, 3 stimmt dies natiirlich mit den bekannten Formeln iiberein.
Anmerkung: Es gilt auch die folgende Bemerkenswerte Beziehung:

ii — (fl)P—lw (p=1,2,...),



