TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

WS 2009/2010
26.11.2009

Fachbereich Mathematik
Prof. Dr. Steffen Roch

Nada Sissouno

6. Tutorium zur
»Analysis II¢

Bernstein-Polynome und der Weierstraf3’sche Approximationssatz

Wir wollen in diesem Tutorium den folgenden Weierstrafy’schen Approximationssatz beweisen:

Satz:
Fiir jede auf dem Intervall [a,b] stetige Funktion f gibt es eine Folge (f,) von Polynomen, die
gleichméfig gegen f konvergiert.

Wir fithren den Beweis zunéchst fiir [a, b] = [0, 1]. Jeder Funktion f auf [0, 1] ordnen wir die Funktion

n

folx) = kZO f(%) (Z) 2k (1 — z)n*

zu. Offenbar ist f,, fiir jede Funktion f ein Polynom vom Grad n. Das Polynom f,, heifit
ntes Bernstein-Polynom fiir f.

Aufgabe T1
Bestimmen Sie die Bernsteinpolynome fiir die Funktionen f(z) =1, f(z) = z und f(x) = z(1—x).
Machen Sie sich klar, dass in allen 3 Fillen gilt:

Ilf = falloo — O fiir n — oo.

Loésung: Bernsteinpolynome fiir f(z) =1:

fl@) = i%<:>xk(1_zﬂ)nk
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Bernsteinpolynome fiir f(z) = z(1 — z) :

) = S REGE ()0 e
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In allen drei Féllen gilt offenbar ||f, — f|lcc — 0 .

Aufgabe T2
Beweisen Sie die Abschétzung

Loésung: Es ist zunéchst

Zn: (x - %)2 (Z)xk(l —2)"F = io <x2 - %x + i—i) (Z) 2k (1 — z)nF

k=0
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= ki; <Z> (1 —2)"F — 20 f: % (Z) I f: 7’2—2 (Z) (1 —z)" "
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1 1
=22 -2 —z(l—z)+z+ —z(1—2)=—z(1—2).
n n

Da alle Summanden nichtnegativ sind, gilt also

0< kzn% <x - %)2 <Z>xk(1 _ank < %m _ ).

Miissen nun noch zeigen, dass

1 1
E:c(l—x)gﬁ fir x € [0,1] .

Dies kann z.B. mit der Ungelichung vom arithmetisch-geometrischen Mittel geschehen (aber bitte
nicht, indem man das Maximum der Funktion x — x(1 — x) mittels Differenzieren ermittelt! Dies

wire unsportlich!).
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Wir wollen nun den Weierstrafi’schen Approximationssatz auf [0, 1] in der folgenden genaueren Form
zeigen:

Satz:
Sei f auf [0,1] stetig. Dann konvergiert die Folge (f,) der Bernsteinpolynome von f gleichméfig

gegen f.
Beweis: Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Da f auf [0, 1] gleichm#Big stetig ist, gibt es ein § > 0 so, dass
fiir alle z, y € [0,1] mit |z — y| < J gilt:

[f(z) = fy)l <e.

Fiir den Beweis des Satzes haben wir die Differenz |f(z) — f,(x)]| fiir jedes x € [0, 1] abzuschétzen.
Es ist wegen Aufgabe 1

@) = ol < 2110 = £ ()1 = )
k=0

und wir spalten die Summe in zwei Teile auf um auszunutzen, dass |f(z) — f(£)| < e, wenn nur
|2 — 2| < . Sei dazu

An:{k:: 0<k<n, |x—ﬁ|<5},
n

k
Bn:{k:: 0<k<n, |x——|25}.
n

Dann ist wie gewiinscht
k
|f(x)—f(ﬁ)|<6 fir k € A,
und, mit ¢ 1= supyepo ) |f(@)],
k
n

If(z) — f(2)| <2  fiir k€ B,.

Nach Definition von B, gilt weiter 6 < (w — %)2, daher hat man auferdem die Abschitzung
k 2 k)2
s -l <% (o F) fwres,

Aufgabe T3
Schétzen Sie nun die Differenz (1) ab und fithren Sie den Beweis des Weierstrafi’schen Approxi-
mationssatzes zu Ende.

Losung: Schitzen (1) ab:

@) = ol £ 3 110) = ()1 =

n
k=0

= 3 11 (3)eta—ar s T ir@ - £C() )t o
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Nach (1) und (2) ist daher:

@)~ @) S et 552

Bisher war n vollig beliebig. Wihlen wir nun ein ng so, dass

2c

- T <E¢
(52 4n0

und erhalten fiir alle € [0,1] und alle n > ng

[f(2) = fulx) < 2.
Dies ist die behauptete gleichméflige Konvergenz.
Aufgabe T4

Ubertragen Sie schlieflich dieses Resultat auf ein beliebiges endliches Intervall [a,b].

Losung: Wir haben bisher fiir jede stetige Funktion f auf [0,1] und fiir die zugehorige Bern-
steinpolynome bewiesen:

Ve > 03ng : Vn > ng,Vz € [0,1] : |f(z) — falz)] < €. (1)
Die Funktionen
y—a _
o) =3—  baw. ¢ =(b-a)rta

bilden das Intervall [a, b] auf [0,1] bzw. [0,1] auf [a, b] linear und eindeutig ab.
Ist nun h eine auf [a, b] stetige Funktion, so ist h o g(~1) =: f eine auf [0, 1] stetige Funktion. Fiir
die zu f gehorenden Bernsteinpolynome f,, gilt dann (1). Dann gilt aber auch:

Ve>03ng : Vn>no Ve ela b  |f(9() — falo(@))] <.
Nun ist f o g = h, und die Funktionen h,, := f,, o g sind offenbar Polynome auf [a, b]. Es gilt also:
Ve > 03ng : Vn > ng, Vo € [a,b] : |h(z) — hp(z)| < €,

d.h. die Polynome h,, konvergieren gleichméBig auf [a, b] gegen die stetige Funktion h.



