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5. Tutorium zur
»Analysis II*

Wallis’sches Produkt, Stirlingsche Formel

Unser erstes Ziel ist es, die Wallis’sche Produktformel
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zu beweisen.

Aufgabe T1
Sei I, (x) := f sin™(x) dx fiir m > 0. Bestimmen Sie Iy, [; und zeigen Sie fiir m > 2 die Rekursi-
onsformel

1 -1
I, = —— cos(z)sin™ () + m-- Iy—o.
m m

Loésung: Esist Iy = z,I; = — cos(x). Mit partieller Integration folgt

In = / sin™(z)dx = / sin™ 1 (z) w dz

v u’

= —cos(z)sin™ 1(z) + (m — 1) /COSQ(x) sin™ % (x)dx

= —cos(z)sin™ 1 (z) + (m — 1) /(1 — sin?(x)) sin™ % (x)dx
= —cos(z)sin™ () + (m — DIp_o+ (m— 1)1,
Umstellen und Auflésen nach I, ergibt:

1 —1
I, = —— cos(z) sin™ ! (z) + m-: m—2-
m m

Hiermit koénnen alle I, rekursiv bestimmt werden.

Aufgabe T2
Berechnen Sie hiermit die Zahlen

(VB

A, ::/ sin™(x) dz
0

und zeigen Sie, dass
Agnto < Agpyr < Agp.
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Losung: Fiir die bestimmten Integrale A,, = I,,(5) — 1,,(0) gilt dann

-1
Ay = g,Al =1 und A, = m—Am_g fiir alle m > 2.
m

Hieraus folgt fiir gerades m

2n—-1)2n—-3)-...-3-1 =
A2n: PN
2n(2n —2)-...-4-2 2
und fiir ungerades m ist
A B 2n(2n —2)-...-4-2
T on+1D)@2n—1)-...-5-3-1"

Wegen sin®"*2(z) < sin®**!(z) < sin®"(z) auf [0, 5] folgt sofort

Aopio < Agpp < Agy, fiir alle n.

Aufgabe T3
Schlieflen Sie hieraus auf die Existenz des Grenzwertes lim A%QZI und bestimmen Sie diesen. Leiten
Sie hieraus (1) ab.

Loésung: Aus
A 2 1
lim 22042 gy PPy
n—o0 on n—oo 2n + 2

folgt, dass der Grenzwert lim AA?LQ:I existiert und gleich 1 ist (da ja Aj’;ﬁ < AA?LQ:I < 1). Anderer-
seits ist aber

Agpi1 2n-2n-2n—2)2n—2)-...-4-4-2-2 2
Ay, (2n+D)-@2n—-1)-2n-1)(2n—-3)-...-5-3-3-1 =
4n? - 4n—1)%-... 412 2
T n+12-(An—12-1)-...(4-12-1) 7

woraus sofort (1) folgt.
Unser zweites Ziel ist die Stirling’sche Formel, die eine Aussage iiber das asymptotische Verhalten
der Zahlen n! macht. Sind (a,), (b,) Folgen von Zahlen a,, b, # 0, so nennen wir diese Folgen
asymptotisch gleich und schreiben dafiir a,, ~ b,,, wenn

Die Stirlingsche Formel lautet dann

n
n! ~V2mn (E) .
e

Beweis: Im Tutorium iiber numerische Integration haben wir die Trapezregel bewiesen:

Ist f:[k,k 4+ 1] — R zweimal stetig differenzierbar, so existiert ein £ € [k, k + 1] mit

k41 1 1,
| @ = 5070+ £+ 1) = 357(6)



5. Tutorium

Wegen In”(z) = —m% folgt hieraus fiir k =1,2,...: 3 & € [k, k + 1]:

k+1
/ In(x)dx =
k

Summation von k = 1 bis n — 1 ergibt

u/nl( )d —-ﬁél (k) — 21 ()4_JLEEfJE
) n(xr ﬂc—in —2nn 12:52.

(In(k) +In(k+1)) +

DO | —

1262

/ In(z)dzr = xIn(z) — z|} =nln(n) —n+1,
1

folgt

éln(k) = <n + %) In(n) — 1+

Analysis IT

mit v, :=1— % ZZ;% é Wir nehmen von beiden Seiten die Exponentialfunktion und erhalten mit

Cp = el

1
+§ —-n

n
nl=n e e,

Aufgabe T4
Zeigen Sie, dass der Grenzwert lim ¢, =: ¢ existiert.

Losung: Wegen

existiert der Grenzwert

(Majorantenkriterium). Also existiert auch der Grenzwert

c= lim ¢, = lim e™ =¢”
n—oo n—oo

(Stetigkeit der Exponentialfunktion).
Aufgabe T5

C

Brechnen Sie ¢, indem Sie die Folge % betrachten und die Wallis’sche Formel benutzen. Leiten

Sie hieraus die Stirlingsche Beziehung ab.

Losung: Aus n! = n"+%e_"cn folgt

2 (n!)? (2n)2n+% o—2n
Con n2n+le—2n (2%)'

(n!)2 V/2n 220 p2n _ 3 (n!)2 92n

(2n)! n - n2n (2n)! \/n

Andererseits ist

2 ; 2 2

. C limc c
hm—"zi(_ n) =_ =c

Con lim cop, c
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(man beachte, dass ¢ # 0 wegen ¢ = €7). Um ¢ hieraus zu berechnen, benutzen wir das Wallis’sche
Produkt:

7'(' . 2:2:4-4-...-2n—-2)-(2n—2)-2n-2n
— = lim
2 n—o0l-1-3:3-...-2n—-1)-2n—-1)-(2n+1)

. 2.4....-2n—2)-2n \?
i <1-3-...-(2n—1)-\/2n+1>

. 922.42. .. (2n—2)2 - (2n)? >2
n—oo\1-2-3-...-(2n—1)-2n-v2n+1
_ 22n . (ph)2 2

= (2n)!-m>

(

(
~ lm (22"-<n!>2ﬁ /i )
@n)l- v V2 van il

Umstellen der Gleichung % = 3 nach c liefert ¢ = /2.
Aus der Beziehung

1
+§ —-n

nl=n""2e" "¢,

folgt nun also

d.h. die Strilingsche Formel.

Aufgabe T6

Mit Hilfe des Wallis’schen Produktes und der Aufgabe 4 aus dem Tutorium 4 ist zu zeigen, dass

Losung: Wir stellen mit Hilfe von Aufgabe (4) aus Tutorium 4 T'(3) auf zweierlei weise dar:

1 = lim n!\/ﬁ
BT e ) wrD
F(l): lim n'\/ﬁ

(n—3)(n+3)

Multiplikation ergibt

1 ) 2n (n!)?
P(§)2 = lim T 1 1 1 2 4 1
nmoont g (L-g)d—-3)0O0—-7) .- (n®+3)
R T 4K
= 2 [l =2t [l o=~
k=1 4 k=1
(Wallis’sches Produkt). Folglich ist
1
I(5) = vm
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Mit Hilfe dieses Wertes 148t sich z.B. das uneigentliche Integral
o0 2
/ e dr =/m
—00

berechnen: Die Substitution z = ¢3 , dr = %f%dt liefert

und durch Grenziibergang ¢ \, 0 und R — oo

o 1 [ 1 1. 1
/ e dr = —/ tretdt = = (=) = =/
0 2 Jo 2 2



