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4. Tutorium zur
»Analysis II¢

Die Eulersche I'-Funktion

Eine der wichtigsten Funktionen der Analysis ist die fiir x > 0 durch

I'(z) ::/ t* et dt
0

definierte Eulersche I'-Funktion.

Aufgabe T1
Zeigen Sie, dass dieses Integral als uneigentliches Riemann-Integral existiert.
Losung:
Der Integrand weist im Punkt 0 eine Unendlichkeitsstelle auf, und auch das Integrationsintervall
ist unendlich. Das Integral ist also im zweifachen Sinn uneigentlich, und wir haben zu zeigen, dass

R
lim lim t*~let dt
R—oo e\0 J,

existiert.
Fiir alle t > 0 und x > 0 ist
0< t:vfleft < tmfl ,

und da das uneigentliche Integral

"R

R

R R T
/ t*~1 dt = lim t*~L dt = lim —
0 e\0 e\0 T

€ €

fiir alle z > 0 existiert, konnen wir abschétzen:

R R R RZ
/ et gt < / g < / g = — .
€ € 0 R

Fiir € N\, 0 wichst die linke Seite dieser Ungleichung monoton und bleibt dabei nach oben be-
schrankt. Also existiert der Grenzwert fiir € \ 0. Fiir die Behandlung der zweiten ,,uneigentlichen
Stelle oo iiberlegen wir uns:

Va 3to > 0so, dass 0 < t*Le ™t < t72 fiir t > ty. (1)
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Hierfiir geniigt es zu zeigen, dass

lim t*" e~ = 0 fiir jedes z > 0. (2)

t—o0

Zeigen zuerst (2) und wihlen dazu ein n € N mit n > x + 1. Dann ist t*Fle™t < #"e7? fiir alle
t > 1, und es geniigt zu zeigen, dass

lim t"e™! = 0 fiir jedes n € N .

t—o0

Dies folgt z.B. leicht aus der ’'Hospitalschen Regel fiir den Punkt oo:

tm nt"—1 n!
lim — = lim =...=lim —=0.
t—oo et t—o0 et t—o0 et

Damit ist (2) gezeigt, und (1) erhélt man wie folgt: Nach Definition des Grenzwertes gilt fiir jedes
feste x > 0
Vo 3ty >0 : t*Tle ™t < efiirt > tg .

Waéhlen wir speziell ¢ = 1 und erhalten
t* et <1 baw. *He ™t <t 2 fiirt > 1 .
Da das Integral

[e%) R tfl R
/ t=2dt = lim t2dt= lim —| =1
1

R—oo Jq R—oo —1 1

existiert, erhélt man wie oben auch die Existenz des Grenzwertes

R
lim t*= et dt .
R—oo Jq

Aufgabe T2
Beweisen Sie die Funktionalgleichung fiir die I'-Funktion:

zl'(x) =T(z+1) fiir alle x > 0

und schlieflen Sie hieraus auf I'(n 4+ 1) = n! fiir alle n € N.

Losung: Partielle Integration ergibt
R R
/ e tdt = —t%e |+ / ot et dt
€ €
R
= e “—R% 4 / wt* et dt .
€

Grenziibergang € \, 0 und R — oo ergibt (die Existenz aller benétigten Grenzwerte wurden in

(1) gezeigt)
I(z+1) =2(x) fir allex > 0.

Insbesondere ist fiir n € N
F'n+1)=nl'(n)=n(n—1I'n—2)=---=nlT(1).
Fir I'(1) finden wir:

0 R R
r(1):/ e ' dt = lim etdt= lim (—e*)| =1.
0 R—oo Jg R—oo 0
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Definition:
Sei I C R ein (endliches oder unendliches) Intervall. Eine Funktion f : I — {& € R : > 0} heifit
logarithmisch konvex, wenn die Funktion In(f) : I — R konvex ist.

Aufgabe T3
Zeigen Sie, dass die Funktion I' logarithmisch konvex ist.

1 1
Hinweis: Benutzen Sie die Holder-Ungleichung: Fiir p, ¢ > 1 mit — + — =1 ist
p q

s;(Abu«dem);([fw«dem);-

[ rwgteras

Loésung: Konvexititéit einer Funktion f : [a,b] — R bedeutet

fAz 4+ (1= Ny) <Af(z)+ (1 =) f(y)

fiir alle z,y € [a,b] und A € [0,1]. Die Funktion f: I — {z € R : z > 0} ist daher logarithmisch
konvex genau dann, wenn

(In f)(Az + (1 = XA)y) < A(n f)(z) + (1 = A)(In f)(y)
bzw. nach ,,Entlogarithmieren*
FOx+ (1= Ny) < F@)My)'™

fiir alle x,y € I und A € [0,1] . Nun zur Losung der Aufgabe: Wir wollen fiir alle A € (0,1) (fiir
A =0 oder A =1 ist die Behauptung klar) zeigen, dass

T(Az+ (1= N)y) <T(z)T(y)" .

Mit A = % und 1 — A = % geht dies iiber in eine Form, die an die Hoélderungleichung erinnert:

r (%x + %;;) < P(@)3T(y)}

1 00 1
/ trta et gt < </ Lot dt>p (/ t¥=le dt>q : (1)
0 0 0

Um die Hoélderungleichung direkt anwenden zu kénnen, sollten wir versuchen f bzw. g wie folgt

bzw.

zu wahlen
fPr = t*~le~t und g(t)? = ty—let

bzw.

f)P=tr re »und g(t)! =ta ae a. (2)
Mit dieser Wahl wird

Bl
|
Q=
|

z_ 1 t
F(t)glt) = 5 ve e
was mit dem Integranden der rechten Seite von (1) {ibereinstimmt. Damit ist klar, wie der eigent-
liche Beweis laufen sollte:
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Sei z,y > 0und 0 < A < 1. Wahlen p = % ,q = ﬁ und definieren f, g wie in (1). Anwendung

der Holdergleichung auf f, g liefert

® iy a1t % -1t %
/ trTa et dt < / t*TreT N dt / t9" e dt .
€ € €

und nach Grenziibergang € \, 0 , R — oo folgt die Behauptung.

Durch die bislang gezeigten Eigenschaften ist die I'-Funktion bereits vollstéindig charakterisiert. Ge-
nauer:

Satz: (Bohr)
Sei F:{r €eR:2 >0} - {z €R:z >0} eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

a) F(1) =1.
b) F(x+1) =z F(x) fiir z > 0.
c) F ist logarithmisch konvex.

Dann gilt F(z) = TI'(z) fiir alle z > 0.

Beweis:
Die I'-Funktion geniigt den Eigenschaften a) - c¢). Es geniigt daher zu zeigen, dass eine Funktion F’
mit den Eigenschaften a) - c¢) eindeutig bestimmt ist.
Aus b) folgt:
Flx4+n)=F(z) - z-(x+1)----- (x+n-—1)

fiir alle x > 0 und n € N. Zusammen mit a) zeigt dies, dass F'(n + 1) = n! ist und dass es geniigt zu
beweisen, dass F(z) fiir x € (0,1) eindeutig bestimmt ist.

Sei nun also = € (0,1). Wegen n+x = (1 —z)n+ x(n + 1) folgt aus der logarithmischen Konvexitt:
Fn+z) < Fn)'F(n+1)" = F(n)' " F(n)*n" = (n — 1)!n®.
Ausn+1=z(n+2z)+ (1 —z)(n+ 1+ x) folgt ebenso
n=Fn+1)<Fn+z)*Fn+14+z)'"*=Fn+z)(n+z)7
Kombination beider Ungleichungen liefert

nln+z)" < Fn+x)<nln®

und weiter
! z—1 — DIn®
ap, == nt(n +2) < F(z) < (n = Din =: by.
z(z+1)-----(x+n—-1) x(x+1)----- (x+n-1)
Da bn(2) = (n+2)n fiir n — oo gegen 1 konvergiert, folgt
an(z)  n(n+x)*
—1)In®
F(z) = lim (n = tn ,
n—oox(x+1)---(x+n-1)

d.h. F' ist eindeutig bestimmt.
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Aufgabe T4
Arbeiten Sie diesen Beweis durch und zeigen Sie anschlieffend, dass

I'(z) = lim fiir alle > 0.

Losung: Aus dem angegebenen Beweis wissen wir, dass

—1DIn®
I'(z) = lim (n =1 fiir alle z € (0,1) .
n—oo x(x+1)..... (x+n-1)

Da auflerdem

lim =

n—oo N+ I
ist, folgt

T(z) = li nin’ fiir all 0,1
@%ng&x@+n-m-@+n)maexe(’%

dh. die fir x € (0,1) gilt die Behauptung. Auflerdem ist die Behauptung trivialerweise fiir z = 1
richtig. Wir miissen daher noch zeigen: Ist die Aussage fiir ein x > 0 richtig, so gilt sie auch fiir
y =z + 1. Nun ist:

I'y) = T'(z+1)=2T(z) = lim

nlny—1
S oo yly+ 1) (Y1)
nlny—1 n
oo y(y+ 1) (yHn—1) nooo ytn
nlnY
oo y(y4+1) .- (y+n)



