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3. Tutorium zur
»Analysis II
Numerische Integration
Bereits so einfache Funktionen wie f(z) = ﬁ oder f(z) = e besitzen zwar eine Stammfunktion,

die sich jedoch nicht mehr mit Hilfe elementarer Funktionen geschlossen darstellen 1a8t. Man ist
daher in vielen Féllen darauf angewiesen, Integrale numerisch auszuwerten.

Aufgabe T1 (Rechteckregel)
Man ersetzt f; f(z) dx niherungsweise durch

a .
, x;=a+ hi.

n—1
Ra(f) =Y hf <$ 2““) mit h = 2=

1=0

Zeigen Sie: Ist f auf [a, b] Riemann-integrierbar, so gilt

b
/ f(x)d$—Rn(f)‘—>O fiir h — 0.

Ist f auf [a,b] zweimal stetig differenzierbar, so gilt

b
/ f(fC)dfc—Rn(f)‘ <" h_a) sup (@),
a 24 z€[a,b]

Loésung: R, (f) ist nichts Anderes als eine spezielle Riemannsumme fiir f. Fiir Riemann-integrierbares

f konvergiert daher R,,(f) fr n — oo bzw. h — 0 gegen fff(a:)dx.
Die Fehlerabschétzung zeigen wir zunéichst fiir den Fall eines nichtunterteilten Intervalls und setzen
hieraus dann die allgemeine Formel zusammen. Wir betrachten also zunéchst

/abf(w)dw ~o-ar (57
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fiir zweimal stetig differenzierbare

[ rwar-0-ar

liegt es nahe, die Taylorentwicklung von f an der Stelle

differenzierbar ist, gilt

Analysis IT

s f. Wegen

a+b a+b

2

)= [ o= (52))

b zu betrachten. Da f zweimal stetig

a+b\ (92 fa+b F1(€) [a+b 2
f(m):f< 2 >+ (1!2)< 2 _x>+ o \ "2 ° ()
mit einem & zwischen ‘”b und z. Vorab bemerken wir, dass
b
/G<a_2'_bz>dx:0
b 2 b 2
b b
/ <a+ —:c) d:c:/ ( at ) —(a+b)x+x2>dx
a 2 a 2
2 3 b
B a+b _a+tb 4 @
- 2 )" T2 T T
b\ 2 b 3_ .3
:<a‘; ) (b—a)— 2T (b2—a2)+b 3“

:b12 (3a% 4 6ab 4 3b* — 64> — 12ab — 6b* + 4a® + 4ab + 4b?)
_ )3
= blza(a2 —2ab+b?) = (b 12a) .
Nun ist also
[reemomar ()= | (-1 (252)) o
a+b 1,[(a+b\ (a+D
L( () () ()
b a+b 1,(a+b\ (a+b
<[l (7)o () (527 o)l
Wegen (x) ist
a+b\ 1, a+b\ [a+b C|fE) (a+b 2
oo () o () (2 )= ()
b 2
<5 o 1O )
und wir kénnen weiter abschétzen:
b b 1 b b ?
[ (s@=1(557) )] < gl [ (557 =) o= gm0 - o
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Wir kommen zum Fall n > 1 und wenden die bereits erhaltene Abschiatzung auf jedes Intervall
[, Ti+1] einzeln an:

/a  f)de Rn<f>‘ -

= xi“ = T+ Tiy1
)i ()

=0
n—1 Tit1 . .
< / f(z)dz - hf <”“"+2°”“)‘
i=0 V%
n—1 1
<> kP sup 7€)
; 24 §€[zs,Tit1]
1 n—1
< —=h* sup  |f"(OD 1
24 cefwiinl iz;
= —h* sup |f" (&)
24 gefal)

Ein Nachteil der Rechteckregel ist, dass bei Schnittstellenhalbierung jedesmal alle Funktionswerte
neu berechnet werden miissen. Diesen Nachteil vermeidet die Trapezregel.

Aufgabe T2 (Trapezreel)

Man ersetzt ff f(x) dz ndherungsweise durch

() =t o)+ San) o+ Sanoa) + (o).

Deuten Sie dies geometrisch und zeigen Sie: Fiir Riemann-integrierbares f gilt

x)dr — 1T, ’—>0 fiir h — 0,

und fiir zweimal stetig differenzierbares f gilt

2

2) de Tn(f)' <" —a) sup 1),
12 z€la,b]

Losung: Wegen

n—1
fo’”xz“ ( (0) + f(21) + ...+ fl@n-1) + fxn>
=0
h
2

= flz ) + fle)h+. . 4 f(@n1)h+ fzn)

kann man auch 7, (f) als Riemannsumme von f beziiglich der Zerlegung

Ty + 1 T+ T2 Tp—1+T
a=u1xy< < << TR g, =0
2 2 2
mit den Zwischenstellen xg,x1,x2,...,2, auffassen. Fiir Riemann-integrierbares f konvergiert

daher T,,(f) gegen fff(:c)d:n
Die Fehlerabschitzung zeigen wir zunéchst wieder fiir ein nichtunterteiltes Intervall. Die Rech-
nungen werden besonders einfach, wenn wir zunéchst nur Intervalle der Form [—r, 7] mit » > 0

betrachten. Mit n = 1 und [a, b] = [—r, r] haben wir also abzuschétzen:
T —r _|_ r T
[ star =2 2EID - [ g o) + 9000
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fiir zweimal stetig differenzierbares g. Mit zweifacher partieller Integration erhalten wir

[ stwar= w5l - [ g 0a

- -r

= (gl + ) - (590

T t2

[ )

I A

Der erste Summand ist gerade T7(g). Allerdings stort noch der 2. Summand, in dem die erste
Ableitung vorkommt. Dies ldsst sich mit einem kleinen Trick vermeiden: wir integrieren | ; tg'(t)dt

partiell, d.h. wir wihlen «/(t) = ¢ und v(t) = ¢'(t), als Stammfunktion von ' wéhlen wir jedoch
nicht u(t) = t2/2, sondern u(t) = t?/2 — 2 /2. Dann wird

int”,g(t)dt = tg(t)|", —/ tg'(t)dt

-

= r(g(—r) +g(r)) - <;(t2 =1%)g'®)

; - % /_ i(# - r2)g”(t)dt>

= rlg=r) + o) 5 [ 07 = P10k

-Tr

Wegen der Stetigkeit von ¢” und wegen r? — ¢ > 0 auf [—r,7] lisst sich der verallgemeinerte
Mittelwertsatz der Integralrechnung anwenden. Es gibt also ein § € [—r, 7] so, dass

[ st =g +g0)) = ~39"@) [ 02 = yar

ist. Mit 5
r B1" 4
2 2\qp_ 24U | _Z%3
/_T(r t*)dt = r“t 5| 3"
erhalten wir schlielich
" 2 e 3
9()dt —r(g(=r) +g(r)) = =397 (). (%)
Nun iibertragen wir alles auf Intervalle [a, b] # [—r, 7] (bleiben aber beim Fall n = 1). Um
auf a = —r, b = r zuriickzufiihren, substituieren wir
2r b—a a+b
t—b_a(x—a)—r bzw. x = 27"t 5
und setzen ) )
—a a—+
oty i= 1 (P50 50 (= £(x)
Aus (xx) wird dann
—I- f(b b— a, b—a b—a
[ e - T OO [ f( ) e (ORSI0)
T 2
b
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und aus der bereits abgeleiteten Bezichung () folgt

b a —a
/ fa)dz — (b — )L )—;f(b) _ b2r (_2r3) J(6). (4 )

Nun ist aber
dﬁ_df(x(t)) _dfdz _df b—a
dt de S dedt dx 2

Fy_#f (b-a):
de2  da? 2r ’

d.h. mit einem 7 € [a, b] geht (* * %) {iber in

/abf(x)d:c - a)f(a) —2|- fb) _b—-a <_2r3> <b—a)2 () = —Mf”(ﬁ)-

sowie analog

27 12
Das liefert die Abschéitzung

b fl@) + 1O - o,
r)dzr — (b—a < su x)|,
[ e - 0- o OTI0] <OL s 1)

aus der wir wie in Aufgabe 1 auch die Behauptung im Fall n > 1 erhalten.



