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Zum Satz von Taylor

Mit Hilfe des Riemann-Integrals 148t sich eine weitere Darstellung des Restgliedes im Satz von Taylor
angeben.

Aufgabe T1
Zeigen Sie folgende Version des Satzes von Taylor:

Sei f in [a,b] (n + 1)-mal stetig differenzierbar. Dann gilt fiir alle z, zo € [a, b]:

fla) = flao) + f/(lf‘]) (z — z0) + fﬂéf“) (x —20)* + ...+ f(n;(,‘m) (2 — 20)" + Rn(x0, 7)
mit
Ry(zg, ) := ;‘/I:(x — )" () di
G i i?)"ﬂ /01(1 —5)"f ) (@0 + s(z — x0)) ds.
Losung:

Wir {iberlegen uns zunéchst die erste der angegebenen Darstellungen des Restgliedes. Der Beweis
erfolgt mittels vollstdndiger Induktion. Fiir n = 0 lautet die zu beweisende Aussage:

f(x) = f(z0) = Ro(wo,7) = /x f'(t) dt.

Dies ist aber gerade die Aussage des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechung. Fiir n = 0
ist die Behauptung also richtig. Wir nehmen nun an, dafl die Aussage fiir ein festes n richtig ist.
Fiir jede n + 2 mal auf [a, b] stetig differenzierbare Funktion f ist dann

f'(x
(1!0)@_

f(x) = flzo) + z0) + ...+ 1™ o) (z — o)™ + % /x(ac — )@y de. (1)

|
n: 0

Die Funktionen z — (x —t)" und f (n+1) gind stetig differenzierbar. Wir kénnen daher das Integral
in (1) mit partieller Integration umformen, wobei wir

d(t) = (@ =", o) = FD()
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bzw.
(x _ t)n—i—l

n+1 ) 'U’(t) - f(n+2) (t)

u(t) = —

wahlen. Wir erhalten dann

R, (xg,x) = % /x(z: — t)nf(n+1)(t) dt

_ —%;%ij”w;—;!;—@gffvwm@ﬁ
ZusammengefaBt ist also
fl@) = flwo) + f/(f;(’)(x — o)+ ...+ f(n;(!x(’) (& — @0)" + m(x — o)™t
N (nil)' /x :@ — L) (1) g

d.h. die Behauptung gilt fiir n + 1.

In dieser Schreibweise 148t sich die Taylorsche Formel also auch auffassen als eine Verallgemeine-
rung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung.

Fiir die zweite Form der Darstellung des Restgliedes als Integral substituieren wir in

Ry, (xo,z) = ;/m(az — t)”f(""‘l) (t)dt

t durch zg + s(z — xg). Dann ist % = (& — xp), d.h. wir formal dt durch (z — z()ds zu ersetzen,
und wenn ¢ von zg zu z lauft, so lduft s gerade von 0 bis 1. Wir erhalten also

1
Rn(z0,2) ] (x — (zo + s(x — 20)))" f" (w0 + (2 — 20)) (& — @0) ds
+Jo
1
= ), (x — 20)" (1 — 5)"f" ) (2o + s(x — @0)) (x — w0) ds
_ (33 - xo)n ! n p(n+1)
= (1—s)"f (xo + s(x — x0)) ds
: 0
Aufgabe T2
Leiten Sie hieraus die Lagrangesche Darstellung des Restgliedes ab:
_ f(n+1) (5) n+1
Rn(ﬁo, x) = m (.CU — .'EO) .

Loésung;:

Das Restglied nach Lagrange ergibt sich, wenn man den erweiterten Mittelwertsatz der Integral-
rechnung (= Satz 3 aus 8.6) auf die Integraldarstellung des Restgliedes anwendet: Es ist (z—t)" > 0
und f("*+1) ist stetig. Also gibt es ein & € [xg, 2] mit

1 T
Ry(wo,7) = — | (w=t)" {0 (t)dt
.
(n+1)(§) = (n+1) oyt
Ll
n! 0 n! n+1
xo
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_ f " (g) n+1
Rn(x(),ﬂf) = m(fﬁ — 330) .
Aufgabe T3

Zeigen Sie fiir alle 0 <z < 1 und n > « > 0 die Abschitzungen

W ((g) + <?>x++ <Z>x”+

<(142)*<

e () (e ()

n

)
)

")
)

Losung:
Fir f(z) = (1 +x)® ist

™M@ = ala—=1)-...-(a—(n—1)1+z)*"

und daher

Mit Aufgabe 1 fiir g = 0 erhalten wir daher
o [« o a\ ,
(I4+2)*= <0> + <1>x+...+ <n>w + Ry (z)

R,(x) = 1 x(x

Tl/' 0

= (n—l—l)( “

n+1

mit

_ t)nf(nJrl) (t) dt

> /x(x o t)n(l + t)afnfl dt
0

Wegen |z —t| < x und (14 ¢)~™ < 1 kénnen wir dies abschétzen:

o ’ n a—1
1+1¢ dt
<n+1> /0 #{1+1)

x"/ (1+t)“tat
0

R
(&%

| R ()]

IA

(n+1)

Insbesondere ist also

Ru(z) = (1+2)" — <‘g> . G‘)x—— <z>x” <

Analysis IT
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o= (5) = (3)e= = (0)<|(" )

umstellen und zusammenfassen ergibt:

a—1 n Q o a\ ., a—1
T < + r+...+ " —
n 0 1 n n
Wir iiberlegen uns, dafl ’(a;ll)‘ < 1. Dazu schreiben wir « als r + 8 mit r € Z , r > 0 und
B € (0,1). Wir erhalten fiir n > «

<a;v‘__ @_1+m&—2+ﬁy”u+5m@4+m«a+ﬁy”@—n+m‘

bzw.

(1+2)° (1—

n!
o or=1+8r—-2+p 1+8B81-82-0 n—r—_p
a r r T2 1or4+1r+277 n '

Jeder einzelne Bruch ist < 1.
Insbesondere ist auch

~1
‘(a >’<1ﬁirallem€[0,1).
n

Wir kénnen in (1) also durch 1 — ‘(‘:1)‘ dividieren und erhalten die Abschétzung von (1 + z)*
nach oben.
Analog folgt aus:

—Rn(z) = <g> + (Cf)x++ <z>x”—(1+x)"‘ < ‘(O‘;l)

die angebene Abschitzung nach unten.

2" ((1+2)* — 1)




