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1. Tutorium zur
»Analysis II*

Die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen

Sei R[a,b] die Menge der auf dem Intervall [a, b] Riemann-integrierbaren Funktionen.

Aufgabe T1
Fiir je zwei Funktionen f, g € RJa, b| erkliren wir ihre Summe f + g bzw. ihr Produkt fg durch

(f+9) (@)= f(z) +g(z) bzw. (fg)(z):= f(z)g(z) fiir allex € [a,b].
Zeigen Sie: f 4+ g und fg gehoren wieder zu R|a, b].

Losung: Sei Z, eine Folge von Zerlegungen von [a,b] mit |Z,| — 0 fiir n — oo, und fiir jedes
n sei £ ein Zwischenvektor zu Z,. Wir miissen zeigen, dass die Folgen (S(Z,, &™), f + ¢)) und
(S(Zn, €™, fg)) konvergieren.

Fiir die Summe f 4 g haben wir

n—1

S(Zn €7, F +9) = D (f+9) (") Axy

1=0
n—1 n—1

=D FE) AT+ Y g6 A
=0 1=0

= S(Zn, €™ F) + S(Z0, €M, g)

Die rechte Seite konvergiert gegen f; f(z)dx + fabg(m)da:, also konvergiert auch die linke Seite
gegen [ ; (f + g)(z)dx. Insbesondere erhalten wir

/ (4 )z = / ’ fla)de + / ()

Zum Produkt fg: wir arbeiten mit dem Lebesgueschen Integrabilitdtskriterium. Sind beide Funk-
tionen in einem Punkt z¢ € [a,b] stetig, so ist es auch ihr Produkt. Fiir die Menge A(fg) der
Unstetigkeitsstellen von fg gilt daher

A(fg) € A(f) UA(g)

Da f,¢g Riemannintegrierbar, sind A(f) und A(g) Nullmengen (Satz 1 aus 8.4). Dann ist auch
A(f) U A(g) Nullmenge (Lemma 1 (c) aus 8.4), und als Teilmenge einer Nullmenge ist A(fg)
Nullmenge. Wieder nach Satz 1 aus 8.4 heifit dies: fg € Rla,b].
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Aufgabe T2
Eine Funktion d : R[a,b] x R]a,b] — R sei erkléart durch

d(f,g) == sup |f(x)— g(x)].

z€[a,b]
Zeigen Sie: d ist eine Metrik auf Ra,b] und der metrische Raum (R]a, b], d) ist vollsténdig.

Losung: Die Eigenschaften

d(f,g) >0, d(f,g) =0 <= f =y, d(f,g) = d(g, f)

einer Metrik sind vollig offensichtlich. Fiir die Dreiecksungleichung beachte man, dass fiir beliebige
f,9,h € Rla,b] und z € [a, b] zunichst gilt

[f(2) = g(@)] < [f(2) = h(2)| + [h(x) = 9(z)]

Hieraus bekommt man

sup |f(z) —g(z)| < sup (|f(z) —h(zx)|+ |h(z) - g(z)[)

z€[a,b] z€[a,b]
< sup |f(z) = h(z)[+ sup |h(z)— g(z)],
z€la,b] z€[a,b]

also
d(f,g) < d(f,h) +d(h,g).
Wir zeigen noch die Vollstandigkeit von (R[a,b],d). Sei (f,) € R]a,b] eine Fundamentalfolge, d.h.
(Ve > 0)(IN € N)(Vn,m > N): sup |fn(x) — fin(z)| <e.

z€la,b]
Fiir jedes z € [a, b] gilt dann offenbar auch
(Ve > 0)(3N € N)(Vn,m > N) : |fu(2) — fm(2)| <&, (1)

d.h. (fn(x)) ist Fundamentalfolge in R. Da R vollsténdig ist, konvergiert die Folge (f,(x)) fiir
jedes x, und ihren Grenzwert bezeichnen wir mit f(x). Hierdurch wird eine Funktion f auf [a, b]
festgelegt.

Wir zeigen nun:

(a) Die Folge (f,) konvergiert in der Metrik d gegen f.
(b) f ist Riemann-integrierbar, d.h. f gehort selbst zu R[a, b].

zu (a) Lassen wir in (1) m gegen unendlich steben ((1) gilt ja fiir alle m > n), so erhalten wir

(Ve > 0)(IN € N)(Yn > N)(Vz € [a,b]) |fu(z) — f(x)] <e.

Dann gilt aber auch

(Ve > 0)(3N € N)(Vn > N) P [fu(z) = f(2)] <,

d.h. die Folge (f,) strebt gegen f bzgl. d.
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zu (b) Sei (Z,) eine Folge von Zerlegungen von [a,b] mit |Z,| — 0 und fiir jedes n sei €™ ein
Zwischenvektor zu Z,,. Wir zeigen, dass dann die Folge (S(Z,, £, f)) eine Fundamentalfolge
in R ist. Dazu vermerken wir, dass fiir alle m,n und r gilt
= 1S(Zn, €, f = 1) = S(Zin, €™ f = i) + S(Z0, €™, 1) = S(Zin, €™, )]
< IS(Zn, €0, f = )l + 1S (Zins €7, f = Sl +18(Zn, €7, 1) = S(Zin, €7, £1)]
<2 sup |f(z) = fr(@)|(b—a) +|S(Zn, €7, ) = S(Zin, £, 1)

z€a,b]

= 2d(f, f)(b— a) +|S(Zn, ™, £) = S(Zm, €™, £,)]

Sei € > 0 beliebig. Wir wéhlen ein r so, dass

Qd(f, fr)(b - a) <

| ™

(dies ist wegen Aussage (a) moglich). Zu diesem r wéhlen wir ein N so, dass fiir alle n,m > N
gilt

|S(Zna g(n)’ fr) - S(Zm7 g(m)? fr)’ < %
(dies ist moglich, da f, Riemann-integrierbar ist und daher die Folge (S(Zy,,&™, f,)) kon-
vergiert).
Fiir alle n,m > N gilt also

’S(vag(n)mf) - S(Zm,f(m),f)| <e.

Da € > 0 beliebig vorgegeben war, ist (S(Z,, &, f)) eine Fundamentalfolge. Diese konver-
giert, da R vollstindig ist. Also ist f € R[a, b].

Aufgabe T3
Zeigen Sie die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir Riemann-integrierbare Funktionen f, g:

<(/ bf(ac>2da:)é (/ bg<:c>2da:)é -

Lésung: Seien f, g Riemann-integrierbar auf [a, b]. Dann ist wegen Aufgabe 1 auch das Produkt
fg Riemann-integrierbar, d.h. das Integral

[ s

[ ot

ist wohldefiniert. Wir bezeichnen dieses Integral mit (f,g). Man {iberlegt sich leicht (siche Vorle-
sung), dass

(af + Bg,h) = alf, h) + B{g, h)
(fr9) =9, f)
(£ £)=0

fiir alle f, g, h € R[a,b] und «, 8 € R gilt. Der Ausdruck (f, g) definiert also fast ein Skalarprodukt
auf R[a,b]. Die einzige Eigenschaft eines Skalarprodukts, welche nicht gilt, ist

(f.f)=0 = f=0
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Ein Beispiel wire

f()—{1 v =
P70 zefan) {ot)

Trotzdem bleibt die bekannte Cauchy-Schwarz-Ungleichung richtig: Fiir beliebige f,g € R|a, b]
und A € R erhélt man:

0<(f+Ag, f+Ag) = ([, f) +2X{f,9) + \*(g,9)- (*)
Wir betrachten die quadratische Funktion
h(N) = (f, f) +2X(f. 9) + A*(g, 9)-

Aus (x) wissen wir, dass diese Funktion héchstens eine reelle Nullstelle besitzt. Hieraus folgt leicht
die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (Diskriminante der Gleichung betrachten).



