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12. Tutorium zur

”
Analysis II“

Wegintegrale

Aufgabe T1

Sei γ = (γ1, . . . , γn)T : [a, b] → R
n ein Weg. Zeigen Sie: γ ist genau dann rektifizierbar, wenn jede

Komponente γk : [a, b] → R eine Funktion von beschränkter Variation ist.

Lösung:

Sei γ = (γ1, . . . , γn) : [a, b] → R
n ein Weg und Z = {t0, . . . , tr} eine beliebige Zerlegung von [a, b],

d.h. a = t0 < t1 < . . . < tr = b. Dann ist

L(γ, Z) =

r−1
∑

i=0

‖γ(ti+1) − γ(ti)‖ =

r−1
∑

i=0

√

√

√

√

n
∑

k=1

|γk(ti+1) − γk(ti)|2. (1)

Folglich (und offensichtlich) ist also für jedes k = 1, . . . , n:

r−1
∑

i=0

|γk(ti+1) − γk(ti)| ≤ L(γ,Z).

Das heißt aber gerade, dass für jedes k gilt

V (γk, Z) ≤ V (γ,Z).

Also ist jedes γk von beschränkter Variation, wenn γ rektifizierbar ist.
Andererseits folgt aus (1) und aus der bekannten Abschätzung

√

a2
1 + . . . + a2

n ≤ |a1| + . . . + |an|

(die man z.B. durch Quadrieren einsieht), dass

L(γ, Z) ≤
r−1
∑

i=0

n
∑

k=1

|γk(ti+1) − γk(ti)| =
n

∑

k=1

V (γk, Z). (2)

Sind also alle γk von beschränkter Variation, so ist γ rektifizierbar.

Aufgabe T2

Beweisen Sie Satz 1 aus Abschnitt 11.4 der Vorlesung: Ist γ : [a, b] → R
n ein rektifizierbarer Weg

mit zugehöriger Kurve Γ = γ[a, b], und ist f : Γ → R
n stetig, so existiert das Wegintegral

∫

γ
fdx.
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Lösung:

Sei γ : [a, b] → R
n rektifizierbar, Γ die zugehörige Kurve und f : Γ → R

n stetig. Die Komponenten
von γ bzw. f seien γ1, . . . , γn sowie f1, . . . , fn. Aus Aufgabe 1 wissen wir, dass γi von beschränkter
Variation ist. Außerdem ist klar, dass jede Funktion fi stetig ist.
Sei Z = {t0, . . . , tr} Zerlegung von [a, b]. Für die das Wegintegral

∫

γ
f · dx definierenden Summen

gilt dann (ξ ist Zwischenvektor zu Z):

Sγ(Z, ξ, f) =
r−1
∑

i=0

f(γ(ξi)) · (γ(ti+1) − γ(ti))

=
r−1
∑

i=0

n
∑

k=1

fk(γ(ξi)) · (γk(ti+1) − γk(ti))

=
n

∑

k=1

r−1
∑

i=0

fk(γ(ξi)) · (γk(ti+1) − γk(ti))

=
n

∑

k=0

S(Z, ξ, fk ◦ γ, γk), (∗)

wobei S(Z, ξ, fk, γk) die Riemann-Stieltjes-Summen für f bzgl. γ bezeichnet. Ist nun (Zn) eine
Zerlegungsfolge mit |Zn| → 0 und ξ(n) ein zu Zn gehörender Zwischenvektor, so wissen wir aus
Tutorium 10, Aufgabe 2, dass die Folge (S(Zn, ξ(n), fk, γk))n≥1 konvergiert, und dann natürlich
gegen das RS-Integral

∫ b

a

fk(γ(t))dγk(t).

(Beachte: γk von beschränkter Variation, γ stetig, fk stetig =⇒ fk ◦γ stetig). Aus (∗) folgt dann,
dass auch die Folge (Sγ(Zn, ξ(n), f))n≥1 konvergiert, und zwar gegen

n
∑

k=0

∫ b

a

fk(γ(t))dγk(t). (1)

Folglich existiert das Wegintegral
∫

γ
f · dx, und außerdem haben wir erhalten, dass es mit (1)

übereinstimmt.

Aufgabe T3

Sei f ∈ BV[a, b] im Punkt x0 ∈ (a, b) stetig. Dann ist auch die Funktion

F (x) =

{

0 für x = a

V x
a (f) für x ∈ (a, b]

in x0 stetig. Beweisen Sie diese Aussage, und schließen Sie mit ihrer Hilfe, dass die Weglängen-
funktion s eines rektifizierbaren Weges γ : [a, b] → R

n stetig ist.

Anmerkung: Aus der ersten Aussage folgt nachstehende Präzisierung von Aufgabe 4 aus Tutorium 10:

Jede stetige Funktion beschränkter Variation lässt sich als Differenz zweier wachsender stetiger Funk-
tionen schreiben.

Lösung:

Wir zeigen zunächst die erste Aussage. Zu vorgegebenem ε > 0 existiert eine Zerlegung Z =
{x0, x2, x2, . . . , xn} (x1 fehlt noch!) des Teilintervalls [x0, b] so, dass

V b
x0

(f) −
ε

2
< V (f, Z) (1)

2
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und es existiert weiter ein δ ∈ (0, x2 − x0) so, dass

|f(x) − f(x0)| <
ε

2

für alle x ∈ Uδ(x0)∩[a, b]. Sei x1 irgendein innerer Punkt von Uδ(x0)∩[x0, b]. Dann ist Z ′ := Z∪{x1}
eine Verfeinerung von Z, und es gilt folglich

V b
x0

(f) −
ε

2

(1)
< V (f, Z) ≤ V (f, Z ′) = |f(x1) − f(x0)| +

n
∑

k=2

|f(xk) − f(xk−1)|.

Da aber |f(x1) − f(x0)| < ε
2 ist, folgt hieraus

V b
x0

(f) −
ε

2
≤

ε

2
+ V b

x1
(f)

bzw.
V x1

x0
(f) = V b

x0
(f) − V b

x1
(f) ≤ ε.

Folglich ist V in x0 rechtsseitig stetig, und die Stetigkeit von links sieht man analog. Damit ist
die erste Aussage bewiesen.
Um die Stetigkeit von s zu beweisen, wenden wir die Abschätzung (2) auf eine beliebige Zerlegung
Z des Intervalls [t, t′] (statt [a, b]) an. Aus

L(γ,Z) ≤

n
∑

k=1

V (γk, Z)

folgt dann zunächst

L(γ,Z) ≤

n
∑

k=1

V t′

t (γk)

und anschließend nach Übergang zum Supremum über alle Zerlegungen Z von [t, t′]:

Länge des Weges von γ(t) bis γ(t′) = s(t′) − s(t) ≤

n
∑

k=1

V t′

t (γk).

Da V t′

t (γk) beliebig klein gemacht werden kann, wenn nur t′ hinreichend nahe bei t liegt (dies war
der erste Teil dieser Aufgabe), folgt die Stetigkeit von s.
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