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12. Tutorium zur
,,Analysis 1T

Riemann-Stieltjes-Integrale

Aufgabe T1
Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion, ¢g eine Funktion aus BV/[a,b] und das RS-Integral

f; fdg moge existieren. Zeigen Sie, dass dann gilt

b
/ fdg' < IflleV2(g).

Losung:
Fiir jede Zerlegung Z = {xq, ..., z,} und jeden zugehorigen Zwischenvektor £ = (&1,...,&,) gilt

> F(&) (g(xk) — glax—1))

k=1

<Z\f &) — g(z-1)|

15(Z,¢. f,9)| =

< [ flloo Z l9(zx) = gze-1)] < [Iflloo V2 (9)-

k=1

Da das RS-Integral f; fdg Grenzwert von RS-Summen S(Z,¢&, f, g) ist, folgt die Behauptung.

Aufgabe T2
Zeigen Sie: ist f stetig auf [a,b] und g € BV]|a, b], so existiert das RS-Integral ff fdg.
Losung:
Sei (Z,) eine Folge von Zerlegungen von [a,b] mit |Z,| — 0, und sei €™ ein zu Z, gehorender
Zwischenvektor. Zu zeigen ist, dass die Folge (S(Z,,&™, £, ¢)) fiir alle f € C[a,b] und g € BV|[a, b]
konvergiert. Hierfiir geniigt es zu zeigen, dass (S(Z,,£™, f,g)) Cauchyfolge ist.
Da wir auflerdem bereits wissen, dass g als Differenz zweier monoton wachsender Funktionen
dargestellt werden kann und da

/abf d(g1 + g2) Z/abf d91+/abf dga,

konnen wir annehmen, g sei eine monoton wachsende Funktion (von beschrénkter Variation).
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Sei e > 0 vorgegeben. Da f stetig ist auf [a,b], ist f dort auch gleichméBig stetig, d.h. es gibt

6 > 0, so dass
€

2(g(b) — g(a))
(Im Fall g(b) = g(a) ist g konstant, und wir haben nichts zu beweisen.) Wir wéhlen nun N so,
dass |Z,| < 0 fir alle n > N. Sei m,n > N und sei Z := Z,, U Z,;, gemeinsame Verfeinerung von
Zy und Z,,. Dann ist fiir jeden zu Z gehoérenden Zwischenvektor &:

1S(Z, €7, £, 9) =S (Zn €™, £, 0)| < |S(Z0n, €™, £,9)—S(Z,€, £, 9)|+]S(Zim, €™, £,9)~S(Z,€, £, 9)],

|f(z) = f(y)| < falls |z —y| < 0.

und wir {iberlegen uns, dass jeder der Summanden auf der rechten Seite < £/2 ist.
Seien dazu etwa Iy, ..., I, die Teilintervalle von Z, und €™ = (&,...,&,) und seien Ji,...,J,
die Teilintervalle von Z und & = (1,...,7n,). Da Z eine Verfeinerung von Z,, ist, erhalten wir

[1:J1U...UJP

mit einem gewissen p. Fiir jedes & € I; und n, € Ji (kK = 1,...,p) ist nun (wobei wir folgende
Schreibweise fiir jedes Intervall I = [c,d] benutzen: Vi(g) := V.4(g) = g(d) — g(c)):

p
FEVL(9) =D Fmw)Vi (g

k=1 k=1 k=1
u €
|f(&) = f(m)| Vi, (9) < Vi, (9)
; 9= 3G —gt@)
Eine entsprechende Abschitzung gilt auch fiir die Intervalle I, ..., I,, und durch Aufsummieren

dieser Abschitzungen erhalten wir

1S(Zn, €™, f,9) — S(Z,€, f,9)| < (Vi (9) + ..+ Vi, (9))
&

= —Va g = s
200 —ga) " " 2
wobei wir hier die Monotonie ausgenutzt haben.

Aufgabe T3
Sei ¢ € (a,b), die Funktion f sei stetig auf [a,b] (Anmerkung: es geniigt sogar Stetigkeit von f in
¢), und die Funktion g sei definiert durch

a fir x € [a,c)
g(x) =43 firz=c
v fiir x € (¢, b]

mit gewissen Zahlen «, 3,~. Berechnen Sie fab fdg.

Loésung:

Sei Z = {xg, ...,z } eine Zerlegung von [a,b] und £ = (&1, ...,&,) ein zugehoriger Zwischenvektor.
Dann liegt ¢ entweder im Inneren eines der Intervalle (x,,—1, z,,) oder fillt mit einem der Punkte
Ty ZUSAIMeEN.

Dabei gilt im ersten Fall

Z f f g Zf Sk (xk 1)) f(gm)( ( m)_g(xm—l)) :f(fm)(’}/—a),
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und um Fall ¢ = z,, ist

S(Z,¢,f,9) = Y f(&)g(zk) — g(wr-1))
—1

k
)(9(2m) = 9(@m-1)) + [ (Ems1)(9(@mi1) — 9(2m))
F&m)(B — ) + f(&ms1)(y = B)-

Aus der Stetigkeit von f in ¢ folgt in beiden Fillen

b
/ fdg = F(©)(y - a).

Beachte: ff fdg ist unabhéngig vom Wert von 3. Setzen wir insbesondere v = 1 und a = 0, so
erhalten wir fab fdg = f(c).

Aufgabe T4
Es bezeichne [z] die grofite ganze Zahl < x, und f sei stetig auf [0,n]. Zeigen Sie, dass dann

/ " =3 .
0 k=1

Loésung:
Mit der Beziehung

/abfd<gl+gz>=/abfdgl+/:fdgz

kénnen wir fab fd[z] in eine Summe von RS-Integralen fab fdg; zerlegen, wobei jedes g; eine Trep-

penfunktion mit nur einer Stufe ist. Jedes der Integrale f: fdg; kann man wie in Aufgabe 3
berechnen. Das Resultat ist die Beziehung

[ sate = s,
0 k=1

Anmerkung: Jede endliche Summe kann als RS-Integral geschrieben werden!

Aufgabe T5
Sei

{0 firze[-1,0 {0 firze[-1,0)
f@) = {1 fiir = € (0, 1] gle) = {1 fiir z € [0, 1]

Dann existieren ffl fdg und fol fdg, aber nicht f_ll fdg. Zeigen Sie diese Aussage.

Losung:

0
/ fdg existiert, denn f € C'[—1,0] und g € BV[-1,0].
-1

1
/ fdg existiert, denn f € BVI0, 1] und g € CI0, 1].
0
(beachte Aufgabe 2 und Anmerkung vor Satz 1 in Abschnitt 11.3 der Vorlesung).
Wir wihlen als Zerlegung Z,, die Unterteilung von [—1, 1] in n gleichlange Intervalle und wihlen

zugehorige Zwischenvektoren £ so, dass die Zwischenpunkte immer im Inneren der rechten
Hilfte der Intervalle [xg_1,xy] liegen:
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Tp—1 Tk
Falls n gerade ist, so ist 0 € Z,, (genauer: 0 = x,,/5), und wir erhalten
k=0
= f(gn/2)(g(xn/2) - g(xn/2—1)) + f(én/2+l)(g($n/2+l) - g(xn/2))
= f(&n2)(9(0) — g(=2/n)) + f(&n2+1)(9(2/n) — g(0)) = 0.
l . i
x — —
Falls n ungerade ist, so sind —% und % die beiden zu 0 nichstgelegenen Punkte von Z, und wir
bekommen:

S(Zn, ", ,9) = F(&)(9(xk) — glwr-1))

3=
o+

Die Folge (S(Zn, €™, f, g))nen konvergiert also nicht, obwohl |Z,| = 2/n — 0.



