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2. Ubung zu den LP-Riumen

7.

a) Betrachte Q = (0,1) und f(x) = 2%, o € R. Fiir welche 1 < p < oo liegt f in LP(Q)?
b) Betrachte Q = (0,1)% und f(z) = |2|%, a € R. Fiir welche 1 < p < oo liegt f in LP(Q)?

8. Sei (2,2 p) ein endlicher Mafraum (u(€2) < oo) und 1 <r < p < oo. Beweise:
a) LP(, 1) € L(, ).

b) Fiir f € L=(Q, p) gilt || flloo = limp oo || flp-

c) Falls f € LPo fiir ein pg, so gilt || f][1 = lmy, 1 || f|l,-

Zeige auch, dass L} (RY) C L} (RY).

loc

9. SeineNund 0 < p; < oo, f; € LPi fiir i = 1,...,n. Sei ferner 0 < p < oo so, dass
% =31, p%' Beweise:

n n n
[Trierr wa [Tz <ITI%l.
i=1 i=1 i=1

10. Interpolationsungleichung. Seien py,p; € (0,00], po < p1, € € (0,1) und i =
lp;og + p%- Sind f € LPO(Q2, u) N LP(Q, p), dann f € LP?(£2, pu), und es gilt

—0 0
1 1lpe < 1F 115 £ 11, -

Wir haben auch den folgenden “Interpolationssatz” gesehen: Fiir 0 < p <r < ¢ < oo
gilt
Ifllp <1 Iflg <1 = fll- <1

11. Beweise die Interpolationsungleichung mithilfe der Interpolationssatz! Hinweis: mul-
tipliziere p und f mit geeigneten Skalaren, so dass der Interpolationssatz verwendbar wird.

12. Beweise, dass ein normierter Vektorraum X genau damm vollstdndig ist, falls fiir
jede Folge z,, € X die Konvergenz der Skalar-Reihe ) |z, || auch die Konvergenz der
Vektor-Reihe ) 2y, in X impliziert.

neN |

13. Sei (2,2, ) ein Mafraum. Die folgenden Aussagen sind zu beweisen.

a) Der Raum L' N L>®(Q, u) := LY (2, p) N L®(, i), versehen mit der Norm || f|| p1qpe i=
/11 + || f]loos ist ein Banachraum.

b) Definiere L' + L>®(Q,u) == {f : f : Q@ — Kmessbar und 3g € L'(Q,pu), h €
L>(Q, ) mit f = g+ h}. Die Abbildung

I fllLrszoe = mt{|[RlL + llglloc : f =g +h, h€ L', g€ L7}
ist eine Norm, versehen mit der L' + L> ein Banachraum ist.
14. Beweise das Folgende: Fiir 1 < p < oo sind LP-R&ume strikt konvex, d.h. fiir f, g, €

LP(Q, p) mit || f 4+ gll, =2, | fll, = llgll, = 1 gilt f = g. Was kann man im Falle p = 1, 00
aussagen? Fiir welche p € (0, +o0] sind die Einheitskugel in LP konvex?
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15. Beweise, dass L'(R?) verschen mit # eine kommutative Banach algebra ist, die kein
neutrales Element besitzt! Wie sollte ein “solches Element” aussehen?

16. Beweise:
a) Falls f € C(K), K C R? kompakt, dann gilt sup,cx |f(z)] = || fllz =wesentliche

Supremum von f.
b) Der Raum F,(R?) aller beschriinkten Funktionen f : RY — C versehen mit || - || ist

ein Banachraum.

¢) BUC(R?) versehen mit || - ||« ist ein Banachraum.
d) Eine beschriinkte Funktion f : R? — C ist genau dann gleichmissig stetig, wenn die
Abbildung

R? 3y s 7, f € Fy(RY)
beziiglich der sup-Norm stetig ist.



