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1. Ubung zu den Dualraum von C([0,1])

Wir wollen eine Darstellung fiir den Dualraum von C([0, 1]) finden. Wir fithren zunéchst
einige Begriffe ein.

1. Sei g:[0,1] — R eine Funktion. Die Variation von ¢ auf [a,b] C [0, 1] ist definiert
durch

e

g = sup Zlg —g(ti—1)-

to=a<t1 <ta<..<tn=b ]
Ist Vég <= 00, 80 heift g eine Funktion von beschrinkter Variation. Die Menge
aller solchen Funktionen auf [0, 1] wird mit BV([0, 1]) bezeichnet. Zeige, dass die Menge
BV([0,1]) ein Vektorraum ist, auf dem die Abbildung g — V{ g eine Halbnorm definiert.
Gib Beispiele fiir BV und nicht BV Funktionen an. Zeige VZ g+Vig=Vigfira<b<ec

2. Sei f € C([0,1]) und g € BV([0,1]). Im Folgenden werden wir Unterteilungen P
{to,t1,...,tn} des Intervalls [0,1] betrachten mit tp = 0 < t; < to < ... < t, =
Betrachte eine verfeinernde Folge P, von Unterteilungen, so dass max{tf_H — tf v
1,...,nF} — 0 fiir k¥ — co. Diese Eigenschaft werden wir mit der Bezeichnung “Pj, — 07
notieren. Zu einer Unterteilung Py betrachte die Summe

=1

np—1

= 3 fat)a(eh) - o)

Zeige, dass fiir P, — 0 die Folge Sp, konverglert und, dass der Grenzwert unabhéngig von
der Wahl der Folge Py ist. Der Limes

1 ng—1

(f) g:= lim Z FE(g(tr ) — g(th)),

Pk—>0

nennt man das Riemann-Stieltjes Integral von f beziiglich g. Analog definiert man
den Ausdruck f: f dg.

3. Beweise die folgenden Eigenschaften des Riemann-Stieltjes Integrals:

a) Fiir f1, f» € C([0,1]), g € BV([0,1]) und € R gilt (fj(fl +Afy) dg = gfl dg+)\0flf2 dg

b) Fiir £ € C((0, 1]), g1, 92 € BV([0, 1]) und A € R gilt gfd(gl +Ags) = Oflfdgl +Azfdgz
1 1 1

¢) Fiiv f € C([0,1]) gelten [ £ d1 =0 wnd J £ d(id) = | f(z) da. (id(z) = o)

d) Ist g € C0,1] so ist g € BV(]0,1]) und es gilt (/j‘f dg = g‘f(x)g’(x) dx

¢) Fitr f,g € C((0,1]) N BV((0, 1)) gilt zfdg = fd, - igdf.

4. Fiir g € BV((0, 1]) definiere

1
¢g(f) = ({f dg.
Dann ist ¢, € (C([0,1]))’ mit ||¢y]| = V{g. Beweise dies!
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5. Alle Funktionen in dieser Aufgabe sind auf [0, 1] definiert.

a) Beweise, dass eine monotone Funktion in BV([0, 1]) ist.

b) Sei g € BV([0,1]). Zeige, dass die Funktion h(t) := V{ g monoton steigend und f(t) :=
g(t) — h(t) monoton fallend ist. Zeige, dass jede BV-Funktion kann als die Summe
zweier monotonen Funktionen dargestellt werden.

c) Sei g € BV([0,1]) und f € C([0, 1]) falls nicht explizit gegeben. Berechne fol f dg fiir

O f=1 () g=1p0 ()g=> blig.a,) (v)g@) =a"+sign(z—1/2),f(z)==x.
j=1

d) Sei g(z) = 1/2 — |z — 1/2|. Zeige g € BV([0,1]), also ¢, € (C([0,1]))’. Nach dem
Riesz’schen Darstellung-Satz existieren Mafe p*, und p~ auf [0, 1], so dass ¢q4(f) =
[ fdut — [ fdu~. Gib diese Make an.

6. Sei ¢ € (C([0,1]))". Dann existiert ein g € BV([0,1]), so dass

1

fir alle f € C([0,1]) gilt o(f) = gfdg

und [|¢|| = V§g gelten. Beweise dies! Hinweis: betrachte die charakteristische Funktion
ljo). Diese ist zwar nicht stetig, aber wenn g(t) := ¢(1jg4)) sinnvoll definiert werden
kinnte, wiirde sie das gewiinschte g ergeben. Um ¢(1joy)) zu definieren, betrachte statt ¢
eine geeignete Fortsetzung ¥ auf dem Raum von beschrinkten messbaren Funktionen.



