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11. Übung zu Riemannsche Geometrie
Aufgabe 49 – Kontraktionen:

a) Was ist die Kontraktion eines (1, 1)-Tensors?

b) Zeigen Sie, dass eine Kontraktion basisinvariant ist.

c) Die Ricci-Krümmung wird definiert durch Ricp(X) := 1

‖X‖2

∑n−1

k=1
g
(

R(ek, X)X, ek

)

,

wobei ek eine Orthonormalbasis in TpM ∩ (X(p))⊥ ist. Warum hängt auch dieser
Ausdruck nicht von der Basiswahl ab?

Aufgabe 50 – Linsenräume:

Indem wir C2 = R4 identifizieren, wird S3 = {(w, z) ∈ C2 : ww̄ + zz̄ = 1}. Für k ∈ N

schreiben wir Zk = {ζκ := e2πiκ/k : 0 ≤ κ ≤ k − 1} als multiplikative Gruppe k-ter
Einheitswurzeln in C.

a) Zk operiert auf S3 durch (w, z) 7→ (wζκ, zζ
m
κ ) eigentlich diskontinuierlich, und zwar

für jedes m ∈ N, das teilerfremd zu k ist.

b) Zk operiert durch Isometrien (oder auch orthogonal). Daher hat der Quotientenraum
L(k, m) = S3/Zk mit Riemannscher Quotientenmetrik die konstante Krümmung +1.
Warum ist π1(L(k, 1)) 6= 0, wenn k ≥ 2?

c) Finden Sie eine geschlossene Geodätische mit Länge 2π/k in L(k, 1).

d) Bestimmen Sie r, so dass expp : Br → L(k, 1) injektiv ist für alle p ∈ L(k, 1).

Aufgabe 51 – Zweite Bianchi-Identität:

Wir betrachten den Tensor T (X, Y, U, V ) := g
(

R(X, Y )U, V
)

. Zeigen Sie die zweite

Bianchi-Identität

∇T (X, Y, U, V, W ) + ∇T (X, Y, V, W, U) + ∇T (X, Y, W, U, V ) = 0.

Dabei ist die Tensorableitung ∇T definiert durch die Produktregel

∂XT (Y1, . . . , Yr) := ∇T (Y1, . . . , Ys, X) + T (∇XY1, Y2, . . . , Ys) + . . . + T (Y1, . . . ,∇XYs).

Tipp: Für p ∈ M wähle geeignete Felder Xi mit ∇Xi
Xj(p) = 0. Rechne dafür die obige

Tensorableitung aus –zyklische Summe!– und benutze die Jacobi-Identität.

Aufgabe 52 – Satz von Schur:

Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n ≥ 3. Zeigen Sie: Ist M isotrop,
d.h. Kp(σ) hängt von σ nicht ab, so hängt Kp(σ) sogar von p nicht ab; M ist also eine
Mannigfaltigkeit konstanter Krümmung.
Tipp: Sei T ′(W, Z, X, Y ) := g(Z, X)g(W, Y )−g(W, X)g(Z, Y ). Setzen wir T (W, Z, X, Y ) :=
g(R(W, Z)X, Y ), so gilt nach Satz 6 dann Tp = κ(p)T ′

p. Folgern Sie dann aus der 2.
Bianchi-Identität, ∇T (W, Z, X, Y, U)+∇T (W, Z, Y, U, X)+∇T (W, Z, U,X, Y ) = 0, dass

0 =∂Uκ
(

g(Z, X)g(W, Y ) − g(W, X)g(Z, Y )
)

+ ∂Xκ
(

g(Z, Y )g(W, U)

− g(W, Y )g(Z, U)
)

+ ∂Y κ
(

g(Z, U)g(W, X) − g(W, U)g(Z, X)
)

.

Wählen Sie nun X, Y, Z orthonormal und U = Z. Es folgt g
(

(∂Y κ)X − (∂Xκ)Y, W
)

= 0.
Warum verschwindet also κ?


