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11. Ubung zu Riemannsche Geometrie
Aufgabe 49 — Kontraktionen:

a) Was ist die Kontraktion eines (1, 1)-Tensors?

b) Zeigen Sie, dass eine Kontraktion basisinvariant ist.

c¢) Die Ricci-Kriimmung wird definiert durch Ric,(X) := W Sl g(R(er, X)X, ex),
wobei e eine Orthonormalbasis in T,M N (X (p))* ist. Warum héngt auch dieser
Ausdruck nicht von der Basiswahl ab?

Aufgabe 50 — Linsenridume:

Indem wir C* = R* identifizieren, wird S* = {(w,2) € C? : ww + 2z = 1}. Fir k € N

schreiben wir Z, = {(. := e*™/* . 0 < k < k — 1} als multiplikative Gruppe k-ter

Einheitswurzeln in C.

a) Zj, operiert auf S* durch (w,2) — (w(,, 2¢™) eigentlich diskontinuierlich, und zwar
fiir jedes m € N, das teilerfremd zu k ist.

b) Zj operiert durch Isometrien (oder auch orthogonal). Daher hat der Quotientenraum
L(k,m) = S3/Z; mit Riemannscher Quotientenmetrik die konstante Kriimmung +1.
Warum ist 7y (L(k, 1)) # 0, wenn k > 27

c¢) Finden Sie eine geschlossene Geodétische mit Lénge 27 /k in L(k, 1).
d) Bestimmen Sie r, so dass exp, : B, — L(k, 1) injektiv ist fiir alle p € L(k, 1).

Aufgabe 51 — Zweite Bianchi-Identitét:

Wir betrachten den Tensor T(X,Y,U, V) := g(R(X, YU, V). Zeigen Sie die zweite
Bianchi-Identitdt

VT( X, Y, U V.W)+VT(X,)Y, VW U)+VT(X,Y,W,U, V) =0.
Dabei ist die Tensorableitung VT definiert durch die Produktregel
OxT(Y1,...,Y,) =VT(Yy,....Y , X)+T(VxY, Yo, ... .Y )+ ... +T(Y1,...,VxYy).

Tipp: Fir p € M wihle geeignete Felder X; mit Vy, X;(p) = 0. Rechne dafiir die obige
Tensorableitung aus —zyklische Summe!— und benutze die Jacobi-Identitét.

Aufgabe 52 — Satz von Schur:

Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension n > 3. Zeigen Sie: Ist M isotrop,
d.h. K,(0) hingt von ¢ nicht ab, so hingt K,(c) sogar von p nicht ab; M ist also eine
Mannigfaltigkeit konstanter Kriimmung.

Tipp:SeiT'(W, Z, X, Y) := g(Z, X)g(W,Y)—g(W, X)g(Z,Y). Setzen wir T(W, Z, X, Y) :=
g(R(W,Z)X,Y), so gilt nach Satz 6 dann T, = x(p)T,. Folgern Sie dann aus der 2.
Bianchi-Identitit, VT(W, Z, X, Y, U)+ VT(W, Z,Y,U, X )+ VT(W, Z,U, X,Y) = 0, dass

0 =00 (g(Z, X)g(W,Y) = g(W. X)g(Z,Y)) + Ox(9(Z,Y )g(W, V)
— g(W.Y)g(2,0) + dyn(9(Z,U)g (W, X) = g(W.U)g(Z,X)).

Wihlen Sie nun X, Y, Z orthonormal und U = Z. Es folgt g((dy k)X — (Oxk)Y, W) = 0.
Warum verschwindet also <7



