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6. Ubung zu Riemannsche Geometrie

Aufgabe 24 — Quiz zur Exponentialabbildung:

In R™ gilt exp (v) = ............. Also ist d(exp,)o(w) = .............
Betrachten wir nun die Sphére S2. Sei p € S2.

a) Es sei v € T,S? mit |v| = 7/2. Bestimmen Sie geometrisch und als Formel:
eecxp,v e d(expp)vﬁ e d(exp,),w fiir w L v ein Einheitsvektor.

b) Es sei v € T,S* mit |v| = . Bestimmen Sie wiederum:
eecxp,v d(expp)vﬁ e d(exp,),w fiir w L v ein Einheitsvektor.

¢) Gibt es ein v € T,S? so dass (dexp,),v = 07

Aufgabe 25 — Geoditische auf dem Zylinder:

Es sei Z ein Zylinder in R?, z.B. Z = {(z,y,2) : 2> + y*> = 1}.

a) Zeigen Sie, dass es fiir je zwei Punkte p # ¢ auf Z unendlich viele Geodétische von p
nach ¢ in Z gibt.

b) Gilt das auch fiir p = ¢7

Aufgabe 26 — Geoditische unter Isometrien:

Gibt es auf R? \ {0} eine Metrik, beziiglich welcher alle Ursprungskreise Geodétische
sind?

Aufgabe 27 — Erste Variation der Energie:

Es sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit und c: [a,b] — M eine differenzierbare
Kurve. Weiter sei h, eine eigentliche Variation von ¢ mit Vektorfeld V.

b
a) Berechnen Sie die erste Variation dy E(c) des Energiefunktionals E(c) := [ [|c/[|* dt.

b) Zeigen Sie, dass genau dann dy E(c) = 0 fiir alle eigentlichen Variationen mit Vek-
torfeld V' gilt, wenn ¢ eine Geodétische ist.

Aufgabe 28 — Geoditische in SO, (R):

Wir definieren exp(A) :=> 77, %Ak, dabei sei A° := 1.

a) Zeigen Sie, dass exp(A) fir jedes A € M, (R) konvergiert, so dass exp: M,(R) —
M,(R).

b) Wir definieren durch c(t) := exp(tA) := Y7, H(tA)F ein Kurve ¢: M,(R) — R.
Berechnen Sie ¢/, ¢’ und zeigen Sie mit der Differentialgleichung von ¢ die Identitét
c(s+1t) =c(s)c(t).

¢) Wir bezeichnen den Vektorraum der schiefsymmetrischen n x n-Matrizen mit o,,(R),
und den der symmetrischen mit Sym, (R). Zeigen Sie, dass man beziiglich (-,-) die
orthogonale Zerlegung M,,(R) = Sym,,(R) @ o,,(R) hat.

d) Fiir A € 0,(R) folgern Sie nun mit b) und ¢) die folgenden Behauptungen.

i, Die Kurve ¢(t) liegt in der Drehgruppe, exp(tA) € SO, (R).
i, ||/(t)] ist konstant beziiglich der Metrik (A, B) = tr(ABT).

iii, ¢ ist Geodétische in SO, (R).



