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2. Ubung zu Riemannsche Geometrie

Aufgabe 5 — Matrixdarstellung von Bilinearformen:

Es sei b: V x V — R eine symmetrische Bilinearform.

a) Geben Sie zu einer Basis {vy,...,v,} von V eine symmetrische n x n-Matrix A an
mit
b(v,w) =v" - A-w.
b) Gibt es eine Basis, fiir die A diagonal ist? (Zitieren Sie einen Satz!)

c¢) Stellen Sie eine Bedingung an A (bzw. b), so dass A Rang n hat. Geben Sie dann
eine Basis an, so dass die Diagonale von A nur Elemente £1 enthélt.

Aufgabe 6 — Metrik auf einem Graphen:

Fir f € C'(R?* R) betrachten wir den Graphen M := {(uj,ug,u3) € R*® : uz =

flur,uz)}.

a) Warum ist M Mannigfaltigkeit und ¢: R? — R3, p(uy, us) := (ul,u2, f(ul,UQ)) eine
Immersion?

b) Fiir p € M := R? sei g,(X,Y) := (dp - X,dp - Y) fir X,Y € V(R?). Warum ist g,
eine symmetrische Bilinearform auf M?

c¢) Berechnen Sie die Koeffizienten der ersten Fundamentalform

%) 9, .
9i(p) == gp (8“(]9)7 %(p)) , 1< <2
i J

Aufgabe 7 — Polarkoordinaten:

Essei P: Q CR?* = R? (r,¢) — (rcosp,rsing) gegeben.

a) Wihlen Sie ein maximales  C R? so dass P Immersion ist. Warum ist P lokaler
Diffeomorphismus?

b) Sei (-, -) die Standardmetrik auf dem Bild. Bestimmen Sie die Riemannsche Metrik ¢
auf €0, so dass P lokale Isometrie wird.

Aufgabe 8 — Lingen von Kurven:

Berechnen Sie die Langen L der Kurven

a) c_q1:[0,T 1] — M2, c_1(t) = (0,t), mit T_; < 1;
b) cy1: [0, T1]) — M3y, cia(t) = (0,¢), mit Ty > 0.

Aufgabe 9 — Metrik auf Matrizenraumen:
Es seien A, B € R™" beliebige Matrizen.
a) Zeigen Sie, dass
g(A, B) :=Spur (A - B)
eine symmetrische Bilinearform darstellt.
b) Was ist das Vorzeichen von g(A, A), falls A symmetrisch bzw. schiefsymmetrisch ist?

¢) Berechnen Sie den Index von g. Schreiben Sie dazu eine gegebene Matrix A als Summe
einer symmetrischen und einer schiefsymmetrischen Matrix.



