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Harmonische Funktionen

Sei U C R" offen und f : U — R zweimal stetig differenzierbar. Dann heifit f harmonisch auf U,
wenn o o
82()+ +a—2()_0 Vz e U. (1)

Die partielle Differentialgleichung (1) heifit Laplacegleichung und A der Laplaceoperator.
Aufgabe T1
Eine Verschiebung im R? wird beschrieben durch eine Koordinatentransformation & = « +a, § =

y—+bmit a,b € R; eine Drehung durch & = xcosa+ysina, § = —zsina+ ycos a mit a € [0, 27).
Sei u eine harmonische Funktion: u;, + uy, = 0.

(Af) (@) =

Zeigen Sie, dass die Funktion u(z,9) = w(x(Z,y),y(Z,y)) ebenfalls harmonisch ist: @3z + tg5 = 0.

Zusatzaufgabe fir Studierende mit Grundkenntnissen in linearer Algebra:
Bestitigen Sie diese Invarianz des Laplaceoperators gegeniiber Verschiebung und Drehungen auch
im R™.

Aufgabe T2
Wir betrachten in der Ebene kartesische (z,y) und Polarkoordinaten (r,¢) mit = = rcosp, ¢ =
rsin . Die Funktion u geniige der Laplacegleichung g, + ty, = 0.
Zeigen Sie, dass fiir v(r, ¢) = u(r cos ¢, rsiny) gilt:

1 1
Vpp + —5 Vpp + = U = 0 (= Laplacegleichung in Polarkoordinaten).
r

Aufgabe T3
Wir betrachten im Raum R? kartesische (,y, z) und Kugelkoordinaten (r, ¢, 6)
mit x = rsinfcosy, y =rsinfsiny, z = rcosb:

r=va2+y2+22= V82 + 22 mit s = /22 + 92,

r=scosp, y=ssingp, z=rcosf, s=rsinb.

Die Funktion u geniige der Laplacegleichung wu;, + uyy + u.. = 0.
Man zeige, dass fiir v(r, ¢, 6) gilt:

2 1 1
Uprt= Upt—5 <ue9 + (cot O)ug + —y u%p> = (= Laplacegleichung in Kugelkoordinaten).
r r sin



(Hinweis: Es vereinfacht die Rechnung, in zwei Schritten vorzugehen und in jedem Schritt das
Resultat von Aufgabe 2 zu benutzen.)

Aufgabe T4
Bestimmen Sie die rotationssymmetrischen Losungen der Laplacegleichung auf R?\ {0}, R?, R3\ {0}
und R3.



