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5. Tutorium zur
»Analysis II*

Wallis’sches Produkt, Stirlingsche Formel

Unser erstes Ziel ist es, die Wallis’sche Produktformel

zu beweisen.

Aufgabe T1
Sei I, (z) := [sin™(x) dx fiir m > 0. Bestimmen Sie Iy, I; und zeigen Sie fiir m > 2 die Rekursi-
onsformel
Iy, = L cos(x) sin™ ! (x) + m_1 Im—o.
m m
Aufgabe T2
Berechnen Sie hiermit die Zahlen

und zeigen Sie, dass
Aonto < A1 < Aop.

Aufgabe T3
SchlieBen Sie hieraus auf die Existenz des Grenzwertes lim 2211

e und bestimmen Sie diesen. Leiten
Sie hieraus (1) ab.

Unser zweites Ziel ist die Stirling’sche Formel, die eine Aussage iiber das asymptotische Verhalten
der Zahlen n! macht. Sind (a,), (b,) Folgen von Zahlen a,, b, # 0, so nennen wir diese Folgen
asymptotisch gleich und schreiben dafiir a,, ~ b,,, wenn

Die Stirlingsche Formel lautet dann



Beweis: Im Tutorium iiber numerische Integration haben wir die Trapezregel bewiesen:

Ist f:[k,k 4+ 1] — R zweimal stetig differenzierbar, so existiert ein £ € [k, k + 1] mit

b 1 1 2
| @ = 5070+ £+ 1) = 357(6)

Wegen In”(z) = —m% folgt hieraus fiir k =1,2,...: 3 & € [k, k + 1]:

k+1 1
/k In(e)dr = 5 (k) +In(k + 1) + g
Summation von k = 1 bis n — 1 ergibt
n n 1 1 n—1 1
/1 In(z)dx = Zln(k) ~3 In(n) + D Z g
k=1 k=1
Da N
/ In(z)dzr = xIn(z) — z|} =nln(n) —n+1,
1
folgt

iln(/ﬁ) = <n - %) In(n) — n + v,

mit v, ;=1 — % ZZ;% é Wir nehmen von beiden Seiten die Exponentialfunktion und erhalten mit

cp = e

1
+§ —-n

n
nl=n e ey,

Aufgabe T4
Zeigen Sie, dass der Grenzwert lim ¢, =: ¢ existiert.

Aufgabe T5
2
Brechnen Sie ¢, indem Sie die Folge CCQ—'; betrachten und die Wallis’sche Formel benutzen. Leiten

Sie hieraus die Stirlingsche Beziehung ab.

Aufgabe T6
Mit Hilfe des Wallis’schen Produktes und der Aufgabe 4 aus dem Tutorium 4 ist zu zeigen, dass
1

I(;) = V7.



