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Funktionen von beschriankter Variation

Eine Funktion g : [a,b] — R heifit von beschrinkter Variation, wenn es eine Konstante M > 0 gibt,
so dass fiir jede Zerlegung Z = {zp,...,2,} von [a,b] gilt

V(g. 2) = lg(z) — gzr-1)| < M.
k=1

Ist g von beschriankter Variation, so heifit die Zahl

Vi (9) = supV (g, 2)
die Totalvariation von g auf [a,b]. Die Menge aller Funktionen beschrinkter Variation auf [a,d]
bezeichnen wir mit BV/a, b].

Aufgabe T1
Zeigen Sie: jede Treppenfunktion, jede monotone Funktion, jede Lipschitz-stetige Funktion auf
[a,b] gehort zu BV(a, b].

Aufgabe T2
Ist jede stetige Funktion von beschrinkter Variation?
Ist g von beschriankter Variation auf [a, b] und [¢,d] C [a,b], so ist g auch von beschrinkter Variation

Variation auf [c, d] und
Vig) < V2(g).

Zeigen Sie folgende “Umkehrung” dieser Aussage:

Aufgabe T3
Sei a < ¢ < bund g : [a,b] — R sei auf [a,c] und [c,b] von beschrénkter Variation. Dann ist
g € BV][a,b] und es gilt
Vi (9) = Viilg) + Ve(9)-

Aufgabe T4
Zeigen Sie: Eine Funktion g : [a,b] — R ist genau dann von beschrénkter Variation, wenn sie als
Differenz zweier wachsender Funktionen dargestellt werden kann.
Hinweis: Betrachten Sie auf [a, b] die Funktion f(z) := V7 (g).
Da monoton wachsende Funktionen nur abzihlbar viele Unstetigkeitsstellen aufweisen kénnen, folgt
aus dieser Aufgabe und dem Lebesgueschen Integrabilitdtskriterium, dass Funktionen von beschrink-
ter Variation Riemannintegrierbar sind.



