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Einfiihrung in die Funktionalanalysis
9. Ubung

Aufgabe 1
(a) Entscheiden Sie, ob die Funktion

fz) = r falls 0<x <1,
TV 2 falls l<z<?2,

schwach differenzierbar in L?(0, 2) ist.

(b) Fiir welche o > 0 liegt die Funktion f(x) = |z|* in H'(—1,1)? Fiir welche o > 0 ist
feci(-1,1)?

Aufgabe 2

Beweisen Sie Korollar 7.5 aus der Vorlesung: Sei I := (a,b) mit —oco < a < b < oo und
u,v € H'(I). Dann ist wv € H*(I) und (uv)’ = v'v + uv’. Aulerdem gilt

/u’vdt-uv!i—/ w'dt  fiir alle z,y € (a,b).
Yy Yy

Bemerkung: Hier diirfen Sie verwenden, dass C*(I) N H'(I) dicht in H'(I) liegt.

Aufgabe 3 Inhomogene Neumann-Randbedingung (K)
Wir betrachten das Problem

—u' +u=f auf I = (0,1)
{ w(0) =, u/(1) =4, (1)

wobei o, 8 € R und f € L?(I). Zeigen Sie:

(a) Falls u eine klassische Losung von (1) ist, so gilt
/u'v' + /uv - /fv —av(0)+ Bu(1) Ve HY(I). @)
I T I
(b) Die Linearform ¢ : H'(I) — R gegeben durch

ﬂwzﬂm—w@+mm

ist stetig. (Hinweis: Satz 7.4.)
(c) Es gibt genau eine Funktion u € H'(I), die (2) 16st.
(d) Fiir diese schwache Losung gilt ©/(0) = a und v'(1) = 5.



Aufgabe 4 (K)
Es sei I := (a,b) mit —0o < a < b < oo und f € L*(I). Betrachten Sie die folgenden beiden

Aussagen:

(i) fe HY(I).

(i) Fir alle I’ := (a/,0') C I mit [a/,b] C I existiert der Grenzwert

SR~ f()
h—0 h

in LX(I").
(Hier muss oBdA |h| < min{a — a/,b — 0’} genommen werden, damit die Funktion
f(-+ h) auf I’ iiberhaupt sinnvoll definiert ist.)
Zeigen Sie:
(a) Aus (i) folgt (ii).
(b) Aus (ii) folgt f € H} (I) (d.h. fist in H'(K) fiir jedes kompakte K C I).
Bemerkung: Hier diirfen Sie wieder verwenden, dass C°°(I) N H'(I) dicht in H'(I) liegt.

Die mit (K) gekennzeichneten Ubungen kénnen in der nichsten Ubungsstunde schriftlich

zur Korrektur abgegeben werden.



