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Einfiihrung in die Funktionalanalysis
8. Ubung

Aufgabe 1 (K)

(a) Geben Sie Beispiele fiir Unterrdume U von Hilbertrdumen H, sodass U ¢ (U L)L.

(b) Beweisen Sie Lemma 6.2, die Parallelogrammgleichung.

Aufgabe 2 (K) (Dirichlet’sches Prinzip)

Es sei H ein Hilbertraum, a : H x H — K eine stetige, koerzive Sesquilinearform und
p € H'. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Es gibt genau ein v € H mit a(v,u) = ¢(v) fiir alle v € H.
(b) Das Funktional
1
Fv) = éa(v,v) —Rep(v), veH,
besitzt ein absolutes Minimum, das nur in v angenommen wird.
Hinweis: Zeigen Sie, dass es ein « > 0 gibt, sodass fiir alle v € H gilt:

1
F(v) = F(u) = Sa(v = u,v =) > S v —ul

Aufgabe 3 (Hardyraum)
Essei D :={z € C:|z| < 1}. Dann heifit

1 27 )
H*(D) := {f : D — C holomorph mit sup — |f(re™)|? dt < oo}
0<r<1 2T Jo
Hardyraum. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Ist f: D — C holomorph mit Potenzreihendarstellung f(z) = 32 ja,,(f)z", so gilt

f € H2(D> = (an(f))nzo e l2.

(b) Fiir f,g € H*(D) existiert

r—1_ 27T 0

und es gilt (f,9) = {(an(f)), (an(g))), wobei (-,-) das Skalarprodukt in [? ist.
(c) (H*(D),(-,+)) ist ein Hilbertraum.



Aufgabe 4 (Rademacher-Funktionen in L?)

Zeigen Sie, dass die Rademacher-Funktionen
rn(t) == sgn(sin(2"7t)), n € N,

ein Orthonormalsystem, aber keine Orthonormalbasis von L?([0,1]) bilden. Skizzieren Sie
aulerdem rg, r; und 7s.

Die mit (K) gekennzeichneten Ubungen kénnen in der néichsten Ubungsstunde schriftlich
zur Korrektur abgegeben werden.



