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Einfiihrung in die Funktionalanalysis
2. Ubung

Aufgabe 1

(a) Zeigen Sie, dass ? mit 1 < p < oo separabel ist.
(b) Geben Sie eine beschriankte Folge in ¢*° an, die keine konvergente Teilfolge besitzt.
(c) Zeigen Sie, dass ¢*° nicht separabel ist.

Aufgabe 2 (K)

Es sei X := 1 < p < oo, und (a,), eine beschrinkte Folge in C. Die Operatoren
R, L,M, T : X — X seien definiert durch

R:(x1,29,...) +— (0,21,29,...),

L:(x1,29,...) — (x2,23,...),

M : (z1,29,...) +— (a121,a2%9,...),
T :=ML.

(a) Zeigen Sie, dass R, L, M, T beschrinkte Operatoren auf ¥ sind und bestimmen Sie die
jeweiligen Operatornormen.

(b) Es gelte auflerdem |a;| > |as| > ---. Fiir n € N bestimme man die Operatornormen
von R™ L" M", T".

Aufgabe 3

Es seien (X1, | - ||1) und (Xa, | - ||2) normierte Raume. X; heifit isomorph zu Xs, falls eine
lineare, bijektive Abbildung ¢ : X; — X, existiert, so dass ¢ und ¢! stetig sind. Gilt
auBerdem ||p(z)||2 = ||z||; fiir alle x € X7, so heiit ¢ isometrischer Isomorphismus.
Esseia <a<f<bund U :={f € C([a,b]) : f(s) = 0 fir alle s € [a, ]} Zeigen
Sie, dass U ein abgeschlossener Unterraum von C/([a,b]) ist und dass der Quotientenraum
C(a,b)/U isometrisch isomorph zu C([«, 5]) ist.

Aufgabe 4 (K)
Sei Lip([0,1]) := {f : [0,1] — R : f Lipschitz-stetig}. Fur f € Lip([0, 1]) sei

| fllLip :== | £(0)] +sip‘w _
T#y

=Y

Zeigen Sie, dass (Lip([0,1]),]| - |lLip) ein Banachraum ist.

Die mit (K) gekennzeichneten Ubungen kénnen in der néchsten Ubungsstunde schriftlich
zur Korrektur abgegeben werden.



