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Einführung in die Funktionalanalysis
13. Übung

Aufgabe 1

Sei T ∈ L(X), X ein Banachraum. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Ist λ 6∈ Pσ(T ) so ist der Operator (λ− T )−1 : Im(λ− T ) → X abgeschlossen.

(b) Sei λ 6∈ Pσ(T ). Es gilt λ ∈ Aσ(T ) genau dann, wenn (λ − T )−1 : Im(λ − T ) → X
unstetig ist (Hinweis: Benutzen Sie den Satz vom abgeschlossenem Graphen).

(c) Es gilt λ ∈ Aσ(T ) genau dann, wenn eine Folge (xn) ⊆ X existiert mit ‖xn‖ = 1 und
(λ− T )xn → 0.

Aufgabe 2

Sei 1 < p < ∞ und der Operator T : `p → `p durch (x1, x2, x3, . . .) 7→ (1 ·x2,
1
2
·x3,

1
3
·x4, . . .)

gegeben. Beweisen Sie, die folgenden Aussagen:

(a) T ist kompakt.

(b) σ(T ) = {0}, aber T n 6= 0 für alle n ∈ N.

(c) Jede Matrix A ∈ Rn×n mit σ(A) = {0} ist nilpotent, d.h. es exisiert ein m ∈ N mit
Am = 0.

Aufgabe 3 (K)

Sei K ⊆ C kompakt und nicht leer. Zeigen Sie, dass es einen stetigen Operator T auf `2

gibt, für den σ(T ) = K gilt. Hinweis: Multiplikatoren!

Aufgabe 4 Fredholmsche Alternative, Volterra-Integralgleichung (K)

Es sei λ ∈ C und k ∈ C([0, 1]). Zu vorgegebenem g ∈ C([0, 1]) betrachten wir die Integral-
gleichung

λf(x)−
∫ x

0

k(y)f(y)dy = g(x) für x ∈ [0, 1]. (1)

Zeigen Sie zunächst, dass das homogene Problem (d.h. g = 0) keine stetige Lösung f 6= 0
besitzt und folgern Sie daraus mit Hilfe von Aufgabe 3.2 und der Fredholmschen Alternative,
dass (1) für jedes g ∈ C([0, 1]) genau eine Lösung f ∈ C([0, 1]) besitzt.

Die mit (K) gekennzeichneten Übungen können in der nächsten Übungsstunde schriftlich
zur Korrektur abgegeben werden.


