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Einfiihrung in die Funktionalanalysis
10. Ubung

Aufgabe 1

Esein >2und Q:= B(0,1/e) := {x € R" : || < 1/e}. Zeigen Sie, dass es eine Funktion
aus H'(Q) gibt, die auf Q nicht stetig ist. Betrachten Sie dazu Funktionen der Form

f(x) == (log(1/|z[))”, s € (0,00).
Was bedeutet dies fiir Aussagen iiber H'-Funktionen am Rand ihres Definitionsbereiches?

Aufgabe 2 (K)

Sei 2 C R™, n > 2, offen und beschrinkt. Wir betrachten einen elliptischen Differential-
operator 2. Ordnung der Form

"9 ou
Lu=S — (a;—) -
! 2]2:31 O <%a$i> o

wobei aj; = a;; € L*(Q), 1 <4,j < nund ay € C(Q), ap(z) > 0 fiir jedes z € Q. Wir
setzen im Folgenden die sogenannt Elliptizititsbedingung voraus:
Es existiert ein a > 0, so dass

N ay(@)eg; > o€, Vo eQ, ¥EeRY
ij=1
Wir betrachten nun das Problem

—Lu = f, inQ,
{ u = 0, auf0f, (1)

wobei f € L*(Q). Zeigen Sie:
(a) Falls u eine klassische Losung von (1) ist, d.h. u € C?(Q) erfiillt (1), so gilt

"\ Ou Ou / / .
a;;j——+ [ aguv = [ fo, Yv € H, (). 2
/Z it [[aow = [ e @)

(b) Es existiert eine eindeutige Losung u € H} () des schwache Problems (2), mit

[ull g () < Cllf 2@,

fiir eine von f unabhéngigen Konstante C' > 0.



Aufgabe 3 Der Sobolevraum W' (I)

Es sei I C R ein offenes Intervall. Genau so wie wir zu L?(I) den Raum H'(I) definiert
haben, konnen wir fiir alle p € (1, 00) den Raum

WP(I) = {f € LP(I) : 3g € LP(I) so dass /ugp’ = —/nggp € 030(1)}
I I

definieren. Wir nennen auch hier g die schwache Ableitung von f und schreiben f' = g.
Diese Rdume sind reflexive und seperable Banachrdume bzgl. der Norm

1 £l = (L1 + 118

und werden Sobolevrdume genannt. Ebenfalls analog definieren wir

wir () .= =) .

Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Ist (f,) € WP(I) eine Folge und existieren f,g € L?(I) mit f, — f und f, — g in
LP(I), dann ist f € W'P(I) mit f' = g.

(b) Ist h € C*°(R) mit h(0) = 0 und sind sup,g [#/(t)| und sup,4, |h(t)/t| endlich, so ist
fiir jede Funktion f € Wy*(I) auch ho f € W'»(I) und es gilt fiir die schwachen
Ableitungen (ho f) = (k' o f)- f.

Hinweis: Jede LP-konvergente Folge enthélt eine fast iiberall konvergente Teilfolge.

Die mit (K) gekennzeichneten Ubungen kénnen in der nichsten Ubungsstunde schriftlich
zur Korrektur abgegeben werden.

Wir wiinschen frohe Weihnachten und einen guten
Start ins Jahr 2010!




