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Einfilhrung in die Funktionalanalysis

1. Ubung
Aufgabe 1 (K)
Fiir x = (z1,...,74) € R? sei
d d 172
el i= 3. el = (Z i) el = max fai].
(a) Zeigen Sie, dass (R%, || - ||,), p = 1,2, oo, Banachriume sind.

(b) Skizzieren Sie fiir d = 2 die “Einheitskugeln” B, := {z € R?: ||z||, < 1}.
Aufgabe 2

Es sei X := C([a, b)) fir a < bund w : [a,b] — R eine beschrénkte, nichtnegative Funktion.
Wir setzen

Pu(f) = sup{w(s)[f(s)] : s € [a, 0]}

(a) Welche Bedingungen muss man an w (genauer an w~'(0)) stellen, damit p,, eine Norm
ist?

(b) Es existiere ¢ > 0 so, dass w(s) > ¢ fiir alle s € [a,b]. Zeigen Sie, dass (X,p,) ein
Banachraum ist.

Aufgabe 3 (K)
Fiir a < b sei X := C'([a,b]) := {f € C([a,b]) : [ stetig differenzierbar in [a, b]}. Fiir
f e X sei
pi(f) == sup{[f(s)] : 5 € [a, O]},
p2(f) = sup{|f'(s)] : 5 € [a, 0]},
ps(f) = |f(a)l +sup{|f'(s)| : s € [a, 0]}
Zeigen Sie:
(a) py ist eine Norm auf X; ps ist keine Norm auf X.
(b) (X, p1) ist kein Banachraum.
(¢) (X, ps) ist ein Banachraum.
Aufgabe 4
Sei E eine nichtleere Menge. Eine Funktion d : E x E — R heifit Metrik, falls
(i) d(z,y) > 0und d(z,y) =0 & ==y,
(i) d(z,y) = d(y, ),
(i) d(z,y) < d(x,z) +d(z,y),
wobei x,y,z € F.



Sei [ :=[0,00) und F := I x E. Zeigen Sie, dass die Funktion d? : F x F — R, definiert
durch

d*((t,2), (s,9) = (d(w,y)* + |t =s)*  (z,ye B stel)
eine Metrik auf F definiert, falls d eine Metrik auf E ist. In diesem Fall wird d? auch
parabolische Metrik genannt.

Die mit (K) gekennzeichneten Ubungen kénnen in der niichsten Ubungsstunde schriftlich
zur Korrektur abgegeben werden.



