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Einführung in die Funktionalanalysis
12. Übung

Aufgabe 1 (Injektiv und Surjektiv)

Ist X ein Banachraum endlicher Dimension, so ist jeder injektive Operator auf X auto-
matisch auch surjektiv und umgekehrt. Zeigen Sie, dass das in beliebiger Dimension nicht
mehr der Fall sein muss.

Aufgabe 2 (K)(Spektren von Links-, Rechtsshift und Multipliktionsoperator auf `2)

Bestimmen Sie für p = 2 und die Operatoren R, L und M aus Übungsblatt 2, Aufgabe
2 die Spektralradien, sowie jeweils das Punktspektrum, das approximative Spektrum und
das Residualspektrum. Hierfür können Sie die Resultate aus Aufgabe 3 benutzen.

Aufgabe 3

Es sei X ein Banachraum und T ∈ L (X). Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Rσ(T ) = Pσ(T ′).

(b) Wenn T eine Isometrie ist, so gilt Aσ(T ) ⊆ {z ∈ C : |z| = 1}.

Aufgabe 4 (K)(Multiplikationsoperator auf C(0, 1))

Es sei X = C([0, 1]) und wir definieren für g ∈ C([0, 1]) den Operator

Mg =

{
X → X

f 7→ gf.

(a) Zeigen Sie, dass Mg ∈ L (X) gilt und die Abbildung Φ : X → L (X), g 7→ Mg eine
Isometrie ist.

(b) Bestimmen Sie zu vorgegebenem g das Spektrum von Mg.

(c) Unter welchen Annahmen an g ist Pσ(Mg) 6= ∅?

Die mit (K) gekennzeichneten Übungen können in der nächsten Übungsstunde schriftlich
zur Korrektur abgegeben werden.


