Kapitel 6

Integration

6.1 Das bestimmte Integral

Historischer Ausgangspunkt waren Probleme der Flichenberechnung.

Grundaufgabe: Berechne die Flidche zwischen einer Kurve y = f(x) und der z-Achse im Bereich
a < x < b (hierbei sei zunéchst f(x) > 0).
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Idee: Approximiere die Fliche folgendermaflen durch Rechtecke:
e Zerlege [a,b] in n Teilintervalle: a = xg < x1 < x3... < x, = b. Dann heifit
7Z = (x0,%1,T2,...,Zn)
Zerlegung von [a, b].
e Wiihle aus jedem Teilintervall [z;_1, z;] eine Zwischenstelle & € [x;_1, 2;].

e Verwende als Niherung fiir den Flidcheninhalt iiber der Grundfliche [z;_1,z;] die Recht-
eckflache f(&)(x; — xi—1).

Dies liefert als Néherung fiir die Gesamtfliche die Zerlegungssumme (Riemannsumme)

S(Z,6) =Y (&) (i —wi1),
=1

Man betrachtet nun immer feinere Zerlegungen, um als Grenzwert den exakten Flidcheninhalt zu
bekommen. Dabei versteht man unter der Feinheit [(Z) einer Zerlegung Z die Lénge des grofiten
Teilintervalls, d.h. [(Z) = max (x; — i—1).

e

=1,...,n
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lef :best_int | Definition 6.1.1. Sei f

/abf(:n)dx

bezeichnet.

Der folgende Satz gibt eine wichtige hinreichende Bedingung fiir die Integrierbarkeit.

:intbarkeit | Satz 6.1.2. Sei f: [a,b] — R stetig. Dann ist f iiber [a,b] integrierbar.

Bemerkungen 6.1.3:

(i)

(i)

b
Wenn f auf [a,b] integrierbar ist, kann man zur Berechnung von / f(x) dz moglichst
a

glinstige Zerlegungen und Zwischenstellen verwenden.

Die Bezeichnung der Integrationsvariablen ist willkiirlich! Zum Beispiel ist

/abf(x) dz = /abf(t) dt.

Beispiele 6.1.4:

(a)

b
/ z?dzx. Bs ist f(z) = 22 stetig, also nach Satz 6.1.2 integrierbar.
0

b
Verwende hier dquidistante Zerlegungen: 0 = xg < 21 < ... < x, = bmit z; =1 —.

3

Zwischenstellen: £ = x;. Dann erh&lt man

Sul= S(Zn€") = ; fee =3 (12) L= (L) g

i=1

n
1
Es ist Z i2 = 8 n(n+1)(2n + 1) (Beweis mit vollstédndiger Induktion), und damit
i=1

1b3 nn+1)2n+1) 1()3
=3t

lim S,, = lim
n—oo n— o0 n-n-n

b 1
Fazit: / 22 de = = b3,
0 3

b
d 1
/ 4 fiir b > 1. Die Funktion f(z) = — ist fiir z > 0 stetig, also integrierbar.
1 X x

Zerlege [1,b] durch 2; = b¥/™ (i = 0,...,n) und wihle & = z;_;. Dann erhiilt man
n n - . - n N
S = fl&) (i —wia) = 307 (br = b ) =D (b - 1),
i=1 i=1 i=1
also S, =n (b% —1). Es gilt
% _ T zlnb _
im n(bh —1) = lim ot = i Db ST g,
n—00 n—oo 1/n z—0+ T z—0+ T

wobei im letzten Schritt die Regel von de L’Hopital verwendet wurde.

: [a,b] — R beschrinkt. Dann heifit f iiber [a,b] integrierbar, wenn
fiir jede Folge von Zerlegungen Z,, von [a,b] mit {(Z,) — 0 und beliebiger Wahl von Zwischen-
stellen £, die Folge der Zerlegungssummen S(Z,,,£") stets konvergent ist und immer denselben
Grenzwert besitzt. Dieser Grenzwert heifit das bestimmte Integral von f diber [a,b], und wird mit
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b
Fazz’t:/ @ =Inb.
1 xr

6.2 Eigenschaften des bestimmten Integrals

6.2.1 Rechenregeln

:int_regeln | Satz 6.2.1. Seien f und g auf [a,b] integrierbar. Dann gilt

m /f da:—/f dx+/f dx fiir c € (a,b)

(")/a<af()+ﬂg( dx_a/f dx+ﬁ/ z)dz fir a,f € R

nt_regeln_b

b
(iii) Aus f(x) < g(x) auf [a, b] folgt / f(z)dx < / g(x) dx

nt_regeln_c

] ‘/abf(m)da:‘ g/ablf(m)ldfc

Bemerkungen 6.2.2:

(a) Teil (i) bleibt fiir beliebiges ¢ richtig, falls die Teilintegrale existieren. Dabei definiert man

/f dr:=0 und /f —/baf(a:)da; fiir a > b.

(b) Kombination von Satz 6.1.2 und Satz 6.2.1 (i) zeigt, dass alle stiickweise stetigen Funktio-
nen integrierbar sind.

6.2.2 Flacheninhalt

b
Ist f : [a,b] — R integrierbar mit f(x) > 0 auf [a,b] und a < b, so ist A := / f(x) dz der Inhalt

der Flidche zwischen dem Graphen von f und der z-Achse. Im Fall f(z) % 0 auf [a,b] ist der
b
Flicheninhalt durch A := — / f(x) dz gegeben. Allgemein gilt

b
/ f(x)dz = {Fldcheninhalt der Bereiche oberhalb der z-Achse}
‘ — {Fldcheninhalt der Bereiche unterhalb der x-Achse}

Ay
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6.2.3 Mittelwertsatz der Integralrechnung

atz:int_mws | Satz 6.2.3. Sei f: [a,b] — R stetig. Dann gibt es ein & € (a,b) mit

b
/’ﬂmdx:f@xh—@.

Geometrische Bedeutung: Die Fliche zwischen der z-Achse und der Kurve y = f(z) (im Bereich
a <z < b) ist gleich der Rechtecksflache iiber [a,b] mit der Hohe f(&) fiir eine Stelle £ € (a,b).

A Rechteck gleicher

ache b
i [ o

y

a £ b

=y

6.3 Zusammenhang zwischen Differential- und Integralrechnung

b
Wie kann man / f(x) dz ohne Betrachtung von Zerlegungssummen berechnen?
a

HS_diff_int | Satz 6.3.1 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).

(i) Sei f:[a,b] — R stetig, x¢ € [a,b] beliebig und F(zx) := / f(t)dt fir x € [a,b)].
Zo

_diff_int_a
- Dann ist F' differenzierbar und es gilt F'(z) = f(z) fir = € [a, b].

(ii) Sei F : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion mit F'(z) = f(x) fiir x € [a,b].

Dann gilt
b b
/ f(z)dz = F(b) — F(a) =: F(z)
_diff_int_ b ‘
Beweis.
(i) Esist

z+h x z+h
F(ac—l—h)—F(w)—/ f(t)dt—/ f(t)dt—/ f@t)dt.
o ) T
Nach Satz 6.2.3 gibt es eine Stelle ¢ zwischen x und x + h mit

x+h
/' f(t)dt = f(€) -

Dabei héingt & von h ab, also & = £(h), und wegen = < £(h) < x4 h gilt £(h) — x fir

h — 0. Daher folgt
_Flx+h)—Fx) _
lim . = lim f(£(h)) = f(x),

da f nach Voraussetzung stetig ist. Also existiert F'(x) und es ist F'(z) = f(x).
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T b
(ii) Setze G(z) = / f(t)dt. Dann ist G(a) = 0 und G(b) = / f(z)dz.
Nach Teil (i) dieses Satzes gilt G'(z) = f(x), also folgt
(F—G)'(z) =0 fiir alle z in [a,b].

Nach Korollar 5.3.3 (i) ist F' — G konstant, insbesondere F'(a) — G(a) = F(b) — G(b) und
damit

b
F(b) — F(a) = G(b) — G(a) = / £(z) da. -

Bemerkung 6.3.2. Eine differenzierbare Funktion F' mit F’(x) = f(z) auf [a,b] heifit Stamm-
funktion von f. Sind F und G zwei Stammfunktionen von f, so gilt (F — G)" = 0, also
G(x) = F(x) + ¢ mit einer Konstante ¢ € R. Man erhélt also alle Stammfunktionen zu f
durch Addition von Konstanten. Eine Stammfunktion von f nennt man auch unbestimmtes In-

tegral von f und schreibt dafiir / f(x)dz. Um alle Stammfunktionenen von f anzugeben, wird

die (frei wihlbare) sogenannte Integrationskonstante ¢ mit aufgefiihrt.

Liste einiger Stammfunktionen.

1
/J:’"dx:—:cTH%—c fiir r # —1

r+1
d
/—:E:ln|x|—|—c /exdx:e’”—l—c
x
/sinxda::cosx+c /cosz:dq::sinerc

/ _dr tanz + / _dr inz+
— arctan x C — arcsinx C
14 22 V1 — 22

dx dx
s~ =tanz +c¢ —S— = —cotx +c¢
cos* x sin“ x

6.4 Integrationsmethoden

6.4.1 Partielle Integration (Produktregel)

Unbestimmte Integration der Produktregel (f g)' = f'g + f¢' liefert

/ f(@)g(x) dz = f(x)g(x) - / f(@)d () de,

und damit

b b b
| F@g@)ds = f@g@)|| - [ @ (@) da.

Anwendung zur Berechnung von [ h(z)dz: Versuche h als f'g zu schreiben, und zwar so, daf
[ f4' dx einfacher zu berechnen ist.
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Beispiele 6.4.1:

(a) /xsinxd:ﬁ = 7 Hier: g(z) =z, f'(x) = sinz = f(z)¢'(x) = —cosx

é/xsinxdx:—xcosx—/1~(—cosw)dx:—xcosx—i—/cosxdx

= —xcosxT +sinx +c
(b) /lnxdx = ? Hier: (Inz)’ = L; deshalb g(z) = Inz, also f'(z) = 1.
1
:>/lnxdm—xlnx—/mgd:c—xlnx—/dar—xlna:—x—H:.
(c) /Sin2$dx:/sinxsin:1:dx:—cosxsinx+/cos2xdx ‘—k/siande‘

T —sinxcosx

jQ/siandx:—sinxcosx—i—/dx = /sianda:: 5

6.4.2 Substitution (Kettenregel)

Fiir differenzierbare Funktionen F' und g gilt F'(g(t)) = F'(g(t))g'(t) nach der Kettenregel. Also
folgt mit f = F’:

/ F(g(t))g () dt = / Flo(t)) di = Flg(t)) +

In die Stammfunktion F' von f ist also g(¢) als Argument einzusetzen. Als Abkiirzung fiir diese
Ersetzung verwendet man die Schreibweise: [h(z)],—q() := h(g(t))-

Dann lautet die Substitutionsregel fiir unbestimmte Integrale

/f(g(t))g/(t) dt = [/f(:v) dz] .

falls f stetig und g stetig differenzierbar ist.

Beispiel 6.4.2: /sintcothdt =— /cos2 t (cost) dt; hier: g(t) = cost, f(x) = 2. Also folgt

1 1
/sintcothdt— {—/ﬁdm} = [——x?’—i-c] = —~cos’t+c.
xr=cost 3 xr=cost 3

Oft wird die Substitutionsregel ,von rechts nach links“ angewendet; dazu benttigt man die
Umkehrbarkeit von g. Es gilt

[r@a=[ soogoa]

falls f stetig und g stetig differenzierbar mit ¢'(¢) # 0 ist.
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x
=7

Beispiel 6.4.3: /6296 ) dx

Hier: e% = ¢ substituieren; also « = Int, d.h. g(t) = Int, ¢/(t) = 1.

e* et 1 t 1 dt
——dr=| | =——=dt = | [ —=dt =| [ —
/€2m+1 ! |:/ 621nt+1t :|tez |:/ t2+1t :|tef |:/ t2+1:|tem

= [arctan t+ c} = arctan(e”) + c.

t=e®

d
Beim Anwenden der Substitutionsregel benutzt man oft die Leibniz’sche Schreibweise, d.h. 4

dt

d
fiir 2/(¢), und rechnet mit 7? formal wie mit einem gewohnlichen Bruch; im Beispiel von oben:

dt e’ dt
€$:t = %:€x7 also dt:€$d$ = /mdl':/m
Dabei wird die Ersetzungsklammer [. .. ]t:g—l(x) meist weggelassen. Anschlieffend muss an die

Riicksubstitution gedacht werden!

Beispiel 6.4.4: /sin\/de =7
Substitution: t = /2 = =12, dr=2tdt
= /sin\/de:/(sint)QtdtzZ/tsintdt
= 2t(—cost) — 2/(cost) dt = —2tcost + 2sint + c.
Riicksubstitution:
/sinﬂdz = —2y/x cos /T + 2sin /x + c.

Bemerkung 6.4.5. Das Ergebnis einer unbestimmten Integration kann durch Differenzieren
leicht nachgepriift werden!

Bei Substitution in bestimmten Integralen sind die Grenzen mit zu transformieren:

b B8
/ Fla(®)g'(t) dt = / fz)de mit a=g(a), B = g(b).

falls f stetig und g stetig differenzierbar ist.

L. ¢ dt
Beispiel 6.4.6: —_— =7
1 t(l—i—lnt)
Substituti Int, dz = ~dt (also g(t) = nt, f(z)= —
ubstitution: x = Int, dx = — also =In T) =
) t g ) 13‘1‘1
e dt Ine d 1 d 1
= /7:/ i o =In|l+z/| =ln2.
1 t(l+lnt) Inl l—l—x 0 1+x 0
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6.4.3 Einige Standardsubstitutionen

(a) Integrale mit (ganzzahligen) Potenzen von e*:

1
Substituiere t = e* = dt =e¥dx, dr = n dt
Beispiele 6.4.7:

1+ e 1+ 1 1 1 N
(a)/ o da::/ ; ‘gdt:/<1+t—2>dt:t—z+c:ez—e””—i—c.

h
(b) / (13048_ fdx = 7?7 Beachte: coshz, sinhz sind mittels ¢, e~ definiert!
e

cosh 1 (e +e @ 1 [t+211 1 [ #2+1
de == | — "~ dp == Logt == | — " adt
/1+ex * 2/ T+er F 2/1+tt 2/t2+t3

1/ 1 dt+1/ dt 11 |1+t|+1/ dt
=5 | — = | 57—/——==zln = | 5———=-
2 /) 1+t 2) 2+t3 2 2/ 243

dt
2 +t3

Unklar ist: wie berechnet man / ? Dies spéter (,,Partialbruchzerlegung”).

(b) Integrale mit Potenzen von x und /ax +b (n € N):
=D
o

n
Substituiere t = Var +b = = , de = —t""tdt.
a

Beispiele 6.4.8:

x
(a)/ de=7Hier:t =z —1, a =t>+1, do =2tdt
vr—1

241 2 .
= / i da::/ +2tdt:2/(t2+1)dt:§t5+2t+c

r—1 t

2
= S@—17 212 +e

Vi 1
(b)/ T dv =7 Hier: t = Yo+ 1, x =13 — 1, dx = 3t*>dt

xT

3 1 3
= /”"Lj d:U:/ t 3t2dt:3/ t dt:3t+3/ di

t3—1 t3—1 t3—1"

? Dazu spéter.

t
Unklar ist: wie berechnet man / yER—

(c) Integrale mit Potenzen von x und /1 — x?:
Substituiere x = sint =  dx = costdt, V1 — 2% = cost.

Beispiele 6.4.9:

1
(a) /$2\/1—$2d$:/SiHQtCOSQtdt: Z/sin22tdt
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Mit der Substitution y = 2t, dy = 2dt erhélt man weiter

1/ 12 d Yy —siny cosy
= — [ sin = -
8 v 16

Nach Riicktransformationen folgt daraus

NI

/xzvl—mzd:v:%arcsinw—%x(l—xz)%+%x3(1—x2) .

d
(b) [ 2v/1 —22dx. Hier besser y = 1 — 22 substituieren, denn d—y = —2z und der
x

Integrand enthilt den Faktor z.
1 1 3 1 o 2
= x\/l—xde:—§ \/gdy:—ggpz_g (1—2?%)2

(d) Integrale mit Potenzen von z und vz —1:
Substituiere x = cosht = dx =sinhtdt, V22 — 1 = sinht.

Beispiel 6.4.10: / vV —1ldr = / sinh? t dt. Mit partieller Integration erhilt man

1 t 1
/\/1‘2— ldz = 3 coshtsinht — 5=

§$

1
Va2 —1-— 3 arcosh x

(e) Integrale mit Potenzen von x und vz? + 1:
Substituiere x = sinht = dx = coshtdt, V2 +1 = cosht

1 Va2 +1 h?t
Beispiel 6.4.11: /,/1+—2dx=/x7+dx (fiir = > 0) =/Cc?s dt
x T sinh?

1 [ t24e 1 (P +2+51
_ 1 / erete” ot / =~ " dy (nach Substitution y = ¢')

t_ ot _1
2 et —e 2 y—5 Y
1 fyt+2y2+1 1 1 (3241
=— | —"F—dy== [ dy+ = | ——d

2/ -z 2/ y+2/y4—y2y

3yt +1
Unklar: wie berechnet man / :Z + 5 dy 7

Yy -y

Diese Beispiele zeigen, dass man oft Stammfunktionen von rationalen Funktionen (also Funk-
tionen der Form P(x)/Q(x) mit Polynomen P,(Q) bestimmen muss. Dazu benétigt man die
sogenannte

6.4.4 Partialbruchzerlegung

P
Aufgabe: | Berechne / Qgg dx fir gegebene Polynome P und Q.
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P(z)
Q(x)

Grundidee: Schreibe die rationale Funktion als Summe einfacher Briiche, etwa

1 1 1

22—z zle—-1 z-1 z

Beispiel 6.4.12: P(z) = 2% — 822 — 42 + 13, Q(z) = 2 — 222 — 52 + 6, also

/m4—8x2—4:c—|—13

d
3 —222 -5 46 v

Es sind folgende Schritte auszufiihren:

(a) Polynomdivision solange, bis Grad des Z&hlers kleiner als Grad des Nenners ist.

24+ 1
3222 -5 46

(2 —82% —4x +13): (2® — 222 =5z +6) =z +2 +
x

(b) Zerlege den Nenner.

23— 222 — 524+ 6= (z — 1)(z +2)(x — 3)
(¢) Partialbruchzerlegung.

(i) Wenn alle Nullstellen des Nenners reell und verschieden sind:

Ansats: 2?41 A . B _C
"-3)r-1)(z+2 -3 x-1 zx+2

Ansatz auf gemeinsamen Nenner bringen; dies ergibt

2 +1 A(x —1)(z +2)+ Bz — 3)(x +2) + C(x — 3)(z — 1)

(x=3)(z—1)(x+2) (x =3)(z —1)(x+2)

Ax? + 2 —2)+ B(@? — 2 —6) + C(2* — 4z + 3)
(x=3)(z —1)(x+2)

Koeflizientenvergleich, d.h. die Faktoren der gleichen z-Potenzen miissen links und
rechts iibereinstimmen. Dies liefert das Gleichungssystem

A+B+C=1 1 1
—2A-6B+3C=1

Ergebnis:
/ 22 +1 / dx 1/ dx 1/ dx

dr = - = + -
3 — 222 -5 +6 zr—3 3J) x—1 3) x+2

1 1
zln\x—?)]—gln\az—1|+§ln|x+2]—|—c.

(ii) Wenn der Nenner mehrfache reelle Nullstellen hat:

Beispiel 6.4.13: P(z) =1, Q(z) = (z — 1)*(z + 2).

Ansatz: L _ A4 + B + ¢
(z—-1)2(x+2) -1 (x—-12 z+2
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1 1 1
Weiter wie in (i); dies gibt die Koeffizienten A = —5, B = 3 C= 9
d 1 1 1
Ergebnis: / Q(i) ==3 In|lz—1]— = 371 + = ln|x +2|.

(iii) Wenn nicht alle Nullstellen des Nenners reell sind:
Beispiel 6.4.14: P(z) =1, Q(z) = (z — 1)(z® + 1).

A Bx+C

Ansatz: + .
) r—1 2241

(z—1)

1
(z?

1 1

Weiter wie in (i); dies gibt die Koeffizienten A = 27 B=C= —5
x

1 1
Ergebnis: /Q ln|x 1] — 5/;2—:1dm

Allgemein: Rechenschema fiir die Integration rationaler Funktionen.

Gesucht ist / ggg

1. Schritt: Ist Grad von P < Grad von () ? Falls ja: weiter mit Schritt 2. Falls nein: Teile P(z)
durch @Q(z) mit Rest. Dies liefert

dx fiir Polynome P und Q).

mit den Polynomen R, P wobei Grad von P Kleiner als Grad von Q ist. Der Teil [ R(x)dux ist
leicht zu berechnen. Wende daher die folgenden Schritte auf g an.

2. Schritt: Zerlegung von Q(x) in Faktoren der Form (z — a)™ und ((x — a)? + b?)". Dazu sind
zunéchst alle reellen Nullstellen von @ zu bestimmen (schwierig!).

Jede dieser Nullstellen liefert einen Faktor der Form (z — a). Dies ergibt die Zerlegung

Q(z) = (r —z)"™ (x —x2)"™ ... (x — z)™ Qr(2)

mit einem Polynom Q,(x) ohne reelle Nullstelle. Anschlieflend ist @, in quadratische Faktoren
zu zerlegen.

3. Schritt: Aufspalten von % in Partialbriiche. Verwende dazu fiir

den Faktor in Q(z) den Ansatz
m A1 A2 Am
(z—a) x—a+(a:—a)2+“'+(a:—a)m
Az + B Aoz + B Apz + B
(& —a)”+b) (x—a)2+0®  ((x—a)?+b?)? e (z —a)®2+b2)"

Berechnung der Konstanten A;, B; durch Koeffizientenvergleich oder Einsetzen spezieller Werte
fiir z oder ,,Grenzwertverfahren“ (siehe unten).
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4. Schritt: Integration der Partialbriiche. Verwende dazu

dz
=Injz—a|+e¢

Tr—a

/( de S ! + ¢ (fiir m > 2)

x—a)m m—1 (z—a)m!

A$+B _A 9 9 AG+B Tr—a
/mdm—zln’(l’ a)”+ b7 + 5 arctan( ; >+c

Fiir den Nenner ((z — a)? + b?)"™ mit n > 2 ldsst sich durch partielle Integration eine Rekursi-
onsformel herleiten (— Ubung). Man kann beweisen, dass die Schritte 1-4 stets durchfiihrbar
sind. Daher sind alle rationalen Funktionen elementar integrierbar.

Beispiele 6.4.15:

P(x)
Q(x)

Qx) = (x —1)(z —2)3(z* + 1)?((x — 3)2 +9) (Grad von P <9)

mit

(a) Ansatz zur Partialbruchzerlegung von

Aq Ao Asg n Ay Asx + Ag Arx + Ag Agx + Aqg
r—1 -2 (x—2)2 (xz—2)3 x?+1 (2412 (z—3)2+9

23+ 5z
(b) Berechne / 622 1851 24 dz

1. Schritt: Entfillt.

2. Schritt: Ausprobieren von x = +1,42,... liefert x = —2 als doppelte Nullstelle des
Nennerpolynoms.

= Qz)=(r+ 2)%(x? — 4z + 6).

Weitere reelle Nullstelle ? 22 — 4z + 6 = (z — 2)? + 2, also keine reellen Nullstellen.
3. Schritt: Ansatz

3 + 5 A B Cx+ D

(x+2)%((z —2)2+2) x+2+(x+2)2+(x—2)2+2'

Berechnung von B durch Grenzwertverfahren: Multipliziere beide Seiten mit (x + 2)2. Auf
der rechten Seite lautet der mittlere Summand dann B, und die anderen Summanden
enthalten (mindestens einmal) den Faktor (z + 2). Lésst man nun x gegen —2 gehen, so
bleibt auf der rechten Seite nur B stehen!

(—2)° +5(-2)

= B, also B = —1.
12+ 2 , also

Insgesamt erh&lt man so
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Zur Bestimmung der restlichen Koeffizienten kann man z.B. drei spezielle Werte fiir z
einsetzen. Dies gibt drei Gleichungen fiir die drei Unbekannten A, C, D.

. A -1 D
z=0: 0=+ +7¢
r=1: i:é—F_—l—l—C—i_D
9-3 3 9 3

r=3: i:é—l—_—1+20+D

16 -2 4 16 2

3A+ D =—
1 1

A—|—4C—|—2D:g

4. Schritt:
Plx) 1 dx dx 1 x
/Q(x) o= 5/x+2 _/<x+2)2 +§/<x—2>2+2dx

1 |z + 2| + ! +11 |(z —2)% + 2| + L arct (x_2>+
= —1Nn|x _— —n|(xr— —arctan (| ———— C
2 x+2 4 V2 V2

6.5 Uneigentliche Integrale

Unter welchen Vorraussetzungen und wie lassen sich bestimmte Integrale {iber unbeschrénkte
Integrationsbereiche bzw. mit unbeschrinkten Integranden definieren? Etwa

00 1 1
e Tdux, / —dx.
/ 7

6.5.1 Unbeschriankter Integrationsbereich

Definition 6.5.1. Es sei f : [a,00) — R auf jedem Intervall [a,b] (fiir b > a) integrierbar. Falls
der Grenzwert

Jim /  f(w) da

b—o0

existiert, so definiert man das uneigentliche Integral von f iiber |a,c0)
durch

0 b
/ f(z)dx = blim f(x)dx

a

Analog definiert man die uneigentlichen Integrale

b

b
/ f(z)dx := lim f(z)dx

—_
a (e 9] a

und
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/_OO f(x)dx := /_a f(x)dx + /00 f(x)dz | (mit beliebigem a € R)

falls die rechten Seiten existieren.

Bemerkungen 6.5.2:

b

[e.9]
(i) Wenn z.B. blim f(z)dx existiert, so sagt man auch / f(z)dz existiert oder konver-
— OO a a

[ee]
giert. Sonst heifit / f(x)dx divergent.
a

oo o0
Existiert sogar / |f(x)| dx, so heiBit das Integral / f(x)dx absolut konvergent.
a a
(ii) F sei eine Stammfunktion von f. Dann gilt
o0
/ f(z)dz = lim F(b) — F(a),

a b—o0

falls der Grenzwert existiert.

o0
(iii) Damit / f(z) dx existiert, miissen beide Teilintegrale (d.h. die entsprechenden Grenz-
—00

werte) unabh#ingig voneinander existieren.

Beispiele 6.5.3:

00 b b
(a) / e “dx; es ist / e Cdr=—e" =—e 41
0 0 0
Also gilt
b 00
lim e Cdr=lim(1—e?®) =1, dh / e Ydr=1.
b—oo Jo b—oo 0
* d *© d
(b) / —xQ; berechne zunéchst / T
—00 1+2 0 1+ x?

*  dx . bdy . b . T
——— = lim —— = lim arctanm‘ = lim arctanb = —
0 1+ x2 b—oo J 1+ x2 b—o0 0 b—oo 2
Man schreibt oft kurz:

/°° dx ©
—2:arctanx‘ =
o 1+z 0

Entsprechend:

/0 dz " ‘0 T N /°° dx 7T+7T
——— =arctanz = — — = — 4+ — =T
oo 1+ 22 —o 2 o lt+a? 2 2

(©) /_Zxdx: ?

e 1
/ rdr = lim | = 22
0 b—oo \ 2

oo
Fazit: / x dz existiert nicht (oder: ist divergent).

— 00
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b
=0.
—b

orantenkrit | Satz 6.5.4 (Majoranten-/Minorantenkriterium). (a) Es gelte |f(z)| < g(x) auf [a,00) und
— [e.e]

[e'e) b 1
Falsch wire: / rdr = lim rdr = lim 3 x2

b—oo J_y b—o0

— 00

[ee]
/ g(x) dz existiere. Dann ist / f(z) dx (absolut) konvergent und es gilt
a

| rwas) < [Tlr@lde < [ gw)dn

(b) Es gelte f(z) > g(x) > 0 auf [a,00) und / g(x)dx sei divergent. Dann ist auch

/ f(x) dz divergent.

Beispiel 6.5.5:
sin x o
=1.

* sinx L
5— dw existiert, denn
1 x

1 >~ 1 1
<—und/ —dr = ——
1

2 | T a2 2 x|,

6.5.2 Unbeschriankter Integrand

Definition 6.5.6. Sei f stetig in [a,b] \ {zo} (typische Situation: f ist bei x¢ unbeschrinkt).
b
Unter dem uneigentlichen Integral / f(t) dt versteht man:

(i) im Fall zg = b:  lim / f(t)de,

r—b—

r—a+

b
(ii) im Fall zg =a:  lim / f(t)dt,

x b
(iii) im Fall o € (a,b): lim / f(t)dt + lim+/ f(t)de,
r—zo— f, T—T0 =z

falls die jeweiligen Grenzwerte existieren.

1
dt
Beispiel 6.5.7: / %; hier: f ist unbeschrankt bei ty = 0. Es gilt
0

1 1
lim da lim <2\/2

z—0+ /. \/f x—0+

: bdt
allgemeiner: / o mit o € R.
0

1
dt 1
a#£l: — = lim i«
0 te z—0+ \ 1 — « =

. Lat .
Fazit: I existiert & a <1
0

Auf diesem Beispiel basiert
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satz:6.5

satz:6.5_a

satz:6.5_b

Satz 6.5.8. Sei f stetig in [a,b] \ {zo}. Gilt in einer Umgebung von zg

b
i) [f(x)] < — mit @ <1 und ¢ € R, so existiert / f(z)dx

|z — x|

b
(ii) |f(z) mit > 1 und ¢ € R, so ist / f(x) dx divergent.

> —
| — 0|

Der Beweis von Satz 6.5.8 (i) beruht auf dem zu Satz 6.5.4 analogen Majorantenkriterium.

Beispiele 6.5.9:

1
(a) / _dr hier ist zp = 1 und
0

1—x2;
f(@)] : > L b L fotegral ist divergent
xT = — ntegral 1s ivergent.
1—2)(1+z) = 2])z—1] & &
1
d
(b)/ 7x; hier ist g = 1 und
0 1—x2?
1 1 o
|f(z)] = < - = Integral existiert.

(—2)(A ) " o -1
6.6 Numerische Integration

Fiir das Folgende wollen wir voraussetzen, dass das zu berechnende bestimmte Integral fab f(x)dx
existiert. Trotzdem kann es sein, dass es nur nidherungsweise numerisch berechnet werden kann.
Das trifft z.B. zu, wenn

e [ keine elementare Stammfunktion besitzt, z.B. f(z) = e %",

e die Bestimmung der Stammfunktion zu kompliziert ist,

e f nur tabellarisch gegeben ist (Messwerte).

In solchen Féllen wird der zu berechnende Integralausdruck angenihert ausgewertet durch nu-
merische Integration (Quadratur):

b B n
1 ::/ fle)ydx =~ I:= szf(l’z)
a =1

Die Gewichte w;, die Stiitzstellen x; und die Anzahl der Stiitzstellen und der Funktionsauswer-
tungen n bestimmen Methode und Genauigkeit.

Die “Integration von Tabellendaten” wird hier nicht behandelt. Durch eine Wertetabelle kann
eine interpolierende oder approximierende Funktion gelegt werden, die dann exakt integriert
werden kann.

6.6.1 Newton-Cotes-Formeln

Dies ist die einfachste Idee: Um das Integral I zu berechnen, wird f durch ein interpolierendes
Polynom p ersetzt und dieses exakt integriert. Die zur Interpolation benétigten Funktionswerte
werden an m + 1 dquidistanten Stellen berechnet.
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Fiir m = 1 und m = 2 ergeben sich die folgenden Formeln:

b
Trapezregel : / f(x) dx =~ b- a(f(a) + f(b)),

2

b _
Simpsonregel : / f(z) de ~ bTa(f(a) +4f(a—2i_b) + f(b))-

Soll die Genauigkeit erhoht werden, so werden diese einfachen Nédherungsformeln mehrfach an-

einandergesetzt. Sei zu gegebenem n

b—a
n

h = und zj=a-+jh, 7=0,1,--- ,n.
Dann liefert das Aneinanderhéngen von n Trapez- bzw. n/2 Simpsonregeln (n gerade!) die
Naherungsformeln

I=T(h) = 5 (f(xo)+2f(xr)+ -2f(xn-1) + f(22))

I=5(h) = 3 (f(@o) +4f (1) +2f(x2) + -+ +2f (2n—2) + 4f (@n—1) + f(2n))-

Sind Schranken fiir die 2. bzw. 4. Ableitung der zu integrierenden Funktion bekannt, so ldsst
sich der Fehler dieser Regeln abschétzen:
b b

— a‘ 2 " ‘ 4 (4)
_ < max .

SN S

[ =T(h)| <

Beispiel 6.6.1:

™2 5.0

I= / exp(2z) cos(z) dz = 1.0.
0 er —2

Die Zeichnung unten zeigt die Trapezflache, die als Naherung fiir das Integral bei n = 4 entsteht,

und den Integranden. Die Ergebnisse fiir Trapez- und Simpsonregel sind in der folgenden Tabelle

festgehalten:

Regel h |1 Fehler I — I | Fehlerabschiitzung
Trapez | 7/8 | 0.926 | 0.074 0.12
Simpson | 7/8 | 0.9925 | 0.0075 0.018

0.8

0.6 F

0.2
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