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Kapitel 1

Grundbegrifte

1.1 Awussagen

In der Mathematik werden nur solche Aussagen betrachtet, die entweder wahr (w) oder falsch
(f) sind. Eine dritte Moglichkeit wird nicht zugelassen.

Beispiele 1.1.1:

(i) Aj: 3 ist eine ungerade Zahl; Wahrheitswert: w
(ii) Az: Die Erde ist eine Scheibe; Wahrheitswert: f

(iii) As: Guten Morgen; keine Aussage i.0. Sinn
Logische Verkniipfungen von Aussagen:

1. Kongunktion (,und®), Abkiirzung: A

A1 A Ag bedeutet: Es gilt Ay und Ag, genauer: Die Aussage A; A Az ist genau dann (dann
und nur dann) wahr, falls Ay wahr ist und Ay wahr ist.

Beispiel 1.1.2: A;: 3 ist ungerade. A4: 3 ist eine Primzahl. Dann gilt A; A A4 ist wahr.

2. Disjunktion (,oder*), Abkiirzung: V
Ay V Ay bedeutet: Es gilt A; oder As.

Beachte: A V Ag heifit nicht ,entweder A; oder As“, sondern im Sinne von ,,und/oder*.
Beispiel 1.1.3: A; V Ay: 3 ist ungerade Zahl oder die Erde ist eine Scheibe (wahr).

3. Negation (,nicht“, Verneinung), Abkiirzung: —
Beispiel 1.1.4: —A;: 3 ist keine ungerade Zahl (falsch).

Beachte: inkorrekt wire ,—Aj: 3 ist eine gerade Zahl“!

4. Implikation (,wenn ... dann“, Folgerung), Abkiirzung: =

Beispiel 1.1.5: Ajs: n ist eine gerade Zahl. Ag: n? ist eine gerade Zahl. Dann gilt: A5 = As.
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Bemerkungen 1.1.6:

(i) As, Ag sind strenggenommen keine Aussagen, sondern sogenannte Aussageformen.
Sie erhalten erst dann einen festen Wahrheitswert, wenn fiir n eine bestimmte Zahl
eingesetzt wird! Dennoch ist , A5 = Ag* stets wahr.

(ii) Sprechweisen fiir , A = B*“ sind: Aus A folgt B, A impliziert B, A ist hinreichend fiir
B, B ist notwendig fiir A.

(iii) A falsch, dann A = B immer wahr!
» Wenn die Erde eine Scheibe ist, dann ist der Mond fiinfeckig “

(iv) Aus A = B folgt nicht B = Al
Beispiel 1.1.7: A: Es regnet, B: Die Strafle ist nass.
5. Aquivalenz (,genau dann ... wenn “), Abkiirzung: <

Beispiel 1.1.8: A: Die Zahlen a und b sind ungerade. B: Das Produkt a - b ist ungerade.
Dann gilt: A & B.

Bemerkungen 1.1.9:
(i) Sprechweise: A und B sind dquivalent, A ist notwendig und hinreichend fiir B.

(ii) A & B ist gleichbedeutend mit (A = B) A (B = A).

Fine strenge Definition dieser Verkniipfungen ist mittels folgender Wahrheitstafel moglich:
A|B|-A|ANB|AVB|A=B| A& B

w|w| f w w w w
w | f f f w f f
flw| w f w W f
ff] w f f w w
Kontrapositionsgesetz: (A = B) < (B = —A)

Beispiel 1.1.10: (22 <1=z<1)& (z>1=22>1)

1.2 Mengen und Zahlen

Man fasst oft gewisse Objekte zu einer Gesamtheit zusammen, etwa die Einwohnerschaft Darm-
stadts (= Gesamtheit aller Einwohner Darmstadts). Eine solche Gesamtheit heifit Menge. Die
einzelnen Objekte heiflen Flemente der Menge. Man kann eine Menge angeben, indem man

1. alle Elemente angibt, z.B.: My = {«, 3,7,0,e}, My ={!,?,@}

2. alle Elemente durch eine Vorschrift erklért, z.B.:

Ms; = {x: «x ist eine ganze Zahl undz > 10}
= {11,12,13,...}
= {z| =z ist eine ganze Zahl, x > 10}
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Aus formalen Griinden definiert man die leere Menge (kurz { } oder (}), als Menge ohne Element.
Ist a ein Element der Menge M, so schreibt man a € M; entsprechend a ¢ M fiir ,,a ist kein
Element der Menge M “.

Hier: v € My, 7 ¢ Ms.
Mengenoperationen:

A heifit Teilmenge von B, falls jedes a € A auch zu B gehort; B heifit dann Obermenge von A,
kurz A C B, und B D A.

A= B bedeutet AC Bund BC A

Beachte: Bei A C B ist Gleichheit nicht ausgeschlossen; fiir A C B und A # B schreibt man
A ;Cé B und nennt A eine echte Teilmenge von B.

£

Vereinigung: AUB={z:2 € A oder z € B}

S
S
N

Durchschnitt: ANB={x:z € Aund x € B}

59

O

N

Differenz ,A ohne B“: A\ B={x:xz € Aund = ¢ B}

B

Kartesisches Produkt: A x B={(a,b):a€ A,be B}

us)
>\§\
m

Dabei ist (a,b) ein geordnetes Paar, also ist die Reihenfolge wichtig: (2,3) # (3,2).
Entsprechend A x B x C ={(a,b,c) :a€ A, b€ B, ce C} etc.
A und B heiflen disjunkt, falls sie kein gemeinsames Element haben, d.h. falls AN B = () gilt.

Die wichtigsten Mengen in der Mathematik sind die Zahlen. Man unterscheidet folgende Grund-
mengen von Zahlen:

N ={1,2,3,4,...}, die natiirlichen Zahlen

No= {0,1,2,3,...}, die nichtnegativen ganzen Zahlen
zZ=A...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,... }, die ganzen Zahlen
Q= {g :p,q € Z,q # 0}, die rationalen Zahlen (Briiche)

Geometrische Darstellung durch die Zahlengerade (-strahl):
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rationale Zahlen (Briiche)
‘ ‘ ‘ ‘HH ‘\HHH‘ ‘ ‘
T T

H\‘
|
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Das Rechnen mit rationalen Zahlen ist aus der Schule bekannt!

Zur Erinnerung;: % + g = adb—; be <m’cht = ZI;)
ac ac a ¢ a d ad
bd _bd b'd b ¢ be
R o 3 2
ungiinstige Schreibweise: 2 : 1= g.

Zwar gibt es zwischen je zwei Briichen noch beliebig viele weitere rationale Zahlen, dennoch
wird die Zahlengerade nicht vollstéindig ausgefiillt!

Beispiel 1.2.1:

\
(] )
0 1 V2

Die Zahl v/2 (definiert durch die Beziehung: v/2 - 2) ist nicht Element von Q; deshalb heifit
V2 irrationale Zahl.

Die Vereinigung von QQ mit der Menge aller irrationalen Zahlen ergibt die Menge R der reellen
Zahlen. Die Rechenregeln sind dieselben wie in Q.

Es gilt
NcNocZcQcCR.

Dies sind offensichtlich jeweils echte Teilmengen.

Weniger offensichtlich ist: Die Menge der rationalen Zahlen Q ist abzdhlbar, d.h. sie kénnen
durchnummeriert werden. Die Menge der reellen Zahlen R ist diberabzdhlbar. Insbesondere liegen
zwischen je zwei verschiedenen rationalen Zahlen unendlich viele irrationale Zahlen.

1.3 Elementare Beweismethoden

1.3.1 Direkter Beweis

Voraussetzung: Aussage A
Behauptung: Aussage B
Beweis: A= A1 = Ay = ---= B

(statt = ist auch < zulissig)
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Beispiel 1.3.1: Wenn n eine gerade natiirliche Zahl ist, dann ist auch n? gerade.

Bewesis.
A: n € Nist gerade & n =2k fiirein k € N

=n?>=4k>=n’>=2m mit m =2k> und k € N

= n? = 2m mit m € N < n? ist gerade. O

1.3.2 Indirekter Beweis
Voraussetzung: A
Behauptung: B

Beweis: -B=01=>Cy=..--=>-A
oder AA-B=..--=CA-C dh. eine falsche Aussage,
daher auch ,,Beweis durch Widerspruch*

Beispiel 1.3.2: v/2 ¢ Q.
Beweis.

A:2=vV2 B:z¢Q
oder besser

A: z>0mit22=2 B: :p;égfﬁrallep,qu
q

ﬂB:x:]—gmi‘cp,qu
q

dann gilt ohne Einschréinkung (kurz: 0.E.):  p und ¢ teilerfremd und 2% = 2

2
= p_2 =2 = p? =2¢%, also ist p? gerade
q

= p gerade, also p = 2m mit m € N
= ¢® = 2m? also ¢° gerade

= g gerade = p und ¢ durch 2 teilbar; Widerspruch! [l

1.3.3 Vollstindige Induktion

Beispiel 1.3.3: Die folgende Formel geht auf C.F. Gaufl (1777-1855) als 10-jéhrigen Schiiler
zuriick:

n(n+1) .

L4224 dn=——

Gegeben sind Aussagen A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n € N.
Behauptung:  A(n) ist wahr fiir jedes n € N.

Beweis:
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1. Induktionsanfang: Zeige, dass A(1) wahr ist.

2. Induktionsschritt: Zeige A(n) = A(n+1) fiir beliebiges n € N.
Dann gilt A(n) fiir jedes n € N.

»Domino-Effekt*: |77, ..
12 3 4 5

Notation: ¥ bedeutet ,fiir alle“ (Allquantor), 3 heifit ,es gibt“ (Existenzquantor).

Abkiirzung fiir Summation von n Zahlen a; bis a,:
n n
a1+a2+...—|—an::2ak, etwa Zk:1+2+'”+”7
k=1
3
zB. Y k=1+2+3=6=
k=1

8.4
2

Mit diesen Abkiirzungen kénnen wir schreiben

Behauptung:
= 1
k=1

Beweis.
1. Induktionsanfang:
1
1(1+1
Zk‘ =1= % v/ also ist A(1) wahr.
k=1

2. Induktionsschritt: Zeige, dass wenn fiir ein gewisses n € N

Zk: = ni—i—l gilt,

dann folgt daraus

n+1

2
k=1
Es gilt:
n+1 n
1
k= k—l—n—l—l:@—l—n—l—l
k=1 k=

1
nn+1)+2n+1) m+2)(n+1)
2 B 2

Rechenregeln bei Summennotation:

n n
cZak:ank, Zak+zbk_zak+bk)’
k=1 k=1 k=1

n n
Zakzzan—i-l—ka Z%—I— Z ak—zak (1 <m<n),
k=1 k=1

k=m+1
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Bemerkung 1.3.4. Gelegentlich hat man Aussagen A(n) fiir alle n € N mit n > ng mit
anderem ng € N statt np = 1.  (Wir schreiben n > ng statt n € N An > ny)

Beispiel 1.3.5: Fiir welche n € N gilt 2" > n??
Also A(n): 2" >n?  Vermutung: A(n) ist wahr Vn > ng mit ng = 5.
Beweis. Wir beweisen das durch vollstdndige Induktion, allerdings starten wir mit A(ng) und
beachten im Induktionsschritt: n > ng!
A(B): 22> 5/
n—n+1: Es gelte 2" > n? fiir ein gewisses n > 5.
Dann gilt:

vl —9.9" > 2.2 =p? 4tn-n>n?+3n>n2+2n+1=(n+1)> (Binomische Formel)

[l
1.4 Binomialkoeffizienten und Binomialsatz
Erinnerung Binomische Formeln:
(a+0)* = a®+2ab+ b
(a—0)? = a®—2ab+ b
(a+b)(a—b) = a*—b
(a+0)>=(a+b)(a+b)? = ala®+2ab+b*) + b(a® + 2ab + b?)
= a®+2d%b + ab® + a®b + 2ab* + b°
a® + 3a%b + 3ab® + b3
1.4.1 Fakultit und Binomialkoeffizient
Definition 1.4.1. Die Zahl n! := 1-2-3-----n heifit ,n-Fakultdt“. Aus formalen Griinden

definiert man zusétzlich 0! ;= 1.

Mit Hilfe des Produktzeichens schreiben wir
n n
Hak::al'ag-----an ist n!::sz.
k=1 k=1

Esgilt (n+ 1)l =nl(n+1) Vne Ny
Definition 1.4.2. Die Zahl

(1) = mom

fir n € Ng und 0 < k& < n heiflt Binomialkoeffizient ,n iber k*.
Bemerkung 1.4.3. Es gilt

()-() ()-etpte

| .
Beispiele 1.4.4: <4> = - = 1 =6, <14> = 13- 14 =91, <10> =1.

2 2121 4 12 1.2 0
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1.4.2 Binomische Formeln und Pascal’sches A

Wie lauten die Koeffizienten nach Ausmultiplikation des Produktes (a + b)"?

n=0: (a+b° =1 1
n=1: (a+b' = a+b 1 1
n=2: (a+b)? = a®+2ab+ b 1 2 1

Die Eintrdge im Pascal’schen A entstehen als Summe der unmittelbar dariiberstehenden Nach-
barn. Der k-te Eintrag in Zeile n ist (Z)

Vermutung: (a+0)" =a" + <711> a" 1h+ <72l> a2 4+ (n i 1) ab™! 4 pn

Tatséchlich gilt:

Satz 1.4.5 (Binomialsatz). Fiir a,b € R und n € Ny gilt

w35 (D)ari

k=0

Der Beweis kann durch vollstdndige Induktion erbracht werden.

1.5 Ungleichungen und Betrige

Die reellen Zahlen R besitzen folgende Anordnungseigenschaften:

1. Va,b € R gilt genau eine der Beziehungen: a < b oder a = b oder b < a.
Fiir a,b,c € R gilt

2.a<bAb<c=a<c (Transitivitét)
J.a<b=a+c<b+c (Monotonie der Addition)
4. a <b=ac <bcfirc>0 (Monotonie der Multiplikation)

= ac > be fiir ¢ < 0
Bemerkungen 1.5.1:

(i) a < b heiBt Ungleichung (,,a kleiner als b“); gleichbedeutend mit b > a (,,b groBer als a*)

(ii) a < b bedeutet a < b oder a =b

Finige Folgerungen aus den Anordnungseigenschaften:

a<0 & —a>0. (1.1)
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Beweis. Verwende Eigenschaft 4 mit ¢ := —1. O

0<a<b=a"<b" Vnel; (1.2)

Beweis. Durch vollstindige Induktion:

Sei 0 < a < bund a™ < bd"; dann gilt

a"'=a"a < baund ab” < b-b" =b""L,  also auch ot < L 0

Definition 1.5.2. Sei a € R mit a > 0. Unter {/a (,n-te Wurzel aus a*) versteht man diejenige
nichtnegative reelle Zahl z, fir die 2™ = a gilt.

Dann gilt auch

0<a<b= Ya< Vb (1.3)
Beweis. indirekt mit (1.2). O

Bernoulli’sche Ungleichung: Fiirn € Nund x € R mit z > —1 gilt
(1+2)" > 1+ nzx. (1.4)

Beweis. Durch vollstindige Induktion:

n = 1 ist klar; zu zeigen bleibt n — n + 1

1+z)" =10 +2)1+2)"> 1+ 2)(1+nx)
=1+ (n+1z+nz®>>1+ (n+ 1)z, denn 2> >0 Va. O

Bemerkungen 1.5.3:
(i) Gleichheit nur fiir x = 0 oder n = 1.
(ii) Auch richtig fir z > —2.

Verwendung in vielen Beweisen! Auch um komplizierte Terme mit Potenzen nach unten ab-
zuschétzen; einfaches Beispiel:

2.21% = (24+0.2)" = [2(1 +0.1)]*° = 21°(1 4+ 0.1)*°
>29(1410-01) =212
=2048 (2.2'% ~ 2656)

Beispiel 1.5.4 (zu Ungleichungen): Fiir welche z € R gilt % < 17 Gesucht:

2 + 1
L={cer: 22T

< 1}.

L heifit Losungsmenge; dabei ist die zugrunde liegende Zahlenmenge (hier: R) wichtig!

Eine Rechnung mit Fallunterscheidung liefert

L={zecR:-2<z<1}.

Dies ist ein sogenanntes Intervall.
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Definition 1.5.5. Die folgenden Teilmengen von R werden Intervalle genannt; dabei seien
a,b € R mit a <b.

(i) [a,b] :={xr € R:a <z <b} abgeschlossenes Intervall
(ii) (a,b):={xr €R:a <z <b} offenes Intervall (auch ]a,b[)
(iii) [a,b) :={r €R:a <z <b} (rechts) halboffenes Intervall (auch [a, b[)
(a,b] ;={xr € R:a<x<b} (links) halboffenes Intervall (auch |a,d])
(iv) [a,00) :={r € R:z >a} und (a,00) :={z € R: 2z > a}
(—o0, b :i={x e R:x <b}, (—o00,b):={zreR:z < b}
Sprechweisen: a heifit linker Randpunkt, b rechter Randpunkt, (b — a) Intervall-Lénge.

Betrag und Signum: Welchen Abstand hat —3 zum Nullpunkt?  +3
Allgemein: Abstand von x € R zum Nullpunkt?

Definition 1.5.6. Sei x € R. Dann bedeutet

fiir 2 > 0
|z| := T = (Absolut-) Betrag von z und
—x firxz <0
1 firz>0
sgnx = 0 firx=0 Signum oder Vorzeichen von x
-1 firx<0

Bemerkungen 1.5.7:

(i) Die Funktionen |z| und sgnx haben folgenden Verlauf:

sgn x

=Y

(ii) Fiir x € R ist |x| der Abstand von z zum Nullpunkt. Entsprechend ist |« — y| der Abstand
von z zu y € R.

(iii) Es gilt z = |z|sgnz und |z| = zsgnz  fir z € R.
(iv) Die wesentlichen Eigenschaften von |- | sind

(a) |z)] =0 2=0 firzeR
(b) [Az| =\ -|z| fir \,z eR
(¢) |z +y| <|z|+ |y| fiir z,y € R (Dreiecksungleichung).
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Diese Eigenschaften sind auch fiir den (euklidischen) Abstand im R? erfiillt (allgemeiner
auch im R", n > 2)!

(v) Weitere Eigenschaften von | - | sind
(d) |[z| >0 VzreR
(e) | —z|=]z] VxeR
(f) —|z| <z <|z|] VxeR

(vi) Aufgrund der stiickweisen Definition von |z| kénnen (Un-)Gleichungen in denen |z| vor-
kommt, am besten durch Fallunterscheidung aufgelost werden!
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Kapitel 2

Elementare Rechentechniken

2.1 Potenzen

2.1.1 Exponentielle Schreibweise,

Beispiel 2.1.1: Wieviele Sauerstoffatome sind in 10 m? Luft bei Normalbedingungen (also 0°C,
1013,25hPa) enthalten?

Daten:
e Luft enthélt 20.8 Volumenprozent Sauerstoff

e 1mol Gasteilchen beanspruchen bei Normalbedingungen ein Volumen von 22.4 L, (Molvo-
lumen; A. AVOGADRO (1776-1856))

e 1 mol eines chemischen Stoffes enthalt
L := 602300000 000 000000 000000 Teilchen (Loschmidt’sche Zahl)

Probleme:

e Unterschiedliche Einheiten fiir gleiche Groflien verwendet:
m? und L; 1m?® = 1000 L bzw. 1 L= 0.001 m?(= (0.1m)?3)
verwende entweder ,,10 000 L Luftmenge“ oder ,,1 mol= 0.0224 m?3“!

e Rechnen mit derart groflen bzw. kleinen Zahlen ist sehr unhandlich! Verwende deshalb
die sogenannte exponentielle Standardform: Jede reelle Zahl x # 0 kann als Produkt aus
einem Vorzeichen, einer Zahl zwischen 1 und 10 (der Mantisse) und einer Zehnerpotenz
mit ganzzahligem Fxponenten geschrieben werden:

xr==4c-10", mit ¢ € [1,10) und n € Z. (2.1)

Bemerkungen 2.1.2:

(i) Fir die Zahldarstellung auf Rechnern wird die sogenannte normalisierte Gleitpunktdar-
stellung gewdhlt, dazu wird die Mantisse aus dem Intervall [0.1,1) gewdihlt.

(ii) Die Zahl n gibt die Anzahl der Stellen an, um die der Dezimalpunkt verschoben werden
muss, um aus ¢ die Zahl x zu erhalten. Bei positivem n ist der Punkt nach rechts, bei
negativem nach links zu schieben: 1-1072 = 0.001.

Beispiele 2.1.3:
Im3=1-1031,11=1-10"3m3, L = 6.023 - 103, Normalbedingungen: 0°C, 1.013 - 10° Pa.

13
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2.1.2 Multiplikation und Division

Beim Rechnen mit Zahlen in exponentieller Darstellung sind die Rechenregeln fiir Potenzen zu
verwenden.

Zur Erinnerung:
a”-a™=a"" bei gleicher Basis (Grundzahl)!

a"-b" = (ab)™  bei gleichem Exponent (Hochzahl)!

a” nem Q" a\m
— = qQ 5 -_— = - .
am™ bn b

Daraus folgt fiir Zahlen z = ¢; - 10" und y = ¢ - 10™ in exponentieller Darstellung:
grtm LG qgnem,

Yy  C2

Beachte: Das Ergebnis ist nicht automatisch in exponentieller Standardform!

Ty =-c1-C- 1

Beispiel 2.1.4:  =7.2-10% y=2.1-10"2
S z-y=72-21-10>=15.12-10% = 1.512 - 10%.
Mit diesen Regeln ergibt sich fiir das Beispiel 2.1.1:

10 m? Luft enthalten % -10*L=20.8 - 10? L= 2.08 - 10® L. Sauerstoff.
2.08 - 10° L Gas entsprechen

2.08-10°mol _ 2.08
224100 224

9.3 - 10! mol Gas enthalten

9.3-10'-6.023-10% = 9.3-6.023 - 10** = 56.0139 - 10** ~ 5.6 - 10*> Teilchen.
10m? Luft enthalten 5.6 - 10%® Sauerstoffmolekiile (O3), also

2-5.6-10% =11.2-10%° = 1.12 - 10%° Sauerstoffatome.

102 mol ~ 0.93 - 102 mol = 9.3 - 10" mol.

2.1.3 Potenzieren und Wurzelziehen

n m-n

Erinnerung: (a™)" = a

Damit folgt
(x-10™)" = 2™ (10™)" = 2™ - 10™™

Das Ergebnis muss nicht exponentielle Standardform haben!

Beispiel 2.1.5: (4.2-103)2 = 4.22 .10 = 17.64 - 105 = 1.764 - 107.
Die gleiche Regel gilt im Prinzip auch fiir das Wurzelziehen:
VA 105 = (4-10°)/2 = 412 . (106)/2 = 2. 1052 = 2. 10°

Hier kann aber eine Zehnerpotenz mit gebrochenem Exponenten entstehen!

Beispiel 2.1.6: V4.2-105 = /4.2 - 10°/2.

Um zur exponentiellen Darstellung des Ergebnisses zu gelangen, mufl der ganzzahlige Anteil des
Exponenten abgespalten werden:

V4.2.105 = V4.2 -10*T1/2 = /4.2 . v/10 - 102 = V42 - 10% ~ 6.5 - 102
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2.1.4 Addition und Subtraktion

Es ist klar, wie zwei Zahlen in exponentieller Darstellung addiert (bzw. subtrahiert) werden,
falls die Zehnerpotenzen gleiche Exponenten besitzen:

c1 - 10" + ¢ - 10" = (¢1 + ¢2) - 107,

etwa
741077 +42-107% =11.6-107% = 1.16 - 102,

Sind die Exponenten verschieden, so miissen die Zahlen erst umgeformt werden:
c1- 10" + 2 -10™ =¢1 - 10" 4 (g - 10™7™) - 10" = (1 + ¢ - 10™77) - 10"

Das Ergebnis muss nicht die exponentielle Standardform haben!

Beispiele 2.1.7:

(a) 6.04-10* +3.6-10% = 60.4 - 10° + 3.6 - 10% = 64 - 103 = 6.4 - 10, oder
=6.04-10* 4+ 0.36 - 10* = 6.4 - 10*

(b) 6.04 - 10% 4 3.6 - 10° = 6.04 - 103 + 360 - 10* = 366.04 - 10* = 3.6604 - 105
(c) 9.82-1074 —7.1-107°=9.82-107* - 0.71-107* = 9.11 - 10~

2.2 Logarithmen

2.2.1 Definition und erste Eigenschaften

Wir haben bisher folgende Zehnerpotenzen kennengelernt:

10° =1, 10' =10, 10% =100,

10" =10-10-...-10 firneN
1 1 1
107" =01-01-...-01= — . «— = _"" fi
0 0.1-0 0 10 10 o irn € N

10m/" = (Y10)™ = Y10m  firmeZ, neN
Man kann 10% auch fiir beliebige reelle Zahlen € R definieren (als Grenzwert von 10" mit

einer Folge von Briichen r, — x; der Begriff ,,Grenzwert* wird spéter erklért).

Definition 2.2.1. Es sei a € R mit a > 0 und es gelte a = 10V fiir ein b € R.
Dann wird b der (dekadische) Logarithmus von a genannt und mit loga bezeichnet.

Bemerkungen 2.2.2:

(i) Gelegentlich wird auch lga, oder (genauer) log;, a geschrieben.
(ii) Der Logarithmus von a, also log a, ist diejenige reelle Zahl, fiir die a = 10°8¢ gilt.

(iii) Der dekadische Logarithmus ist ein wichtiger Begriff in der Chemie im Zusammenhang
mit dem pH-Wert einer wissrigen Losung (Sdure oder Lauge).

pH-Wert := negativer dekadischer Logarithmus der Protonenkonzentration
CH+

mol /L’

= —log
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Beispiel 2.2.3:

log 0.001 = —3, denn 1073 = 0.001

log 10 = 1, denn 10! = 10.
Welchen Wert hat dann log 27

Nach Definition: log 2 ist die Zahl b € R, fiir die 10° = 2 gilt.
Wie grof} ist b ndherungsweise?

Esist 10 =1, 10' =10 und 1 < 2 < 10, d.h. es gilt
10° < 1082 < 10"
Aus der Monotonie der Potenzfunktion x — 10% (spéter!) folgt
0<log2 < 1.
Es ist v/10 = 101/2 = 3.16... und 10"/* = 10/21/2 = \/\/10 = \/3.16... = 1.778.....
Damit gilt genauer:

10* < 1082 < 10'/2, also  0.25 < log2 < 0.5.

Schachtelt man log 2 auf diese Weise immer weiter ein, so erhélt man log2 = 0.301029. ..

log 2
1 I 1
0 1/4" 1/2 1

Y

Was ist dann log 20, oder log(2 - 10™)?

Erinnerung: Aus den Potenzgesetzen ergeben sich die Regeln

log(ab) = loga+logb
loga™ = mnloga
log % = loga —logh
loga® = zloga

Damit folgt:
log 20 = log(2 - 10) = log2 +log 10 = log2 + 1 = 1.301029...
und

log(2-10") =log2 + n.

Allgemein gilt:

log(c-10™) = log ¢ + n.
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2.2.2 Graphische Darstellung des Logarithmus

Zunichst einige Fakten:

(i) loga existiert nur fiir a > 0, denn 10* > 0 fiir jedes x € R.
(ii) log1 =0, denn 10° =1

(iii) logx ist streng monoton wachsend, d.h. 0 < a <b=loga < logb.
Dies folgt aus der entsprechenden Monotonie von x — 107:

0<a<b= 1082 < 108 also loga < logh, sonst Widerspruch.

(iv) Fiir a € (1,10) gilt loga € (0,1).
(v) Fiir a € (0,1) gilt loga < 0, denn

1 1 1 1
loga = —loga ' = —log=und = >1=log= > 0= —log= < 0.
a a a a

(vi) loga nimmt beliebig grofie Werte fiir grofie a an:
a=10" mit n € N=loga = n.

Also: log a ist nach oben unbeschrénkt.

1

(vii) loga nach unten unbeschrénkt: a = 5

=10"" = loga = —n.

Der Graph von log z hat (rechts in halblogarithmischer Darstellung) folgenden Verlauf:
y log(x) 319

1 0 log(z)
N
xT
0”4 2 3 4 5 6 7 8 9 10 « ?7 107° 1072 10°2-10° 100 10> 10°
_2,
-1 —3]

2.2.3 Natiirlicher Logarithmus

Wir haben oben loga als diejenige Zahl definiert, fiir die 10°8¢ = q gilt. Anders ausgedriickt:
Bei vorgegebenem a > 0 ist x = loga die Losung der Gleichung 10* = a, d.h. der (dekadische)
Logarithmus ist die Umkehrfunktion (genauer Begriff spéter) der Potenzfunktion x — 10*.

Bei vielen (Wachstums-) Prozessen in der Natur spielt eine andere Potenzfunktion eine her-
ausragende Rolle, ndmlich die sogenannte Exponentialfunktion e®. Dabei wird als Basis die
sogenannnte Euler’sche Zahl e = 2.71828 ... verwendet. Die genaue Definition der (irrationalen)
Zahl e kann erst spéter gegeben werden. Zur Motivation:

Beispiel 2.2.4: Eine Population (Bevolkerung; auch von Tieren, Pflanzen, Bakterien etc.) be-

stehe zur Zeit ¢t = 0 aus Ny Individuen. Die Anzahl zur Zeit ¢t > 0 sei N(¢). Angenommen die

Wachstumsrate (%—]X A AA—]X) sei proportional zur Bevolkerungszahl, also djzlft) = kN(t) mit einer

Wachstumskonstante £ > 0.
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Wie lisst sich N(t) zur Zeit ¢ > 0 aus Ny berechnen? Da wir die sogenannte Differentialglei-
chung %t(t) = kN(t) fir t > 0, N(0) = Ny mit unserem jetzigen Wissen nicht lsen kénnen,
versuchen wir folgende Nidherung. Wir wihlen ein grofies n € N und setzen At := t/n. Dann gilt

niaherungsweise
N(At)— N(0) AN

At =y =N,

also

N(At) = N(0) + kN(0)At ~ No(1 + kAt).

Entsprechend gilt

N(2At) — N(At)
At

~ kN (At),

also N(2At) =~ N(At)(1 + kAt) = No(1 + kAt)2.

Nach insgesamt n Schritten erhélt man so

N(nA) ~ No(1+ kAL", also | N(t) ~ N(0) <1 N ﬁ) .

Fiir den speziellen Zeitpunkt ¢ = 1/k ergibt sich
N(1/k) ~ No(1+ 1/n)",

wobei wir mit wachsendem n eine bessere Niherung erwarten. Es gilt:

«
5, OO

2‘2.25‘2.37‘--- ‘2.594‘--- ‘2.705 ‘ ‘ e

(14 4)m

D.h. (14 %)” strebt gegen die sogenannte Euler’sche Zahl e = 2.71828 ..., wenn n immer grofer
wird.

Also gilt:  N(1/k) = Ny - e,
und allgemein ~ N(t) = Np - e fiir t > 0.

Bemerkung 2.2.5. Wie (1 + %)" strebt auch (1 + %)H gegen e und damit gilt

n 1kt
" kt
<1+ﬁ> = [(1—#@) t] — M
n n

Die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion e* wird natiirlicher Logarithmus genannt und mit
In z bezeichnet (Logarithmus naturalis). Genauer:

Definition 2.2.6. Sei a > 0. Der natirliche Logarithmus von a, kurz Ina, ist diejenige reelle
Zahl, fir die €™ = a gilt. Dabei ist e = 2.71828 ... die FEuler’sche Zahl.
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Insbesondere gilt €19 = 10 und damit auch

ewln 10 _ (eln IO)m —10*

Daraus folgt nach Definition 2.2.1 und Definition 2.2.6:
10 = a=x=1loga

¥ 10 a=xInl0=1Ina

Also gilt folgende Umrechnungsformel zwischen Ina und log a:

Ina=In10-loga | mitln10 ~ 2.303

Beispiel 2.2.7: In(9.831-1072) =?
Es ist

log(9.831 - 1072) = 1log 9.831 — 2 = 0.9926 — 2 = —1.0074.

Damit folgt

In(9.831 - 1072) = 2.303 - (—1.0074) = —2.320.

2.3 Algebraische Gleichungen

Unter einer algebraischen Gleichung versteht man eine Gleichung in einer oder mehreren Unbe-
kannten (etwa x, y, z,...), bei der jede Variable stets als Potenz mit natiirlichem Exponenten
auftritt.

Beispiele 2.3.1:
(a) o+ 222 — 4o =7+ 22
(b) 2% + 2zy = y?

Viele Anwendungen fithren auf mehrere Gleichungen mit mehreren Variablen, d.h. auf ein soge-
nanntes Gleichungssystem etwa (a) und (b) zusammen.

Wie 16st man solche Gleichungssysteme?

Eine algebraische Gleichung in einer Variablen 1é8t sich immer auf die Form
P(z)=0
mit einem sogenannten Polynom
n
P(z) =apz" + ap_12" '+ -4 az+ap = Zakmk, an # 0
k=0

bringen. Da die Gleichung P(z) = 0 durch a,, dividiert werden kann, reicht es aus Polynome
mit fithrendem Koeffizienten a,, = 1 zu betrachten. Der hochste Exponent n heifit Grad des
Polynoms.
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Beispiel 2.3.2: P(z) = 23+ 222 — 62 — 7 Polynom 3. Grades (kubisches Polynom).

Bemerkung 2.3.3. Eine gegebene Gleichung in einer Variable lésst sich evtl. erst durch Um-
formen in diese Form bringen.

Beispiele 2.3.4:

5) 2
= & - & 24=0
(a) 20 -7 x+2 v ’
2
(b) wl =z4+1 & ... & 22-2r—1=0. (quadratische Gleichung)
x_

Die Losungen von P(x) = 0 sind die sogenannten Nullstellen des Polynoms P. Das Beispiel
P(x) = 2% + 1 zeigt, daB ein Polynom keine reellen Nullstellen haben muf. Dieser Defekt 148t
sich beheben, indem man sogenannte komplexe Zahlen z = x+iy mit i> = —1 einfiihrt; genaueres
dazu spéter.
Die Berechenbarkeit der Losungen von P(x) = 0 héngt vom Grad des Polynoms ab.
Der Fall Polynomgrad n = 1.

ao

Dann ist P(x) = ajx + ap mit a1 # 0, also P(x) =0 & z=——.
a

Der Fall Polynomgrad n = 2.
Nach Normierung gilt

P(z) =2®+px+q

Losung der Gleichung P(z) = 0 durch quadratische Ergéinzung

2 2
:ﬁ+2x§+q=& & <w+§)—<g)+q=0
2
py P
& =) ==——q
@+2 g1

D := % —q heiflt Diskriminante, da das Vorzeichen von D iiber die reelle Lésbarkeit entscheidet.

Fiir D > 0 gilt:

B‘:,/pﬁ_
&+2 1 9

also gibt es zwei Losungen

2 2
p, . |p p_|p
SR ST d =T /==
xy 2+ [ ¢ und @ 9 TR

oder kurz

2
T = —g +4/ pz —q | (p-g-Formel).

Fiir die Félle n = 3, 4 existieren ebenfalls Formeln zur Berechnung der Nullstellen der entspre-
chenden Polynome. Diese sind sehr kompliziert und werden hier nicht angegeben. Fiir n > 5
gibt es keine allgemeingiiltigen exakten Losungsformeln!
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Manchmal kommt man mit folgenden Uberlegungen weiter:
(i) Nur gerade Potenzen von x: Substituiere 22 durch y.

Beispiel 2.3.5: 2* —322+2=0.
y := 2?2 liefert die quadratische Gleichung 3% — 3y + 2 = 0.

—2:§iV@:§i3
2 V4 2 2

= 2?=1oder 2° = 2, also |z| = 1 oder |z| = V2.

=] ©

3

also y1 =1, y9 = 2.

Damit: = 41 oder = ++/2 sind alle Losungen.

(ii) Wenn eine Nullstelle bekannt ist: Polynomdivision durch Abspalten des entsprechenden
Linearfaktors.
Beispiel 2.3.6: P(z) =23+ 22 —2—1
Offensichtlich: P(x) = 0 hat als Losung = = 1.
Dann: P(z) = (x — 1)Q(x) mit Polynom @; der Grad von @) ist um 1 kleiner.
Hier: P(z) = 2%(z +1) — (z + 1) = (22 — 1)(x + 1).

Beispiel 2.3.7: Oft liegt ein System von nicht algebraischen Gleichungen vor, die gelegentlich
in algebraische Gleichungen tiberfithrbar sind.

Vi+vrz+1l = y
1-2x =y

= 1-2r=(Va+Vati)  el-2=z+2VrVvatitatl
& —dr=2\z(z+1) & 2z=+\/zx(r+1)

= 42 =2+ © 3P-z=0 & z2(Bzx—-1)=0

2

1
& x:00derx:§.

Vermutung: Losungen sind
(2.9) = (0.1) wnd (z,9) = (5.1/5 +/}) = (4.v3).
Vorsicht! Zwischendurch erfolgten Umformungen, die keine Aquivalenzumformungen sind!

Probe liefert: (0,1) ist eine Losung, (3, v/3) nicht.

Es gibt keine vollstdndige Losungstheorie fiir allgemeine Gleichungssysteme. Man beachte auch,
dass eine Losung einfacher Gleichungen wie x + ¥ = 0 ,elementar® nicht berechenbar ist; zur
numerischen Losung solcher ,,transzendenter® Gleichungen spéter mehr.
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Kapitel 3

Funktionen

3.1 Funktion und Umkehrfunktion

Anschaulich versteht man unter einer Funktion eine Abbildung, die eine Zuordnung zwischen
gewissen Objekten herstellt.

A B

Dabei wird jedem Element genau ein Objekt zugeordnet, z.B. ist f(0) = +1 (= {+1,—1})
verboten.

In den naturwissenschaftlichen Anwendungen sind meist Abbildungen zwischen reellen Zahlen
von Interesse.

Beispiele 3.1.1: f(z) =22, g(x)=+vz+1 oder y=ax+b.

Das letzte Beispiel ist nachléssig formuliert; man kann ohne Zusammenhang nur vermuten, dass
x die sogenannte unabhéingige Variable ist, d.h. f(z) = ax + b gemeint ist.

Definition 3.1.2. Gegeben seien Mengen Dy und B. Unter einer Funktion
f:Dy— B

versteht man eine Abbildung, die jedem Element x € Dy genau ein Element y = f(z) € B
zuordnet. Eine konkrete Funktion wird entweder mit Hilfe einer Zuordnungsvorschrift (,, Formel“)
oder durch Aufzihlen aller zugeordneten Paare angegeben.

Beispiel 3.1.3: Dy = {a,b,c}, B={«a, 3,7},
f: Dy = B mit fla) = a, f(b) =B, f(c) = 7.

23
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Bemerkung 3.1.4. Sei f : Dy — B eine Funktion mit der Zuordnungsvorschrift y = f(z),
dann heiBt x Argument oder unabhingige Variable, y abhingige Variable, f(x) Funktionswert
bzw. Wert von f an der Stelle z und Dy Definitionsbereich von f. Man unterscheidet zwischen
der Bildmenge (bzw. dem Bildbereich) B und dem Wertebereich Wy C B. Wy ist die Menge aller
Funktionswerte f(z) fir x € Dy, d.h. Wy = {f(x) : @ € Dy} =: f(Dy).

Oft ist Dy nicht explizit angegeben; dann verwendet man den sogenannten , maximalen Defini-
tionsbereich® (gelegentlich als D,,,, bezeichnet), d.h. die grofite Menge, fiir welche die Zuord-
nungsvorschrift definiert ist.

Beispiele 3.1.5:

1
(a) f(z)=— 1 hat den maximalen Definitionsbereich Dy = R\{—1,1}.
x —_—

(b) g(z) = V& + 1 hat den maximalen Definitionsbereich D, = [—1, c0).

Dabei muf} allerdings aus dem Zusammenhang hervorgehen, aus welcher Grundmenge die Va-
riable z iiberhaupt stammt: g : C — C mit g(z) = v/z + 1 hat als Abbildung mit den komplexen
Zahlen als Variablen den maximalen Definitionsbereich D, = C!

Zur anschaulichen Darstellung einer Funktion f : R — R verwendet man den (Funktions-)
Graphen von f.

Definition 3.1.6. Der Graph einer Funktion f : Dy — B ist die Menge
gr(f) ={(z,y) :x € Dy, y = f(x)}.
Im Fall f: Dy C R — Rist gr(f) eine Teilmenge der Ebene R?, lisst sich also bildlich darstellen.

Beispiele 3.1.7:

f:R—=R mit f(z)=ax+0b. W;=R,fallsa#0.

=y

f:R—=R mit f(z)=e". W;=(0,00).

=Y
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Oft ist es wiinschenswert, dass die Zuordnung f : Dy — W} eineindeutig ist, d.h. dass zu jedem
Bildpunkt y € Wy nur ein Urbild x € D; gehort.

Definition 3.1.8. Eine Funktion f : Dy — B heift
injektiv, falls x # & = f(x) # f(Z) gilt,
surjektiv, falls Wy = B gilt,

bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.
Bemerkungen 3.1.9:

(i) f: Dy — B ist injektiv, falls gilt: f(z) = f(Z) = =z = 7.

ii) f: Dp— W, ist stets surjektiv, denn W, = f(D) nach Definition.
f f f f

Diese Begriffe sind deshalb wichtig, weil jede bijektive Funktion umkehrbar ist!

Definition 3.1.10. Sei f : Dy — W} eine injektive Funktion. Die Funktion g : Wy — Dy, die
jedem y € Wy genau das x € Dy zuordnet, fiir welches y = f(x) gilt, heilt Umkehrfunktion von
f; geschrieben als g = f~1.

Bemerkungen 3.1.11:

(i) Fiir f~! gilt also f (f_l(y)) =y YyeW; sowie f~!(f(z))=2 Va€ Dy.

(ii) Die Zuordnungsvorschrift fiir f~! lisst sich oft durch Auflésen der Gleichung y = f(x)
nach z angeben.

Beispiel 3.1.12: Hyperbolische Funktionen:

T _ T

Sinus hyperbolicus:  sinhz := ET fir x € R
, , e’ +e " .
Cosinus hyperbolicus:  coshx := — fir x € R

Der Name kommt von der Beziehung (cosh z)? — (sinhz)? = 1, denn y? — 22 = 1 ist die Gleichung
fiir eine Hyperbel.

cosh(z)
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Betrachte f : R — R mit f(x) = coshz. Dann gilt Wy = [1, 00).
Problem: f : R — Wy ist nicht injektiv, denn f(z) = f(—=z), Va € R. Ahnlich wie bei y = 22
kann nur nach Einschriankung der Funktion auf den kleineren Definitionsbereich
Df:R+ ( :[0,00))
invertiert werden!

f:Df =R, — Wy =][1,00) ist bijektiv.

_1 et +e* )
Berechnung von f=*: y= — nach z auflésen.

Substituiere z = ¢*. Dann: z + % =2y mit z > 0.

& 24l=2y & 2Z2-2y+1=0 & (z-yl=y2-1

&S |z—yl=vy? -1
Zunichst zwei Losungen: z =y + /92 —1 und z2=9y— y%2—1.
Welche Losung liefert f~1?  Wir haben: z = e®* mit z € D fyalsox >0

= z>1. Esisty—vy?—-1<1 firyeW;.
Also

(€ =)z=y+Vy’-1 = f‘l(y)zln(y+\/y2—1)-

Bezeichnung:  Arcoshz :=In (3: + \/:132——1> fir o > 1  Areacosinushyperbolicus.

Y

Beispiel 3.1.13: f(z) =22 -42+1=(z—-2)?2-3 2% — 4z + 1
Offensichtlich ist f nicht bijektiv!

Esist Wy =[—-3,00), aber f:R — W ist nicht injektiv!
Wie bei y = 22 kann f nur durch Einschrinkung auf einen 2

kleineren Definitionsbereich, etwa auf [2,00), invertiert werden!
Sei also Dy := [2,00). Dann ist

f: Dy — Wy = [-3,00) bijektiv.

Berechnung von f~!:
y =% — 4z + 1 fiir y > —3 nach z auflosen.

s y=@-22 -3 @-2%*=y+3.
Zunichst zwei Losungen:

r=2—+y+3 und z=24++/y+3.

Es muss « € Dy (also x > 2) gelten! Daher

r=2+y+3, dh. f7ly) =2+ /y+3.
Fazit: f~!:[-3,00) — [2,00) mit f~!(z) =2+ vz + 3.
Es gilt
gr(f7) = {Wwa): yeWs, o=} ={ly.x): ye Wy, y=f(a)}
= {(.2): (z,9) €gr(f)},
d.h. gr( f _1) entsteht aus gr(f) durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden.



3.1. FUNKTION UND UMKEHRFUNKTION 27

Beispiel 3.1.14:

)
9
flx) =e?
-2 -1 7 A
-
=24/ ffY )=z

Viele der in den Anwendungen auftretenden Funktionen haben zusétzliche Eigenschaften, etwa
Monotonie oder Symmetrie.

Definition 3.1.15. Eine Funktion f: Dy C R — R heif}t
(i) beschrinkt, falls |f(x)| < M, Va € Dy mit einer ,Schranke* M > 0 gilt.
(ii) gerade, falls f(—z) = f(z), Vo € Dy gilt.
(iii) ungerade, falls f(—x) = —f(x), Va € Dy gilt.
(iv) (streng) monoton wachsend, falls gilt:

v <my = f(z1) < flw2) (f(z1) < f(22))

(v) (streng) monoton fallend, falls gilt:
Ty <wmy = flx1) > flz2) (flz1) > flx2)).
(vi) periodisch (mit der Periodenldnge L), falls f(x + L) = f(x) Vo € Dy =R.

Bemerkungen 3.1.16:

(i) f: Dy CR — R heifit (streng) monoton, falls f (streng) monoton wachsend oder fallend
ist.

(ii) Eine streng monotone Funktion f : Dy C R — Wy C R ist automatisch injektiv, also
umkehrbar.

Abschlieflend einige der fiir die Chemie wichtigen Funktionstypen.

(a) Direkte Proportionalitit:  f:R — R mit f(z) = ax.
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Dabei ist a € R die Proportionalitdtskonstante.

Beispiel 3.1.17: Reaktionsrate r einer Reaktion A — B erster Ordnung: r» ~ ¢4, also
r = f(ca) mit f(x) = kz, k > 0 Reaktionsgeschwindigkeitskonstante.

Beachte: Fiir kompliziertere Reaktionen treten Funktionen mehrerer Variablen auf! Fiir
A+ B — P etwa ist die Reaktionsrate r durch k = ¢, ¢ gegeben.
Hier ist also f(z,y) = kxy.

Umgekehrte Proportionalitit: — f : R\{0} — R mit f(z) = e
x

Beispiel 3.1.18: Die allgemeine Gasgleichung fiir ein ideales Gas lautet

PV _

T nR

mit p = Druck, V = Volumen, T" = Temperatur, n = Teilchenanzahl, R = allgemeine
Gaskonstante.

Fiir konstantes T' (isotherm) gilt p ~ % mit der Proportionalititskonstante a = nT

Auch hier treten im allgemeinen Fall Funktionen mehrerer Verinderlicher auf, etwa
V=Ff(p,T) mit f(z,y) =nRy/x firz,y>0.

Linearer Zusammenhang: f:R —R mit f(x) =ax+0b

Beispiel 3.1.19 (freie Enthalpie): H = U + pV mit U = innere Energie (diese sei kon-

stant). Fiir p = const (isobar) bzw. V' = const (isochor) ergibt sich ein linearer Zusam-
menhang.

Potenz mit ,gebrochenem Exponenten®: f:Ry — R mit f(z) =kz®* mit o > 0.

Beispiele 3.1.20:

(i) Reaktionen gebrochener Ordnung.

(ii) Zustandsgleichung realer Gase: p = A p® mit p = Dichte, A Proportionalitéitskonstan-
te und dem Exponent a > 1; etwa o = 1.4 fiir Luft, a = 1.67 fiir Helium (o = 1+2/f
mit f = Anzahl der Freiheitsgrade des Gasmolekiils).

Funktionen der Form Iny = _— +b:
x

Beispiel 3.1.21: Arrhenius-Ansatz zur Beschreibung der Temperaturabhingigkeit der
Reaktionsgeschwindigkeit

r(T) = ag e Pa/(BT)
mit F, = Aktivierungsenergie, 7' = Temperatur

= y= age " = Iny =1Inag —i—ln(e_a/m) = —% + /4 mit 8 :=1Inap.
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Bemerkung 3.1.22. Zur Bestimmung der auftretenden Konstanten ist es oft vorteilhaft zu
»linearisieren“ (Vorsicht mit dem Begriff), d.h. neue Variablen so einzufiihren, dass ein linearer
Zusammenhang (wie in (c)) entsteht.

Beispiele:
1. y=a/x:
T=1/z, y=y = ¢=az,
2. y=ka™

(a) ny=Ink+alnz,alsoz=nz,y=hy = g=aZ+lnk,
oder mit dekadischem Logarithmus
(b) logy =logk + alogx, also & =logz,y =logy = g=a+logk,

3. y=age /"

a
Iny=——+1Inag, alsoz =1/z,y=lny = §=—ai+Inap.
T

Vorteil: Nach graphischem Auftragen von g gegen & aus Messwerten sollten die Punkte in etwa
auf einer Geraden liegen. Dann kann die Steigung und der Achsenabschnitt der Geraden aus
der Zeichnung ermittelt werden! Zur Bestimmung der ,besten® ausgleichenden Geraden spéter
mehr.

Beispiel 3.1.23: Die Funktion f(z) = 32° wird fiir das Intervall [0, 3] nach 2. (b) in verschie-
denen Darstellungen gezeigt:

800 10
600 0
10
> 400 >
107°
200
0 107*°
0 1 2 3 107 107" 10° 10"
X X
4
y=3 x°
) ) ) 2
Oben links: Kartesische Koordinaten
0
Oben rechts: Doppelt logarithmisch
> —2
Unten rechts: 2
= -4
Logarithmierte kartesische Darstellung
-6
-8
-10
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3.2 Komplexe Zahlen und trigonometrische Funktionen

Problem: Es gibt quadratische Gleichungen ohne (reelle) Losungen, etwa
2 +1=0.

Ahnliche Probleme hatten wir schon friiher:

z + 1 = 0 hat keine Losung = € N; deshalb wurde Z eingefiihrt.

nz =1 mit n > 2 hat keine Losung = € Z; deshalb wurde Q eingefiihrt.

22 = 2 hat keine Losung = € Q; deshalb wurde R eingefiihrt.

Da es keine reelle Zahl  mit 22 = —1 gibt, definiert man eine neue Zahl i durch die Festlegung

i = —1 (also ist i im Prinzip ein Ersatz fiir v/—1)

Dann kann man die Gleichung
2?4+px+qg=0

auch im Fall D := p?/4 — q < 0 (zuniichst formal) 16sen:
$1,2:—gi\/5:—g:|:\/q—p2/4\/— Z—gﬂ:iﬂ/q—p2/4.

Dieser Typ Zahl hat die Form a+:¢b mit a,b e R.

Definition 3.2.1. Unter einer komplexren Zahl z versteht man eine Zahl der Form z =z + iy
mit 2,y € R und 72 = —1. Dabei heifit = der Realteil von z (kurz Re z), und y der Imagindrteil
von z (kurz Im z); ¢ heifit auch imaginire Einheit.

Fiir die Menge aller komplexen Zahlen schreiben wir C, d.h.

C={z+iy:zycR} mit i*=—1.

Fiir zwei komplexe Zahlen zy = 1 4+ iy; und z9 = x9 + i yo definieren wir
(i) z1=2 &= x1=x2undy; =1
(ii) 214 20 == (21 +22) + i (y1 + ¥2)
(iii) 2122 ;== w122 —y1y2 +i(z1Y2 + 2291)

Die Regeln (ii) und (iii) besagen, dass mit ¢ wie mit einer reellen Zahl gerechnet wird, wobei
aber i2 = —1 zu beachten ist.

Beispiel 3.2.2:
z71=14+21,20=-2—1 = z14+20=—-141,2120=—01.

Da komplexe Zahlen aus zwei unabhingigen Anteilen bestehen, kann man sie mit Punkten der
Ebene identifizieren.

z=zx+iyeC < (z,y) € R?
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Man erweitert dadurch den reellen Zahlenstrahl zur komplexen fim 2
Zahlenebene, der sogenannten Gaujf§’schen Zahlenebene. 12 ca

Eine wichtige Operation ist die Spiegelung an der reellen Achse, d.h. T1

der Ubergang von z = z + iy zu z := = — iy, der zu z konjugiert ‘ ‘Riz
komplexen Zahl. Die Bedeutung von Z ergibt sich aus der Gleichung 2 1 I
2Z = (x+iy)(x —iy) = 22 +y> (€ R!). Nach Pythagoras ist .2 +-1

V2Z der Abstand der komplexen Zahl z vom Ursprung. Analog
zum Reellen heifit dieser Wert Betrag von z, geschrieben als |z|.
Also gilt 27 = |z|? und damit fiir z # 0, d.h. fiir 2 # 0 oder y # 0:

1 1 _ T—1y
_= 7 = —.
z 2|2 x2 + 92
Definition 3.2.3. Fiir z =z + ¢y € C definieren wir
(i) Z:=2x—iy (konjugierte komplexe Zahl)
(ii) |z :=VzZ =22 +y? (Betrag von z)

1
(iii) Fiir 2 # 0: 271 = = als Losung von 27! 2z = 1 (Inverse von z bzgl. Multiplikation)
z

1
(iv) Fiir 29 # 0: S 21—
22 22

1
Beispiel 3.2.4: z =1+2i, z=1-2i, 2z=5, |z|]=1/5, —:3——2'
z

Bemerkungen 3.2.5:

(i) Fiir || gilt |2| =0 2=0, |z -w| = |2| - |w| und |z + w| < |z| + |w]

Der Name Dreiecksungleichung fiir die letztgenannte Ungleichung erklért sich aus folgender

Skizze:
Imz g |z + w| Z+w
w ..
|w
- z
12| Rez

(ii) Die komplexen Zahlen sind nicht angeordnet, d.h. es gibt keine Relation ,<“ auf C!

(iii) Bei Polynomen mit reellen Koeffizienten treten komplexe Nullstellen immer in konjugiert
komplexen Paaren (also zp und Zj) auf.

Satz 3.2.6 (Hauptsatz der Algebra). Sei P ein Polynom iiber C vom Grad n, also
P(z)=2"+ap1 2" V4 4 a1 2z + ag mit Koeffizienten aj, € C und a, # 0.

Dann hat P genau n komplexe Nullstellen, wobei mehrfache Nullstellen (d.h. Faktorisierung mit
Faktor (z — 29)*) mit ihrer Vielfachheit (also k) zu zéhlen sind.
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Beispiele 3.2.7:
(a)
Bl (1) (22t 1) = (24 1) (z—%—z’?) <z_%+¢§>

hat die Nullstellen z; = —1, 293 = % + 4 @; alle einfach.
(b)
Britz+i=S 42402 +1) = (2449 (% +1)
=(z+4+1i)(z+1i)(z—1)
= (z41)* (2 —1)

hat die Nullstellen z; = z9 = —i (zweifach) und z3 = i (einfach).

Da komplexe Zahlen den Punkten in der Gauf3’schen Zahlenebene entsprechen, ldsst sich jedes
z € C auch in Polarkoordinaten durch Angabe einer Liange und eines Winkels darstellen.

Alm 2

Yl---------—= z=x+1y

Dazu bendtigen wir die trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosinus.

Ay

Sinf------------

—1

Definition 3.2.8. Es seien z, y die Koordinaten des Punktes P auf dem Einheitskreis, fiir den
der Winkel von der positiven reellen Halbachse aus (im Bogenmaf}) gerade ¢ betriigt (Winkel
math. positiv, also gegen den Uhrzeigersinn). Dann definieren wir:

sing:=y und cosp:=z.
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Dadurch sind sin ¢ und cos ¢ fiir Winkel ¢ € [0, 27) erkliart. Fiir andere Werte ¢ € R definieren
wir

sinp :=sin(p — 2km) und cosy = cos(p — 2km),
wobei k € Z so gewihlt ist, dass ¢ — 2 - kw € [0, 27) gilt.

Bemerkung 3.2.9. Die Funktionen sin ¢ und cos ¢ entstehen also durch 2w-periodische Fort-
setzung der Verldufe im Bereich [0, 27).

14 sin(z) // cos(z)

Fagzit: Die Zahl z = z + iy € C hat die Polarkoordinatendarstellung
z =r(cosp+ i sinyp)

mit dem Radius 7 = |z| und dem Winkel ¢ zwischen ,Ry und z“ (in Rad).

Die Zahl ¢ heit Argument von z, kurz arg(z). Da es beim Winkel auf Vielfache von 27 nicht
ankommt, hat man mehrere Moglichkeiten, das Intervall fiir arg(z) festzulegen. Oft definiert
man arg(z) als den Winkel ¢, fiir den z = |z|(cos ¢ + i sin ) und —7 < ¢ < 7 gilt.

Eigenschaften von sinz und cosz.

Unmittelbar aus der Definition folgt
sinx +cos’z =1 Vo €R (Pythagoras)
sin0=0, cosO=1

. T ™
sin— =1, cos—==0
2 bl

2 7 45°=7 /4
LT T 1 > @
SIDZ = COSZ = ﬁ >

1/V2

30°=7/6
T 1 T V3 ~N 1 9
Sin 6 % COS 6 5 1 +
1/2 1/2

Additionstheoreme:

sin(z +y) = sinzcosy+cosxsiny Vz,y e R

cos(r +y) = cosxcosy—sinzsiny Vr,yeR
Folgerungen:

sin(x +7/2) = cosx, cos(x+7/2)=—sinz
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sin(x + 7) = —sinz, cos(x +7) = —cosx

sin2x = 2 sinx cosx

2 2

cos 2z = cos” x — sin“ x (:200523:—1:1—28in2:n)

Bemerkungen 3.2.10:

(i) Ist v ein Winkel in Gradma$ (also 360° fiir den Vollkreis), so muss zur Berechnung von

;. etwa

Sinus und Cosinus « erst ins Bogenmafl umgerechnet werden, d.h. x = QW’

T 1
in30° =sin - = —.
sin sing =5
(ii) Die Exponentialfunktion e* kann auch fiir komplexe z € C definiert werden (als sog.
Potenzreihe; dazu spéter mehr).

Es gilt dann das Fuler’sche Theorem

e =cosp+ising fir ¢e€R;

dies kann auch als Definition von e’¥ verwendet werden. Damit folgt
e* = "W = ¢%(cosy +isiny) fir z=x+iycC.

Fiir die komplexe e-Funktion gilt wie im Reellen
TV =e*e” Vz,w e C.

Setzt man speziell z = ix und w = iy ein, so erhélt man mit Hilfe des Euler’schen Theorems
die Additionstheoreme.

(iii) Fiir 21 = r1e™!, 25 = roe¥2 € C gilt 2129 = riroetP1t¢2) - Also werden bei der Multi-
plikation zweier komplexer Zahlen die Betrige (Léngen) multipliziert und die Argumente
(Winkel) addiert.

In Anwendungen verwendet man die Winkelfunktionen oft zur Langenberechnung. Dabei benutzt
man folgende Zusammenhénge:

1. In rechtwinkligen Dreiecken gilt:

. a  Gegenkathete
sina=—-—=———
¢ Hypothenuse c u
b Ankathete !
cosqg=-=———
¢ Hypothenuse b

2. In beliebigen Dreiecken gilt:

sina  sinf8  siny

Sinussatz:
a b c

Cosinussatz: ¢ =a?+b>—2-a-bcos~y

Beispiel 3.2.11: Die Verbindung NoFy existiert in zwei rdumlich verschiedenen Formen (Iso-
meren):
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- S

/N /

F F F

Cis-NoFy Trans-NoFo
Bei beiden Isomeren betriagt der N-N-Abstand 0.125 nm, der N-F-Abstand 0.144nm und die
F-N-N-Winkel 115°. Welchen Abstand haben die Fluoratome?
(a) Im Cis-Isomer:

d = 22 + 0.125;

a = 180° — 115° = 65°,
X

OB 0144

=d=0.125nm + 2-0.144 nm - cos 65° = 0.247 nm.

(b) Im Trans-Isomer:

0.125
b=0.144, c= —5 d = 2a.

Cosinussatz: a® = b + ¢® — 2bccos 115°

= a? =0.0322nm?, a=0.180nm
= d = 0.360 nm. N

Weitere trigonometrische Funktionen:

Definition 3.2.12. Mittels Sinus und Cosinus definiert man

NS

sinx
tanz = fiir xGR\{E+nw:nGZ} (T'angens)
cos T 2
und
cos x
cotx = — fir e R\{nr:neZ} (Cotangens).
sin
c
Anschaulich: a
tana = —, cota = —. o
a
b

Die Tangensfunktion ist m-periodisch, ungerade und im Intervall (—m/2,7/2) streng monoton

wachsend.
Yy

5

5
|
3
I
T
13
3
|
=
ro
)

T —3

Der Graph des Cotangens ergibt sich aus dem Zusammenhang

sin(x 2 cos &
tan(x + 7/2) = (z+7/2) = ——— = —cotux.
cos(zx+7/2) —sinx
Zu Winkelberechnungen bendtigt man oft Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktio-
nen. Da letztere nicht injektiv sind, kann man die Inversen nur nach Einschrinkung auf einen

geeigneten Definitionsbereich erkléren.
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51Y
(a) Arcussinusfunktion y = arcsin z
Die Umkehrfunktion von f(x) = sinx -1 1z
im Monotonieintervall _r <z<-—.
2 2 _m |
2
™Yy
(b) Arcuscosinusfunktion y = arccos
Die Umkehrfunktion von f(z) = cosz z
im Monotonieintervall 0 <ax <.
—1 T 1.%.
2 J
(¢) Arcustangensfunktion y = arctan x
Die Umkehrfunktion von f(z) = tanz .
im Monotonieintervall —g <z < g
I
2
Beispiel 3.2.13: Berechnung des Tetraederwinkels.
Réumliche Struktur gewisser Kristalle bzw. Molekiile, etwa Methan (CHy)
aber auch Wasser (verzerrter Tetraederwinkel 104.5°).
Gesamthohe: H =d + h
o lésst sich aus d berechnen:
1 = 2d* — 2d* cos ¢ (Cosinussatz).
Pythagoras: d* = [? + h?. Eliminiere h:
P —h=0"* = (d-h)H=I
12
= d—h=—, d+h=H
H’ -
1 15
= d=-|(H+ —
; (7+7)
Berechne I: 1 =21? — 21 cos 120° (Cosinussatz); cos 120° = — sin 30° = -3 = = %

2 2
Berechne H: I’+ H?’=1 = H2:57 H:\/;

Y A

3 4
292 ==2 1— =_
5\ 3 3’ d 1 = CoS 3

1
cosp = —g = ¢ =109.5°

Bemerkung 3.2.14. Das Tetraeder ist der einfachste Korper, der durch gleich grofle regelmafi-
ge n-Ecke (n = 3) begrenzt wird. Solche Korper heiflen regulidre Polyeder. Es gibt genau fiinf
verschiedene, die sogenannten Platonischen Korper:
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Tetraeder: 4 Dreiecke

Oktaeder: 8 Dreiecke

Tkosaeder: 20 Dreiecke

Wiirfel: 6 Quadrate

Dodekaeder: 12 Fiinfecke

exeed

Diese regulédren Polyeder spielen in der Chemie eine wichtige Rolle, da Kristalle und Molekiile
moglichst regelméfBige Konfigurationen bilden.
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Kapitel 4

Folgen und Grenzwerte

4.1 Folgen

Definition 4.1.1. Eine (reelle) Folge (ay) ist eine Funktion f : N — R, die jedem n € N die
Zahl a,, = f(n) € R zuordnet.

Bemerkungen 4.1.2: (a) Die Funktion f wird also durch die Folge der Funktionswerte
ay,az,as, ... angegeben. Die a, heiflen Folgenglieder (mit Index n).

(b) Gelegentlich ist es sinnvoll, die Folgenglieder bei einem Index ng # 1 starten zulassen. Z.B.
ist a, = ﬁ nur fiir n > 2 erklért. Man schreibt dann (ay,)n>n,-

Beispiele 4.1.3:

(a) (ap) mit a, =1/n, also 1, =,

N
Wl
>~ =

(b) (an)n>0 mit a, =2", alsol, 2, 4, 8, 16, ...

Die a,, wachsen iiber alle Grenzen hinaus.
(¢) (ap) mit a, = (-1)", also -1, 1, =1, 1, =1, 1, ...
Die Folge ,,oszilliert” zwischen den Werten —1 und 1.

(d) (an) mit a, = (1+1)", also 2, 2.25, 2.37, ...

Diese Folge haben wir schon im Zusammenhang mit Wachstumsprozessen betrachtet. Die
ap, nahern sich dem Wert e = 2.71828. ..

(€) (an)n>0 mit ap = a1 =1 und apy1 = ap—1 +a, fiirn >1,also 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ...
(Fibonacci-Zahlen)

1 2
(f) (an) mit a3 =1 und ap4q = 5 <an + —> fiirn > 1, also 1, 1.5, 1.4166, 1.4142 ...
an

39
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Die a2 nihern sich dem Wert 2. Sie stellen das ,, Verfahren von Heron“ zur niherungsweisen
Berechnung von v/2 dar.

Bemerkungen 4.1.4:

(i)

(i)

4.2

Bei (e) und (f) handelt es sich um rekursiv definierte Folgen. Dabei wird der Wert einiger
Folgenglieder explizit vorgegeben, sowie eine Vorschrift, wie der Reihe nach alle weiteren
Folgenglieder berechnet werden.

Da Folgen spezielle Funktionen sind, iibertrigt sich der Monotoniebegriff. Z.B. heifit (a,)
(streng) monoton wachsend, falls a,, < ap+1 (an < anp41) fiir alle n € N gilt. In den Bei-
spielen: (a,) streng fallend in (a), streng wachsend in (b), nicht monoton in (c), wachsend
in (e); die Folgen aus (d) und (f) werden wir spéiter auf Monotonie untersuchen.

Konvergenz von Folgen

In den Beispielen 4.1.3 (d) und (f) interesssiert man sich fiir den ,,Grenzwert“, der durch diese
Folgen bestimmt wird.

Definition 4.2.1. Eine Folge (a,) hat den Grenzwert (Limes) a, falls fiir alle e > 0 ein n. € N
existiert, so dass

la, —al <e firalle n>n.

gilt. Man schreibt dann lim a, = a (oder auch: a,, — a fiir n — o0), und nennt (a,) konvergent
n—oo

gegen a. Ist eine Folge (a,,) nicht konvergent, so heifit sie divergent.

Bemerkungen 4.2.2:

(i)
(i)

(iii)

Ist (a,) konvergent mit dem Grenzwert 0, so heifit (a,) Nullfolge.

Fiir die Konvergenz von (a,,) sind nur Folgenglieder mit grofiem Index wichtig. Insbeson-
dere gilt dieselbe Definition fiir Folgen (an)n>n,-

Man bezeichnet das offene Intervall (a —e,a+¢) auch als e-Umgebung von a. Es gilt genau

dann lim a, = a, wenn in jeder e-Umgebung von a alle Folgenglieder a,, bis auf endlich
n—oo

viele liegen.

Liegen in jeder e-Umgebung von a unendlich viele der a,, (aber evtl. auch unendlich viele
auflerhalb), so bezeichnet man a als Haufungspunkt der Folge (a,,). Ist (a,) konvergent, so

besitzt (a,) also genau einen Hiufungspunkt, und zwar den Grenzwert lim a,.
n—0o0

Die Folge (a,) aus 4.1.3 (c) hat die beiden Haufungspunkte +1, ist also divergent.

Beispiele 4.2.3:

(a)

1
(an) mit a, = e Vermutung: (a,) ist eine Nullfolge.
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Zu zeigen: Ve >03dn. € N:n>n. = |a,| <e.
Riickwarts anfangen: Wir wollen ‘%! < ¢ erhalten.

1 1

& <e & n>

n e
Kandidat fiir n. ist also %; dieser ist aber i.A. nicht ganzzahlig. Wéhle also fiir n. die
nichstgrofiere ganze Zahl. Man schreibt |z] fiir die néchstkleinere ganze Zahl von z, etwa

13.14] =3, |-7.1| = -8 (GauBklammerfunktion).
1
Damit gilt fir n. = {EJ + 1:

1
n

1
n>neg=n=—- = <e.
€

Beachte: n. hingt von € ab!
Definition 4.2.4. Eine Folge (a,,) mit der Eigenschaft:
Es gibt eine Schranke S > 0 mit
lap,| < S firalle neN
heiit beschrinkt.
Lemma 4.2.5. Aus (a,) konvergent folgt (a,) beschrénkt.

Beweis. (ay) konvergent, d.h. es gibt @ € R mit lim a, = a.
n—oo

Dann gilt insbesondere (¢ =1) :IN € N Ja, —a| <1 firallen >N
= 3dNeN: Jay|<1+a| furallen>N.
Also gilt fir alle n > N
lan| = |lan —a+a| <la, —a|+ |a| < |a| +1
Setzen wir M := max{|a1|,|az],...,|an—1]}, so gilt fiir alle n € N

lan| < max{M,|a| + 1} =: S. 0

(b) (ayn) mit a, = 2". Die nahe liegende Vermutung, dass (a,) divergent ist, wird durch das
eben bewiesene Lemma bestétigt, denn (a,,) ist unbeschriankt. Hier gilt sogar:

¥VS>03NeN: n>N=a,>S. (+)

In diesem Fall heifit (a,,) bestimmt divergent gegen +o0; man schreibt auch lim a, = oo und
bezeichnet 400 als uneigentlichen Grenzwert von (ay). o
Entsprechend mit —oo falls ,,a, < —S“ in (x).

Bemerkung 4.2.6. Es gilt folgender Zusammenhang zwischen Nullfolgen und bestimmt di-
vergenten Folgen:

(i) Ist (a,) Nullfolge mit a,, > 0 (a, < 0), so ist (b,) mit b, = 1/a, bestimmt divergent
gegen +00 (—00).

(ii) Ist (by) bestimmt divergent gegen +oo (—00), so gibt es ein ng € N so daB (ap)n>n, mit
an, = 1/by, eine Nullfolge (mit a,, = 0 fiir n > ng) ist.

1
Insbesondere ist also (a,) mit a, = — fiir p > 0 stets eine Nullfolge!
n
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4.3 Grenzwertsitze

Fiir komplizierte Folgen mochte man die Untersuchung auf Konvergenz und die Grenzwertbe-
stimmung auf einzelne Anteile zuriickfiithren. Dies gelingt in folgenden Situationen.

Satz 4.3.1. Die Folgen (a,) und (b)) seien konvergent mit dem Grenzwert a bzw. b. Dann gilt:

(i) lim (ap+b,) =a+Db

(ii) lim (anb,) =ab
(iii) lim (Z—") = %, falls b # 0 und b,, # 0 fiir n > ng

(iv) Aus a, < b, fiir n > ng folgt a < b

2
o ) n‘—n 1-1/n
Beispiel 4.3.2: (a,) mit a,, = m211 2+ 1/n%

1

Wir wissen: - — 0, ;lg — 0 fiirn — oo
1 1 .
= l-——1 2+-—5—-2 firn—oo
Satz 4.3.1 n n
= ap, — — fir n — oo.
Satz 4.3.1 2

Bemerkungen 4.3.3:

(i) Teil (iv) von 4.3.1 wird oft mit b, = b Vn angewandt; man beachte auch: aus a,, < b,Vn
folgt nicht a < b!

(ii) Eine Folge (a,, — by,) kann konvergieren, obwohl (a,) und (b,) divergent sind.
Beispiel 4.3.4: a, =vn+1, b, =/n; lim a, = oo = lim b,.
n—oo n—oo

n+1—n 1
= —
vn+l+yn Vn+14+yn

Chn=an,—by=Vn+1—+n=

0 (n— o)

Um Letzteres zu zeigen, verwendet man Teil (i) des folgenden Satzes.

Satz 4.3.5. Sei (ay,) eine Folge und (b,) eine Nullfolge.

(i) Gilt |a,| < |bn| ab einem ng € N, so ist auch (a,,) Nullfolge.

(i) Ist (a,) beschrinkt, so ist (a,b,) eine Nullfolge.
Bewess.

(i) Sei e > 0. Dann existiert n. € N, so dass |b,| <& = |a,| < |by| < e fiir n > n..

(ii) |an| < S Vn>n. = l|ayby| < S|by| und Sb,, — 0 nach Satz 4.3.1 (ii). 0
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Beispiel 4.3.6: (a,) mit a, = ¢" fiir ein ¢ € R
(a) g=0:a,=0 Vn = lima, =0

(b) ¢g=1:a,=1VYn = lima, =1
(c)0<g<1l:a,—0,denn|¢"|<e < ¢"<e & nlng<lhe & n>—;

1
wiahle also n, =1 + {EJ
Ing

(d) g>1:a, —oo,denng=1+2xmit x >0= ¢" = (1+z)" > 1+ nz nach Bernoulli-
ungleichung. Daraus folgt ¢ " oo fiir n — oo.

() =1 <g¢g<0:q" = (—1)"(—q)™; (—=1)" ist beschriankt, (—¢)" ist nach (c) Nullfolge
= ¢" — 0 nach Satz 4.3.5 (ii).

(f) ¢g=—1: ¢" = (—1)" divergent; zwei Hiufungspunkte +1.

(g) ¢ < =1 :1¢"| = |q|™ — oo, d.h. divergent; (¢") ist nicht bestimmt divergent, da die
Vorzeichen wechseln.

Mit den bisherigen Sétzen ldsst sich Konvergenz nur zeigen, wenn man den Grenzwert der Folge
(bzw. einzelner Folgen bei zusammengesetzten Termen) kennt.

Fiir monotone Folgen gilt:

Satz 4.3.7. Sei (a,) monoton und beschrankt. Dann ist (a,) konvergent.

Bemerkungen 4.3.8:

(i) Ist (a,) monoton wachsend, so reicht es aus zu zeigen, da$ (a,,) nach oben beschrdnkt ist,
d.h. es gibt ein M > 0 mit a,, < M Vn; entsprechend fiir monoton fallendes (ay,).

(ii) Satz 4.3.7 gilt auch, wenn (a,) erst ab einem bestimmten Index ny € N monoton ist.
Beispiel 4.3.9: Wir betrachten die Folge (ay,)n>0 nach Beispiel 4.1.3 (f):

1 2 .
ap =1, an+1:§ an + — fiir n > 0.
n

Fiir diese Folge wollen wir zeigen:
(1) Positivitét,
(2) Beschrinktheit,
(3) Monotonie,
(4) dass ihr Grenzwert a = /2 ist.
1 2
zu (1): Aus ap = 1 und a4 = 3 <an + —> folgt induktiv, dass alle a,, > 0.
an
zu (2): Wegen

1 2 4 1 2 4
2 2 2
an+1—2zz<an+2ana+g>—2:Z<an—2ana+g>
1 2\? )
=—la,—— | >0 fir n>0
4 an

gilt a2 > 2  fiir n > 1. Also ist (a,) nach unten beschrinkt wegen (1).
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zu (3): Wegen der Aquivalenzen

2 2
an+1San@an+—§2an<:>—§an©2§ai

an an

fiir n > 1 folgt aus a% > 2 nach (2) ap41 < ay,. Also ist die Folge fiir n > 1 monoton fallend.
zu (4):

Satz 4.3.7 liefert: lim a, = a fiir ein a € R und a > 0 nach Satz 4.3.1 (iv).

n—oo

Welchen Wert hat a? Aus der Rekursionsformel folgt:
2anan41 = a2 +2 (wir wissen noch nicht, ob a # 0 gilt!)

Weiter klar: Die verschobene Folge (a,+1) ist ebenfalls konvergent gegen a.

2

Also gilt nach Satz 4.3.1:  2a,a,41 — 20 und a2 — a?  fiir n — oo.

Damit gilt a?=2und a > 0, also a = V2.
Bemerkung 4.3.10. Es gibt ein allgemeingiiltiges Konvergenzkriterium, das keine Kenntnis

des Grenzwertes voraussetzt: Eine reelle Folge (ay,) ist genau dann konvergent, wenn (a,) eine
Cauchy-Folge ist, d.h. wenn

Ve > 03dn. € N: |a, — an| < e fiir n,m > n..

Dieses Konvergenzkriterium ist allerdings schwierig anzuwenden.

4.4 Reihen

o

Sei (ag)r>o0 eine reelle Folge. Wir betrachten nun unendliche Reihen Zak. Dabei steht das
~ k;O

Symbol Zak sowohl fiir die Folge der Partialsummen (s,) mit s, = Zak, als auch fiir den

k=0 k=0
Grenzwert, falls dieser existiert.

Definition 4.4.1. Die (unendliche) Reihe Zak heiBt konvergent, falls die Folge (s,,) der Par-

k=0

tialsummen konvergiert. Dann nennt man s = lim s, den Wert der Reihe und schreibt kurz
n—oo

[ee]
Z ar = s; sonst heiffit die Reihe divergent.
k=0

o o
Bemerkung 4.4.2. Ganz entsprechend betrachtet man auch Z ag, etwa Z %; man schreibt
k=ko k=1
auch kurz Z ag.
k>ko

Satz 4.4.3 (Geometrische Reihe). Die geometrische Reihe

o
Zq”: l4+g+¢+¢+... mitgeR
n=0
hat die Partialsummen
1— qn+1
Sy = 17_(1
n falls ¢

falls

<
N
—_

I
—
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Die Folge der Partialsummen und damit die geometrische Reihe ist genau dann konvergent,
wenn |g| < 1 gilt. Dann ist

> 1
an = 1_4 (lgl <1).
n=0 q

Beweis. Es ist
n
sn=> ¢"=1+q++.. . +¢"
k=0 2 n n+1
und qSn = q+q +...+q +4q

1— qn+1

= sn—qsnzl—q’”rl = 5, =
1—gq

falls ¢ # 1.
Fiir ¢ = 1 ist offenbar s,, = n, dann ist also Z q" divergent.
n>0

Sei also ¢ # 1. Dann muss (¢"*!) konvergent sein und daraus folgt |q| < 1 (sieche Ubung). Also
ist die Bedingung |¢| < 1 notwendig fiir die Konvergenz der geometrischen Reihe. Aus |¢| < 1
folgt umgekehrt ¢"*! — 0 und damit die Konvergenz der s,,.

- 1
Fazit: "= <1
witt | Ya" = (<)
n=0
Also ist die geometrische Reihe genau dann konvergent, wenn |q| < 1. O

(o]
FEine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz von Z ay ist lim a, = 0!
n—oo
k=0
Denn: aus s, — s folgt s,1 — s, also a, = s, — -1 — 0 (N — 0).

Vorsicht: a,, — 0 ist nicht hinreichend fiir die Konvergenz der Reihe!

Satz 4.4.4 (Harmonische Reihe). Die harmonische Reihe

> !
n=1 "
ist bestimmt divergent.

o0

1
=1
n:ln 1
- =1/2
+2 /
1 1
+§+Z >2-1/4=1/2
Beweis. Es ist 1 1 1 1

+?+6+71+8 > /8 /
S T >8-1/10=1/2
+91+ +161 - / /
[l T >16-1/32 =1/2
+17+ —1—32 >16-1/3 /
+..
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Fiir n = 2™ gilt deshalb s, > 1+ 5, d.h. s, ist bestimmt divergent gegen +oo. O

Bemerkung 4.4.5. Berechnet man s, mit dem Computer, so wiirde man auf Konvergenz
schliefen! (Im Rahmen der Maschinengenauigkeit gilt % = 0 ab einem groflem ng)

4.5 Konvergenzkriterien fiir Reihen

Aus den Grenzwertséitzen aus Abschnitt 4.3 folgt sofort

Satz 4.5.1.
() Y (an+bn) =a+b, falls Y an=a, > by=b
n=0 n=0 n=0
(ii) Z()\an) = \a, falls Z an, = a.
n=0 n=0
(iii) Ist a, >0 ¥n >0, so gilt:
Z an, konvergent <«  Folge der Partialsummen ist beschrankt.
n=0

Bemerkungen 4.5.2:
(i) In Teil (iii) ist (s,) monoton wachsend.

(ii) Es gilt nicht Z anby, = Z an Z by,! Falls die Reihen rechts konvergieren, gilt

n>0 n>0 n>0
n
Z an Z b, = Z Z aibn—r  (Cauchy-Produkt).
n>0 n>0 n>0 k=0

1 1

1
- k € N, deshalb folgt
Rk kg1 be N deshalbiolg

1
Beispiel 4.5.3: Z R 1) Es ist

n 1 n+1

Also ist die Reihe konvergent, denn ay, 2 0 und (s,) ist beschrénkt.

Eine Reihe der Form Z(—l)”an mit a, >0 (Vn > 0) heiBt alternierend.

n=0
[ee]
Satz 4.5.4 (Leibniz-Kriterium). Die Reihe Z(—l)k ay, ist konvergent, falls (a,) eine monotone
k=0
Nullfolge ist.
In diesem Fall gilt
n o0
|sn — s| < apt1, wobei s, = Z(—l)kak und s = Z(—l)kak ist.
k=0 k=0

[e.e]

1
Beispiel 4.5.5: Die alternierende harmonische Reihe Z(—l)"— ist konvergent. (Wert: In 2).
n

n=1
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[ee] [ee]
Das Beispiel zeigt auch, dass aus Konvergenz von Z an nicht die Konvergenz der Reihe Z |an|
n= n=0
folgt. Diese stiarkere Eigenschaft heif3t absolute Konvergenz.

[e.9]
Satz 4.5.6 (Kriterien fiir absolute Konvergenz). Die Reihe Zak ist absolut konvergent, falls

k=0
eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist.

(i) |ag| < by (fir k > ko) und Z by, ist konvergent.  (Majorantenkriterium)
k=0

(i) V|ax| <g<1 fiirk>ky (Wurzelkriterium)

ak+1
aj

(iii)

<g<1 firk>ky (Quotientenkriterium)

Bemerkung 4.5.7. Die Teile (ii) und (iii) folgen aus (i), indem man by = M¢* (geometrische
Reihe) als Majorante verwendet. Anstelle von (ii) bzw. (iii) verwendet man praktisch oft die
starkere Bedingung

(i) lim {/]ag| < 1,
k—o0

(i)’ lim | 2] <1
k—oo | Qf
Beispiele 4.5.8:
= 1
(a) ZE mit p > 2.
n=1
T 11 1 )
Esglltfurak—ﬁ. |ak|_ﬁ§§_ m firp>2,n>1.
>~ 2 = 1
Die Reihe Z —— ist konvergent, also auch Z — nach dem Majorantenkriterium.
n(n+1) np
n=1 n=1
=1 2
Fiir p = 2 kann man den Wert berechnen: Z — =
—n 6

Man kann zeigen, dass die Reihe auch fiir p > 1 konvergiert. Die harmonische Reihe (p = 1)
zeigt, dass diese Bedingung scharf ist.

(0.0] 1 o0 3;”
(b) Zﬁ bzw. Zm fir zeR
n=0 n=0
n n+1 |
Hier ist an = —, also | 2L = |-~ R I
n! an (n+1)! an n+1
1
= |9t <2 o1 fiwn>2)2]  (bew. Lm |22 =0).
Gn, 2 n—oo | ap

Die Reihe ist nach dem Quotientenkriterium fiir jedes x € R konvergent.

X n
Es gilt Z 3:_' = ¢"; dies ist die iibliche Definition der Exponentialfunktion!
n

n=0
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[e.e]
Satz 4.5.9 (Divergenzkriterien). Die Reihe Z ay, ist divergent, falls eine der folgenden Bedin-

k=0
gungen erfiillt ist.

(i) (ag) ist keine Nullfolge.

[e.e]
(ii) |ag| > bx > 0 (fir k > ko) und Z by, ist divergent.  (Minorantenkriterium)
k=0

(iii) /]agx|>¢>1 fiirk>ky (Wurzelkriterium)
(iv)

ag+1
ay

>q>1 firk>ky (Quotientenkriterium)

Bemerkungen 4.5.10:

(i) Wie bei den Konvergenzkriterien, zeigt man bei Verwendung des Wurzel- bzw. Quotien-
’an-i-l‘
|ay|
(ii) Man beachte, dass im Fall, dass obige Grenzwerte den Wert 1 haben, das Wurzel- und

Quotientenkriterium keine Aussage iiber Konvergenz oder Divergenz liefern. Dann sind
also andere Methoden gefragt.

> 1.

tenkriteriums meist lim, . /|an| > 1, bzw. lim,

Beispiel 4.5.11: Sei 0 < p < 1. Da dann n? < n! = n fiir alle n € N gilt, haben wir

1 1

—>—2>0 firalleneN

nP —n
und da Z;L’Oﬂ% divergent ist (harmonische Reihe) folgt die Divergenz von > 7, # fiir alle
0 < p < 1 nach dem Minorantenkriterium.

Bemerkungen 4.5.12:
o
i) Die Reihe Z i ist konvergent fiir p > 1 und
(i) Die y gent fir

n=1
oo

1
Die Reihe Z o ist divergent fiir p < 1.
n

n=1

(ii) Eine kleine Liste wichtiger

1 1

Majoranten: o n—\/ﬁ’ geometrische Reihe, ...
1 1

Minoranten: 1,—,—,...
n’\/n

4.6 Potenzreihen

Definition 4.6.1. Sei z¢p € R und (a,,) eine Folge.
[ee]

Zan(x—xo)”:a0+a1(3:—:£0)+a2(3:—:n0)2—|—..., reR

n=0

heifit Potenzreihe mit Entwicklungsstelle x.
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Potenzreihen sind — sehr lax gesprochen — unendlich lange Polynome, zéhlen aber natiirlich im
Allgmeinen nicht zu den Polynomen. Allerdings ist jedes Polynom eine (besonders einfache)
Potenzreihe bei der nur endlich viele Koeffizienten a,, nicht null sind.

Beispiele 4.6.2:

() S m YT
n=0 n=0

@ Y22 @ Y Ea
n=0

(e) Z n"z"
n=0

Die Konvergenz von Potenzreihen héngt nun natiirlich davon ab, welches x € R man ein-
setzt. Nach dem Wurzelkriterium, vgl. Satz 4.5.6 und Satz 4.5.9, konvergiert die Potenzreihe

Yoo an(z — x0)"™, falls

lim /|a,(z — x0)?| = lim V/|an||x — 29| = |x — zo| im /|a,| < 1
n—oo n—oo

n—oo

ist und sie ist divergent, wenn der Grenzwert echt grofler als Eins ist.

1. Fall, lim,,_, o, {/|a,| = 0: Dann konvergiert die Potenzreihe fiir alle z € R.
2. Fall, lim,,—,o {/|a,| = oo: Dann konvergiert die Potenzreihe nur fiir x = x.

3. Fall, 0 < lim, o0 V/|an| < oo: Konvergenz fiir |z — xg| < T und Divergenz fiir

— N S
| — zo| > T
Definition 4.6.3 (Formel von Hadamard). Falls sie existiert, heifit
1
———, lim, .o {/|an| € (0,00),
9= 0, falls limy, oo ¥/ |an| = o0,
00, lim,, oo /|an| =0
Konvergenzradius von Y 7 o an(x — o)™,
Obige Uberlegungen ergeben damit sofort den folgenden Satz.

Satz 4.6.4. Sei Y a,(z — x)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius o. Dann konvergiert
diese fiir alle € R mit |x — x| < ¢ und divergiert fiir |x — x¢| > 0.

Fiir die Beispiele aus Beispiel 4.6.2 ergibt sich damit das folgende Konvergenzverhalten.

(a) Z x". Hier ist a, = 1 fiir alle n € N, also

n=0
lim {/|a,|= lim 1=1=p=1.
n—oo n—oo

Wir finden so das Konvergenzverhalten der geometrischen Reihe wieder, vgl. Satz 4.4.3.
Dort haben wir auflerdem schon

= 1
n=0

gesehen.
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(b)

o0 n

x

Z — Hier ist a, = %, n € N. Die Anwendung der Formel von Hadamard, d.h. des
n! :

n=0

Waurzelkriteriums fiihrt hier auf den kniffligen Grenzwert lim, .., V/n!. Wir verwenden

darum das Quotientenkriterium. Dazu betrachten wir die gesamte summierte Folge b, :=

%, n € N. Dann folgt Konvergenz der Reihe, falls

xn+1
(n+1)!

n! lz|" Tt ! . ||

n—nn(n—%l)!'Eﬂ;-_-naaon—+1

an
Also ist diese Reihe fiir alle z € R konvergent, der Konvergenzradius also o = oc.

Tatséachlich gilt

Z T — ¢ firallezeR (Exponentialreihe).

(o]
> 2"(x —2)". Mit a, = 2", n € N gilt hier
n=0

lim V/|ap| = lim 2=2= p= %
Diese Potenzreihe konvergiert also fiir € (3/2,5/2) und divergiert falls x € (—o0,3/2)
oder z € (5/2,00).

Ist auch das Konvergenzverhalten in den Punkten 3/2 und 5/2 von Interesse, so muss
dieses ,,von Hand* untersucht werden: Fiir x = 3/2 erhilt man die Reihe

§2<—§> - 72(—1)",

die offensichtlich divergent ist. Gleiches gilt fiir x = 5/2, das die Reihe 7 1 liefert. Also
ist die Reihe an beiden Randpunkten des Konvergenzintervalls divergent.

o0 n

Z 2", Bei dieser Potenzreihe ist eine direkte Anwendung der Hadamard-Formel nicht
n

n=1

méglich, da sie nicht in der Form >.°° | a,,(x — x0)™ vorliegt. Mit der Substitution y = 23

haben wir fozl %y", also mit a,, = %
2 2 2
lim V/|a,|=lm ——= ——— = - = 2.
n—oo |n| nﬁm/Vﬁ hnmﬁ@)V% 1

Das entspricht dem Konvergenzradius 1/2: Es liegt also Konvergenz vor fiir alle y € R
mit |y| < 1/2 und Divergenz fiir |y| > 1/2. Mit x = ¢y haben wir damit Konvergenz der
urspriinglichen Reihe fiir alle |z| < 1/+/2 und Divergenz fiir |z| > 1/+/2.

Die Untersuchung an den Réndern fiihrt hier fiir z = 1/ V2 auf die divergente harmonische
Reihe und fiir x = —1/ V2 auf die konvergente alternierende harmonische Reihe. Das
Konvergenzgebiet der Reihe ist also genau [—1/+/2,1//2).
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[e.e]
(e) Z n"z". Hier ist mit a,, = n", n € N wegen
n=0

lim {/|ap| = lim n=00=p=0
n—oo n—oo
der Konvergenzradius Null, d.h. die Potenzreihe konvergiert nur fiir g = 0.
Bemerkungen 4.6.5:

(i) Bei der Anwendung der Formel von Hadamard oft auftretende Grenzwerte:

lim {c=1 fiir alle c € R, lim ¢Yn=1, lim Vn! = .

n—oo n—oo n—oo

(ii) Jede Potenzreihe definiert auf ihrem Konvergenzintervall I eine Funktion f : I — R mit
fl@) = 2020 an(z — x0)™
(iii) Wichtige Potenzreihen:

[e.9]
1
Z " = , lz] <1 (geometrische Reihe)
o 11—z
xTL
— =€ zeR (Exponentialreihe)
n!
n=0
o0
—1)n
Z ((2713' z*" = cos(z), reR
n=0 '
[ee]
(D" w1 _
gmw " =sin(x), reR
[e.9]
-1 n—1
> %x" =In(1+=z), |z <1.
n=1

Diese unendlichen Reihen als Darstellung (bzw. Definition) spezieller Funktionen eignen sich
insbesondere zur Berechnung von Niaherungswerten fiir die entsprechenden Funktionswerte, z.B.
fiir kleine Werte von z. Fiir die drei oben angegebenen Reihen liefert dies folgende Approxima-

tionen: Sei 0 < |z| < 1. Dann ist:
Sei 0 < |z| < 1. Dann ist

1

1 ~ 1+ miteinem Fehler von ~ z2,
—x

sin(z) ~ & mit einem Fehler von =~ z°/6,
cos(z) ~1 mit einem Fehler von ~ z?/2,

cos(z) ~ 1 —x?/2 mit einem Fehler von ~ x'/24.
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4.7 Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

Definition 4.7.1. Sei D C R und f: D — R eine Funktion.

(i) f konwvergiert gegen a fir x — x¢, falls gilt: Fiir jede Folge (x,) mit =, € D\{zo} und
xn — xo ist (f(z,)) konvergent gegen a. Man schreibt dann lim f(z) = a.
T—T(

(ii) Sei z € D. Dann heifit f stetig in xg, falls lim f(x) = f(xo) gilt. f heifit stetig, falls f in

Tr—T0

jedem xg € D stetig ist.

Bemerkungen 4.7.2:

(i) Wird die Bedingung in Definition 4.7.1(i) nur fiir Folgen z,, — z¢ mit z,, < x¢ (z, >
xo) verlangt, so spricht man vom linksseitigen (rechtsseitigen) Grenzwert und schreibt
lim f(x) (bzw. hm+ f(z)); man beachte auch, dass in (i) nicht zg € D verlangt ist!
T—xr0— T—x0

(i) Gilt f(xy,) — oo (bzw. —o0) fiir jede Folge x,, — x, so schreibt man auch lim f(x,) = oo
T—T(

(bzw. —o00); entsprechendes gilt fiir einseitige Grenzwerte.

(iii) Man betrachtet auch z¢p = +00, d.h. das Verhalten von f fiir x — +oo. Gilt etwa f(z,) — a
fiir jede Folge x,, — 00, so schreibt man lim f(x) = a.

Als unmittelbare Folgerung aus den Grenzwertsétzen erhilt man

Satz 4.7.3. Sei D C Rund f,g: D — R.

(i) Essei lim f(x) =aund lim g(z) =b. Dann gilt

xll)n;cl (f(x)+g(x) =a+0, IIL“; (f(x)g(x)) = ab, xlggl % = %, falls b # 0.

(ii) Es seien f und g stetig in .
Dann sind f+ g, f-g und f/g (hier fiir g(xo) # 0) stetig in .

(iii) Ist g stetig in 29 € D und h : D — R stetig in yo = g(x¢) € D, so ist die Verkettung
f=hog (also f(z) = h(g(x))) stetig in zo.
Beispiele 4.7.4:

(a) f: Ry — R mit f(z) = /x. Ist f stetig? Sei (z,,) eine Folge mit x,, > 0, z, — x. Fiir
xg = 0: /Z,, — 0, denn x,, — 0 heifit: V& > 0 In. € N : |z, | < € fiir alle n > n.. Sei nun
£ > 0 gegeben; wihle € = 2 und dazu das n..

Dann gilt:
n>n. = |zn|<é=¢e> = |\VIn| = Tn < VE=¢, also (y/z,) Nullfolge.

Fir ¢ > 0:
Ty — T Ty — T
IVZn — Vxo| = azn—l— 03:0 < [ = ol — 0, also /z,, — /0.
V n V V
Fazit: /x ist stetig auf Rj.
-1
(b) f(z)= ’ ;  maximaler Definitionsbereich: D = Rg\{1}.

V-1’
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Nach Satz 4.7.3 ist f dort stetig (inbesondere: \/z — 1 # 0 fiir = # 1).

i:nﬁf(:n) 7?7 Firz#1ist f(x) = (\/5—\/15)(_\/154-1) =Vz+1

Also stimmt f auf D mit der stetigen Funktion g : Rf — R, g(x) = \/z + 1 iiberein!
Damit ist klar: z,, = 1 = f(z,) = g(xn) — g(1) = 2. Also liml flz)=2.

Bemerkung: f ist also ,stetig ergénzbar® auf ganz Ra' durch f(1) :=2.
(c) f(x)=1/2? fiir x # 0 hat linbf(:n) = 00.

(d) f(x) =1/x fir x # 0 hat 1i161+f(x) = oo und li%l_f(:n) = —00 .

(e) f(z)= eSin(@*+1) stetig, falls €®, sina etc. stetig sind. Nach Satz 4.7.3 sind alle Polynome
stetig. Man kann dann auch zeigen, dass Potenzreihen im Bereich der absoluten Konvergenz
stetig sind; insbesondere also e*,sin z und cos z fiir z € R.

T

) f(z) = % mit n € N fiir z > 0. Welches Verhalten hat f(z) fir z — oco?

© Tk pntl
: xr v T .
Es ist e —kg_o ik also  e* > CEL fire >0 = f(z)> CE] Vo > 0.
eZB
Damit ist klar: x,, — oo = f(z,,) — 00, also lim — =00 Vn € N.
z—o0

Fagzit: ,,Die e-Funktion wéchst stiarker als jede Potenz von x“.
Fiir stetige Funktionen gilt

Satz 4.7.5. Sei f : [a,b] — R stetig. Dann hat f ein Maximum und ein Minimum in [a, b], d.h.
es gibt x1, x9 € [a, b] mit

a<y<b a<y<b

(o f0) =) Flon) < ) < fa) (= a7 ).

Auflerdem nimmt f jeden Zwischenwert z € [f(x1), f(x2)] an (Zwischenwertsatz).

Anwendung von Satz 4.7.5 um Losbarkeit von nichtlinearen Gleichungen zu zeigen:

Besitzt = = cosx eine Losung x € [0, 7|7

f:00,7] = R mit f(z) =x — cosx.

Dann f(0) = -1, f(7m) =7+ 1.

Also ist Oggﬂ f(x) <0 < max f(z). Nach Satz 4.7.5 existiert ein z* € [0, 7] mit f(z*) = 0,

<z< 0<z<m
also z* = cos z*!
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Kapitel 5

Differentiation

5.1 Tangente und Ableitung

An eine ‘glatte’ Kurve kann in jedem Punkt eine Tangente gelegt werden. Ist die Kurve eine
Funktion, so wird die Steigung einer solchen Tangente im Punkt xy die Ableitung der Funkti-
on im Punkt xy genannt. In einer kleinen Umgebung des Punktes ist die Tangente eine gute
Approximation der Funktion; Sekanten durch (xg, f(xg)) stellen schlechtere Ndherungen dar.

Tangente: anschaulich
optimal

Ay

schlechte Naherung

Sekante durch
(zo, f(70)) und
f(xn) “““““““ (fEna f(xn»

/

y=

i) Tn

Da die Tangente durch (zg, f(zo)) lduft, hat sie die Darstellung y = [(x) mit
l(z) = f(zo) + a(z — z0).

Dabei ist « die Tangenten-Steigung. Der Fehler bei dieser Néherung ist |f(z) — I(z)| und die
Naherung ist optimal, falls

f(z) = I(x)

r — X

lim =0
T—T0

gilt (,der Fehler geht schneller gegen Null als x — 2¢“).

55
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Die Tangenten-Steigung o kann wie folgt berechnt werden:

o=y KON _ (£ f0) )
r—x0 T — X T—T0 Tr — X
und damit
o= lim £ = fo)

T—x0 Tr — X
Nach Definition des Grenzwertes bedeutet dies

a = lim M

n—o0 Tn — 0
fiir jede Folge (x,) mit z,, — ¢, d.h. fiir jede solche Folge ist v Grenzwert der Steigungen

L f(xn) B f(wO)
Q= ——————=,
Tp — IQ
Das sind die Steigungen der Sekanten durch den Punkt (xg, f(z¢)) und durch die niher kom-
menden Nachbarpunkte (z,,, f(z,)).

In der folgenden Zeichnung ist die Folge der Steigungen der eingezeichneten Sekanten «,, =
{-0.0877, —0.0323, 0.0382, 0.121, 0.2131, 0.3108}, die Tangentensteigung ist o = 0.45.

Tangente an sin(x) + 0.1 x? im Punkt x ,= 1.4
2 T T T T T T T

18 B

16 B

141 B

121

I\
HANN
TR

1 Sekantenfo&;(\e o —
08} g
0.6 i
0.4 B
0.2 i

0 L L L 1 L L 1 I |

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5

Definition 5.1.1. Die Funktion f : I — R sei auf einem Intervall I definiert. Dann heifit f
differenzierbar in xg € I, falls der Grenzwert
_ B) —
i @) = f(@o) ( fxo + })l f(%))

= lim
h—0

Tr—T0 xr — :1;‘0

existiert. Diesen Grenzwert bezeichnet man als Ableitung von f in xy und schreibt dafiir f/(x)

d
oder d—f(ajo). Die Funktion f heifit differenzierbar, wenn f in jedem xg € I differenzierbar ist.
x
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TANGENTE UND ABLEITUNG o7

Bemerkungen 5.1.2:

(i)

(iii)

d
d—f wird Differentialquotient genannt, ist aber kein Quotient, sondern Grenzwert von Dif-
x

A
ferenzenquotienten —f fiir Az — 0.

Ax

Aufgrund der Voriiberlegungen ist es klar, dass genau dann eine eindeutige Tangente an
gr(f) im Punkt (xq, f(xg)) existiert, wenn f in z( differenzierbar ist. Die Tangentenglei-
chung lautet dann y = f(xo) + f/(x0)(x — 0) und es gilt

) = £(a0) + ) = a0) + rlaiae) mie i FEDL o,

Diese Beziehung ist dquivalent zur Differenzierbarkeit von f in xzg. Als Folgerung erhilt
man sofort die Stetigkeit von f in xq, denn fiir (z,) mit z,, — z¢ folgt:

)T(a:n;xo)

f(@n) = f(zo) + f'(x0)(xn — 0) + (@ — 20 pa—

— f(z0)-

Also ist Differenzierbarkeit stiarker als Stetigkeit.

Ist zo € I ein Randpunkt von I, so ist in Definition 5.1.1 der entsprechende einseitige
Grenzwert zu verwenden. Man schreibt dann

fﬁ-(ﬂfo) = hli%lJr flaot h}i — f(@o) bzw. ' (zg) = hl—i%l— o + h}z — f(@o)

und nennt f’, (zg) die einseitigen Ableitungen von f im Punkt zg.

Ableitungen treten in Anwendungen bei der Betrachtung dynamischer Prozesse auf. Ist
etwa s(t) der Ort eines Objekts zum Zeitpunkt ¢, so ist v(t) := s'(¢) die Geschwindigkeit zur
Zeit t. Fiir eine chemische Reaktion A + B — P mit Konzentrationsverldufen c4(t), cp(t)
und cp(t) ist v := p(t) die Reaktionsgeschwindigkeit. Ist diese Reaktion elementar, so
gilt oft v = kcacp mit einer Reaktionsgeschwindigkeitskonstanten k& > 0. Dies fiihrt auf
cp(t) =k -ca(t) - cp(t), eine sogenannte Differentialgleichung.

Beispiele 5.1.3:

(a)

(b)

f(z) = 22 und o € R beliebig. Es ist

flwo+h) = f(zo) _ (wo+h)?—af _ (ag+2w0h+h*—a5) ,
h - B - h — Aot

also

lim
h—0

f(:EO + h})l - f(l'O) _ }133%)(2330 + h) = 2xg.

Damit ist f in jedem Punkt zq differenzierbar mit f’(x¢) = 2z¢.

f@) = |o] und 2o = 0. Bs ist L @O”g—f (w0) _ %

. Wir konnen jetzt zwei Fille
unterscheiden:
[hn]

Pl 11
I, -

Fall 1: Folge h,, mit h,, > 0 oder h,, — 0+ =
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h —h
Fall 2: Folge h,, mit h, <0 oder h,, — 0— = M = L e
hn hn
Zusammen heifit das: f’(xg) existiert nicht, aber es gibt eine rechtsseitige und eine links-

seitige Ableitung. Dies ist auch klar am Graphen der Funktion abzulesen.

15r

0.5

-0.51

0.8

|

|

|

|

|

|

0.6F :
|

041 |
|

02F I
|

|

f(x) = X

-0.2
-0.4
-0.6

PX)=2x 081 :
f'(x) = sign(x)

L L L L L L L L L I I I I I I I I I I
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 -1 -08 -06 -04 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Ableitungen wichtiger Funktionen

(a)
(b)

()

(d)

f(z) = c ist differenzierbar mit f’(z) = 0.

f(x) = 2" mit n € N ist differenzierbar mit f’(z) = nz" "'

Dies ist die Verallgemeinerung von Beispiel 5.1.3 (a) und kann mit Hilfe der binomischen
Formel bewiesen werden.

f(x) = 2" fiir x > 0 und r € R ist differenzierbar mit f’(z) = ra" 1.

rinz

Beweis mittels 2" = e und Kettenregel.

f(z) =sinx fiir z € R ist differenzierbar mit f’(z) = cos .

Anschaulich: Die Sinus-Funktion steigt bei Null mit einer 45-Grad-Tangente an (cos(0) =
1) und flacht allm#hlich so ab, wie die Werte der Cosinus-Funktion kleiner werden.

f(z) = cosx ist fiir € R differenzierbar mit f'(z) = —sinz. Anschaulich: Die Cosinus-
Funktion beginnt bei z = 0 mit einer waagerechten Tangente (sin(0) = 0) und fillt dann
so, wie die Werte der Sinus-Funktion ansteigen.

f(x) = e" ist fiir x € R differenzierbar mit f'(z) = e®.
Erinnerung: Die Exponentialfunktion ist definiert als Potenzreihe

e’ = 3 o
-
i
Diese Reihe konvergiert fiir jedes z € R absolut. Man kann allgemein zeigen, dass Potenz-
reihen im Innern des Konvergenzbereiches (hier: fiir jedes x € R) , gliedweise differenziert*

werden kénnen, d.h.

Wegen (z")" = na"~! fiir n € N (und (2°) = 1 = 0) folgt
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o0 o0 o0
1 n—1 k
(@) =Y —ma" =Y S =Y =
=t n=1 (n—1) k=0

1
g) f(z) = Inz fiir x > 0 ist differenzierbar mit f’(z) = —. Beweis mittels Ableitungsformel
x

fiir Umkehrfunktionen; spéter genau.

5.2 Differentiationsregeln

Satz 5.2.1. Seien f, g in x differenzierbar. Dann sind auch ¢ f 4 ¢ag (mit ¢1,c2 € R), f g und
f/g (falls g(zo) # 0) differenzierbar in zy und es gilt:

(i) (erf + c29) (o) = c1f'(x0) + c2g'(20),
(i) (f9)'(zo) = f'(w0)g(z0) + g'(z0)f(x0)  (Produktregel),

(i) <§> (20) = f (””0)9(“09)(;0)]; (z0)g' (x0)

(Quotientenregel).

Folgerungen 5.2.2:

(a) Aus (i) und der Differenzierbarkeit von z™ fiir n € Ny folgt, dass alle Polynome differen-
zierbar sind. Dann sind nach (iii) auch alle rationalen Funktionen (also P(x)/Q(z) mit
Polynomen P, Q) differenzierbar (auf ihrem maximalen Definitionsbereich, d.h. auflerhalb
der Nullstellen von Q).

g' (o)
9(x0)?

fiir differenzierbares g mit g(zg) # 0.

(b) Aus (iii) folgt (é)l(%) -

Beispiele 5.2.3:
(a) trivial ist: 2’ = 1, also folgt
(2®) =(@-2) =1-z4+2z-1=2z, (%) = (-2 =22 -x+2° 1=2322 etc.
Induktiv erhilt man so einen Beweis fiir (z")" = na" L.
(b) f(z)=¢€"sinz = f'(z) =e"sinx + e” cosz = e*(sinz + cos ).

.Z'3
© @) =5 i fiir 7 € R\ {—1,1}.

(3z%) (2% — 1) — (23 +1)2z B 3zt — 322 — 224 — 2 B xt — 322 — 2%

!/ —
DA @G- @Iy
sinx
(d) f(z) =tanx s (T € \{SZ+kr:keZ}
cosxcosx —sinx(—sinx 1
= f,(ZE) _ 5 ( ) — 5
CoS® I CoS® I

() f)=zlmaz—z = fla)=(@hz)-1=1lhr+z-1-1=ha.
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Satz 5.2.4 (Kettenregel). Es seien f im Punkt zy und g im Punkt yo = f(zo) differenzierbar.
Dann ist die verkettete Funktion h(z) := ¢g(f(z)) im Punkt z( differenzierbar mit

W (x0) = ¢'(f(xo)) f'(20)

Bemerkung 5.2.5. Fiir die verkettete Funktion h schreibt man auch go f, d.h.

(g0 f)(@) := g(f(x)).

Man spricht auch von hintereinander geschalteten Funktionen. Damit schreibt sich die Ketten-
regel als

(go f)(z0) =g (f(x0)) [ (x0)

Dabei heifit ¢'(f(xg)) die dufere Ableitung und der Faktor f’(zg) innere Ableitung.
Beispiele 5.2.6:

(a) Es ist cosz = sin (z + §), also cosz = g(f(z)) mit g(y) = siny und f(z) = = + 5. Nach
der Kettenregel folgt

(cosz) = ¢ (f(x)) f'(z) = cos (w + g) -1 = cos (w + g) = —sinzx.

(b) Esist 2" = "% also 2" = g(f(x)) mit g(y) = ¢¥ und f(z) = rlna.
Nach der Kettenregel folgt

— erlnm f

@) = (F@)f (@) = Ot = L —ar?
(c) Sei h(x) = sin va? 4+ 1. Berechne h/(z).
Es ist h(z) = g(f(z)) mit g(y) = siny und f(z) = Va2 + 1.

= (2) = cos(f(z) f'(2).

Wie lautet f'(x)? Es ist f(z) wiederum eine verkettete Funktion: f(z) = u(v(z)) mit

u(y) = /y und v(z) = x2 + 1. Also gilt (mit (\/ﬂ)’ = %)

1 reos 2z B T
BN s R

x
Fazit: h/(z) = cos V% + 1.
Va?+1

f'()

Ableitung von Umkehrfunktionen

Den Definitions- und Wertebereich einer Funktion f bezeichnen wir wieder mit D; bzw. W;.
Unter einer Umgebung U um einen Punkt xg € R versteht man ein Intervall der Form (xg —
€, o+ ¢€) fiir ein € > 0.
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Satz 5.2.7. Sei f: Dy — Wy (Dy, Wy C R) eine umkehrbare Funktion, die in einer Umgebung
U um den Punkt z¢p € Dy differenzierbar ist. Es gelte f’(x9) # 0. Dann ist f~! im Punkt
yo = f(zg) differenzierbar und

—1\/ _ = 1
(f7) (wo) = 7)) (‘ f’(wo)>

Beweisidee: Sei g = f~1 und h(z) = x. Dann gilt g(f(z)) = h(z) fiir alle € Dy;. Falls g in yo
differenzierbar ist, liefert die Kettenregel:

(g0 f)(x0) =g (f(w0)) f'(z0) = W (x0) =1,

also mit yo = f(xo):

—1\/ o 1 o 1
U7 w0 = 5 = P a0y

Beispiele 5.2.8:

(a) f(x) = e® mit Dy = R, Wy = (0,00). Hier ist f~1(y) = Iny fiir y > 0. Es ist f/(z) = €®
und damit nach Satz 5.2.7

’ 1N/ 1 1 1 .
(Iny) :(f 1) (y):f’(lny) :elTy:§ fir y > 0.

(b) f(z) = sinz mit Dy = (—7/2,7/2), Wy = (—1,1). Hier ist f~(y) = arcsiny fiir y €
(=1,1). Es ist f'(x) = cosx # 0 in Dy, also

1 1 1 1
(arcsiny)’ = — - = - = = .
f'(arcsiny)  cos(arcsiny) V1 —sin?(arcsiny) /1 — g2

(c) f(z) =2+ € mit Dy = R, Wy = R. Die Funktion f ist streng monoton wachsend, also
injektiv. Damit ist f auf dem Wertebereich W invertierbar. Sei f ~1 die Umkehrfunktion.
Welchen Wert hat (f~1)/(1)?

Problem: Fiir f~! kann keine geschlossene Formel angegeben werden.

Ausweg: Um Satz 5.2.7 anzuwenden, brauchen wir nur den Punkt z¢ € Dy mit f(zg) =
1(=:yo) zu finden! In diesem Beispiel gilt offensichtlich xzy = 0. Also folgt
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5.3 Mittelwertsatz (der Differentialrechnung)
Satz 5.3.1. Sei f : [a,b] — R stetig und in (a,b) differenzierbar. Dann gilt

(i) Ist f(a) = f(b), so existiert ein x € (a,b) mit f'(x) = 0. (Satz von Rolle)

f(b) — f(a)

(ii) Es gibt ein z € (a,b) mit f'(x) = P

. (Mittelwertsatz, kurz MWS)

Bemerkung 5.3.2. Der Satz von Rolle ist ein Spezialfall des Mittelwertsatzes. Anschaulich sagt
der Mittelwertsatz, dass es im Intervall (a,b) mindestens eine Stelle gibt, an der die Tangente
parallel zur Sekante (durch die Endpunkte) verlduft:

f(0)

Y=

Man sieht an der Skizze, dass die Stelle x i.a. nicht eindeutig bestimmt ist.

Der Mittelwertsatz wird oft in einer der folgenden Formulierungen verwendet:

o f(y)=f(x)+ f(&)(y — z) fiir eine Zwischenstelle &, d.h. 2 < £ <y bzw. y < £ < .

Mit h := y — x wird daraus

o f(x+h)= f(x)+ f'(x+0Oh)h fiir ein 0 € (0,1).

Korollar 5.3.3: Sei f : [a,b] — R stetig und in (a, b) differenzierbar. Dann gilt

(i) f'(x) =0 fiir alle x € (a,b) = f ist konstant in [a, b].
(ii) f ist monoton wachsend (fallend) in [a,b] <  f'(z) >0 (<0)in (a,b).

(i) f'(x) >0 (<0)in (a,b) = [ ist streng monoton wachsend (fallend).
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Exemplarisch:

Beweis von (iii). Zu zeigen ist:

r,y €la,bmitz <y = f(x) < f(y).

Nach dem Mittelwertsatz gilt

fly) = f@)+ f(E)(y —x) mit < & < y.

Nach Voraussetzung ist f/(£) > 0. Wegen y — x > 0 folgt f'(£)(y — x) > 0, und damit

fly) = f@)+ f(E)y —x) > f(x). N

Beispiele 5.3.4:

(a)

1
Zeige: cosx > 1 — 53:2 fiir alle z € R.

Beweis 1:

Die Aussage ist trivial fiir |z| > 2. Sei also |z| < 2. Wir betrachten die Potenzreihe fiir die
Cosinus-Funktion (siehe Abschnitt 4.5, Seite 51):

0 2n 2 4 6
X X X X
— —1)" T A
cos(z) nz::o( )2 2 24 720

Dies ist eine alternierende Reihe, deren Glieder fiir alle x < 2 eine monoton fallende
Nullfolge bilden. Also ist

2

2

=~

cos(z) =1+ —>—>0.

2

Beweis 2:

Setze f(x) := cosx — 1+ %:172; zu zeigen ist dann f(x) > 0 fiir x € R. Da f eine gerade
Funktion ist, reicht es, f(z) > 0 fiir > 0 zu zeigen. Es gilt f(0) = cos(0) —1 = 0 und
f'(z) = —sinz 4+ x > 0 fiir x > 0. Nach Korollar 5.3.3 ist dann f monoton wachsend auf
R. Also folgt f(z) > f(0) =0 fiir x > 0.

Welche differenzierbaren Funktionen f : R — R geniigen der Beziehung

() f'(z) =af(x) mit einer Konstanten a € R?

Wir wissen (e”)’ = e® und nach der Kettenregel folgt (e**) = ae®, d.h. die Funktionen
f(z) = ce™ (mit beliebiger Konstante ¢ € R) erfiillen die Gleichung (*). Umgekehrt gilt
die folgende

Behauptung: Die einzigen differenzierbaren Funktionen f : R — R, die (x) erfiillen sind
durch f(z) = ce® mit einer Konstante ¢ € R gegeben.

Beweis. Gegeben sei eine Funktion f : R — R, die (x) erfiillt. Setze g(x) := f(x)e .
Dann gilt

g (@) = f(2)e™™ + f(z)e™™" - (=a) = e " (f'(z) —af(x)) =0 aufR.

Nach Korollar 5.3.3 folgt: ¢ ist konstant, also g(x) = ¢ fiir ein ¢ € R.
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Also ist f(z)e™* = ¢ und damit f(x) = ce®. O

Fazit: Sei a € R gegeben, und f : R — R differenzierbar. Dann gilt

f'(x)=af(x) auf R & f(z)=ce™ mitceR |.

Eine weitere Folgerung aus dem Mittelwertsatz ist

Satz 5.3.5 (Regel von de L’Hopital). Seien f und g in (a,b) differenzierbar und ¢'(x) # 0 fiir
x € (a,b). Gilt

/
lim f(x) =0, hm+ g(x) =0, und lim () existiert,

r—a+ r—a+ g/(gj)

so folgt

vmar gz)  a—at g'(2)

f@) _ o 1)
g

Bemerkung 5.3.6. An Stellen xy € (a,b) gilt der entsprechende Satz mit den iiblichen zwei-
seitigen Grenzwerten, im Punkt b entsprechend mit linksseitigen Grenzwerten. Der Satz bleibt
auch richtig, wenn die Voraussetzung

lim f(z)= lim g(x) =0

r—a+ r—a+
durch
xllgul+ f((L') - xllgzl-l-g(w) -

ersetzt wird.

Beispiele 5.3.7:

(a) lim BT 9 Bsist limsing = 0 = lim .
z—0 X x—0 x—0
. . r .. (sinz)  (cosx) .
Priife, ob lim existiert: = — 1firz—0
z—0 il 1
Also gilt lim S | nach Satz 5.3.5.
z—0 T
1— 1— ! i
(b) lim 22T o Fistiert lim LS00 _ iy ST
x—0 2 x—0 (l’2)/ xz—0 2x
i 1 1-— 1
Nach (a) gilt ili% % =3 und daraus folgt }c% % =3

Im Beispiel (b) haben wir eigentlich zweite Ableitungen verwendet!

Definition 5.3.8. Sei f in einer Umgebung U um den Punkt z( differenzierbar. Ist die Ableitung
f" in dem Punkt zq differenzierbar, d.h. existiert

i 7 @0+ h) = f'(wo)
h—0 h

=: f"(x0),

so heiBt f zweimal differenzierbar in xo und f”(xq) die zweite Ableitung von f in xg. Analog
definiert man hohere Ableitungen f"(zq), f™® (xo), ..., f™ (zo).
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5.4 Extrema und Wendepunkte

Definition 5.4.1. Sei f: (a,b) — R und z € (a,b).
(a) Dann hat f in zg ein globales Mazimum (Minimum), falls
F(£) < f(zo) (bow. f(x)> f(zo)) fir alle z € (a,b)
gilt.

(b) Dann hat f in z ein lokales Maximum (Minimum), falls eine Umgebung U um x( existiert,
so dass

f(x) < f(xo) (bzw. f(x)> f(zo)) firale zeU

gilt. Sind die Ungleichungen fiir x # xg strikt, so spricht man von einem strengen lokalen
Maximum (Minimum). Unter dem Begriff Extremum versteht man ein Minimum oder ein
Maximum.

Um Extremstellen einer differenzierbaren Funktion zu finden, verwendet man
Satz 5.4.2. Sei f: (a,b) — R in einer Umgebung des Punktes xg € (a,b) differenzierbar.
(i) Hat f in x¢ in lokales Extremum, so gilt f'(x¢) = 0.

(i) Gilt f'(x9) = 0 und f"(x¢) # 0, so besitzt f im Punkt x ein strenges lokales Extremum
und zwar ein Maximum falls f”(z¢) < 0 bzw. ein Minimum falls f”(zq) > 0.

Bemerkungen 5.4.3:

(i) f'(zo) = 0 ist notwendig fiir ein Extremum in zg, aber allein nicht hinreichend, d.h. x
muss dann keine Extremstelle sein! Z.B. hat f(x) = 23 kein Extremum in x¢ = 0, obwohl

1(0) =0 gilt.

Ay
lokales Maximum
\ Wendepunkt
rechtsgekrimmt
linksgekrimmt
y = f(z)

N\

lokales Minimum

y=

o

(ii) Der Zusammenhang zwischen dem Vorzeichen von f”(z() und der Art des Extremums in
Teil(b) erklirt sich durch die geometrische Bedeutung der zweiten Ableitung: Ist f”(x¢) >
0 (bzw. < 0), so ist der Graph von f an dieser Stelle linksgekriimmt (bzw. rechtsgekriimmt).
Ein Punkt in dem die Kriimmung wechselt heifit Wendepunkt.
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Notwendig fiir einen Wendepunkt von f in xg ist f”(xg) = 0, hinreichend ist f”(z¢) =0
und " (xg) # 0.

Beispiel 5.4.4: Extrema, Wendepunkte von f(z) = xe™*?

Berechne f': f'(z) =e " +ze ™ (—1) =e (1 —x)

Also f'(z9) =0 << x0=1; d.h. 2o =1 ist einziger Kandidat fiir eine Extremstelle.
Berechne f”: f(z) = —e (1 —z) +e - (=1) = e *(z — 2)

=  f"(v0)=e (1 -2)=-1<0 = f hat strenges lokales Maximum in xo = 1.
Wendepunkte: f”(z1) = 0 < z; = 2; einziger Kandidat fiir einen Wendepunkt.
Berechne f"”: f"'(x) = —e™*(x —2)+ e *-1=€e"%(3 —x)

=  f"(x1)=e23-2)=2%>0 = fhat Wendepunkt in z; = 2.

Mehr dazu in der Ubung unter dem Stichwort Kurvendiskussion.

5.5 Das Newton’sche Iterationsverfahren

Die Losung von Gleichungen der Form f(z) = 0 (also die Bestimmung der Nullstellen einer
Funktion) ist oft exakt (d.h. mittels einer Formel) nicht mdéglich. Das Newton-Verfahren ist ein
numerisches Verfahren um solche Gleichungen ndherungsweise zu 16sen.

Geometrische Idee: Ist xg eine Stelle ,;in der Ndhe der gesuchten Nullstelle ¢ der Funktion f,
so ersetze man f durch die Tangente an f im Punkt xg. Der Schnittpunkt der Tangente mit der
x-Achse ist dann eine Naherung fiir £.

Diese Idee wird wiederholt verwendet:

e Tangente im Punkt Py = (zg, f(x¢)) liefert Schnittpunkt x;
e Tangente im Punkt P, = (21, f(x1)) liefert Schnittpunkt xo

e Tangente im Punkt P, = (22, f(x2)) liefert Schnittpunkt x3

Ay
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Wie berechnet sich x, 1 aus x,? Die Tangentengleichung im Punkt (z,, f(z,)) lautet

Yy = f(l'n) + f/(l'n)(x - l’n),

also ist © =z, — J{,((Z")) der Schnittpunkt mit der z-Achse m(y = 0). Damit ist
n — In — :0,1,2,... 51
Tn+1 € f/(xn) (n ) ( )

die Iterationsvorschrift des Newton-Verfahrens.
X

Beispiel 5.5.1: Lose die Gleichung x = e~ ™.

(a) Ist diese Gleichung iiberhaupt l6sbar?

AY

y*®

Nach der Skizze sollte eine eindeutige Losung x > 0 existieren!
Mathematisch exakt: x =e™* <« 0= f(z):=x—e "

Esist f(0) =—1<0und f(1) =1—1/e > 0, also hat f einen Vorzeichenwechsel in [0, 1].
AuBlerdem ist f/(x) = 14 e ® > 0 fiir alle x € R, also nach Korollar 5.1: f ist streng
monoton wachsend, daher hat f nur diese eine Nullstelle (d.h. f(x) = 0 ist eindeutig
losbar).

(b) Nidherungsweise Berechnung der Nullstelle von f. Fiir f(x) = x — e~ lautet das Iterati-
onsverfahren (5.1):

T, — e In
xn+1:xn—m n:O,1,2,...

Nach 1.) ist z.B. zp = 0 ein sinnvoller Startwert. Ausrechnen der Iterationsvorschrift liefert
die Werte:

1 = 05, x9 = 0.5663..., =z3 = 0.5671421...,
zs = 0.5671433..., x5 = 0.5671433...
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Der folgende Satz gibt Bedingungen an, die hinreichend sind fiir die Konvergenz der Folge (z;,)
gegen die gesuchte Losung & von f(x) = 0.

Satz 5.5.2. Sei f auf [a,b] zweimal stetig differenzierbar. Es gelte f(a) - f(b) < 0 (d.h. f hat
einen Vorzeichenwechsel in [a,b]), f'(x) # 0 in [a, b] sowie

‘f(w)f”(w)
f'(x)?

<g¢g in [a,b] miteinem ¢ <1.

Dann konvergiert die nach der Vorschrift (5.1) gebildete Folge von Néherungswerten bei belie-
bigem Startwert z € [a, b] gegen die Losung & der Gleichung f(z) = 0.

Bemerkungen 5.5.3:

(i) Wegen f'(£) # 0 (nach Vorschrift) und f(£) = 0 sind die Werte von f(%];’;gx)

hinreichend kleinen Umgebung von £ beliebig klein. Das Newton-Verfahren konvergiert im
Fall f/(£) # 0 also immer, wenn nur der Startwert xg ausreichend nahe bei & liegt.

in einer

(ii) In der Praxis verzichtet man oft auf die Nachpriifung der Abschétzung im Satz 5.5.2. Wenn
Konvergenz eintritt, dann sicher gegen eine Nullstelle.

(iii) Man kann zeigen, dass das Newton-Verfahren auch im Fall f/(£) = 0 fiir geniigend nahe
Startwerte noch konvergiert - allerdings nicht mehr so schnell.

Fortsetzung des Beispiels 5.5.1: Nach 1.) kann hier [a,b] = [0, 1] gewiihlt werden. Dann gilt

‘f(w)f”(w) _
F(z)?2

L (x —e ") (—e™") - |z + e~ 7 - 1+e™®

Are)? | SUtem? (e 2 141/

in [0, 1]. Nach Satz 5.5.2 ist die Folge der z;, also konvergent gegen die gesuchte Losung

£ =0.56714329... von z = ¢ *.

5.6 Der Satz von Taylor

Eine Motivation bei der Einfithrung der Ableitung am Anfang des Kapitels war es eine Gerade
zu finden, die den Funktionsgraphen in der N#he einer Stelle zy moglichst gut anndhert. Es
stellte sich heraus, dass diese Gerade die Tangente an den Funktionsgraphen ist, welche durch
die Gleichung

g(x) = f(x0) + f'(wo)(x — o)

gegeben ist. Entsprechend kann man nun natiirlich die Frage nach der besten Annédherung durch
eine Parabel, ein Polynom 3., 4.,... Grades stellen. Diese Frage klért der

Satz 5.6.1 (Satz von Taylor). Seien I ein Intervall, : I — R eine (n + 1)-mal differenzierbare
Funktion und z,zg € I. Dann gibt es ein £ zwischen zg und z mit

2 (@ = )+ LS (@ - o),

_ [P (o) FrIE)



5.6. DER SATZ VON TAYLOR 69

Bemerkungen 5.6.2:

(i) Das Polynom

f(")(xo

f(x0($—$0)2+'“+ o (z—=0)"

2!

n ) (g
Z ! k:(' 0)(33—5'30)k = f(zo)+ f'(z0)(x —x0) +
=0

heifit Taylorpolynom n-ter Ordnung von f. Es ist unter allen Polynomen vom Grade n das,
das die Funktion f in der Ndhe von xy am besten approximiert.

(ii) Fiir n = 0 ist der Satz von Taylor gerade der Mittelwertsatz.
(iii) Der Term

(n+1)
j;n n 1()5') (@= 2™,

der den Fehler bei der Naherung von f durch das Taylorpolynom ausdriickt, heiflt Lagrange-
Restglied.

51,02

Beispiel 5.6.3 (N#herungsweise Berechnung von 1,0 mit Fehlerabschétzung):

Es sei f: (0,00) — R gegeben durch f(x) = z1%2, Dann ist
f'(z) = 1,02 - 2202 f"(x) =1,02-0,0227%% = 0,0204 - 7%,

Nach dem Satz von Taylor gibt es nun fiir jedes x > 0 ein £ zwischen = und zg = 1 mit

/()
2!

f@)=f)+ f(1)(z—-1)+ (z—1)2=1+1,02-(z—1)+0,0102- & 2%z —1)2.

Fiir z = 1,05 erhalten wir so

1,055%% = £(1,05) = 1 +1,02-0,0540,0102 - £ %% . 0,05°

Néaherung Fehler

Wir kénnen nun den Fehler abschéitzen, denn wir wissen, dass £ zwischen 1 und 1,05 liegt, d.h.
es ist £ > 1 und damit 5_0’98 < 17098 — 1.

10,0102 - £7998.0,05%| = 2,55-107° - 99 <2 55.1077.
Zusammengenommen haben wir also 1,052 ~ 1,051 mit einem Fehler, der kleiner ist als

2,55-107°.

Haben wir eine beliebig oft differenzierbare Funktion gibt uns der Satz von Taylor fiir jedes
n € N ein Taylorpolynom vom Grade n. Es ist nun naheliegend den Grad immer gréfler werden
zu lassen und damit zu einer Potenzreihe {iberzugehen. Dieser geben wir zunéchst einmal einen
Namen.

Definition 5.6.4. Es seien I C R ein Intervall, f : I — R beliebig oft differenzierbar und
zo € I. Die Potenzreihe

©  f(k)
. ! k;(le) (& — xo)"
k=0 ’

heifit Taylorreihe von f.
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Hat diese Reihe einen Konvergenzradius ¢ > 0 und gilt f(z) = > 72, (@) (k) (20) (z — xo)* fiir alle
x € (zg — 0,0 + 0), so sagt man, dass die Taylorreihe f darstellt.

Bemerkungen 5.6.5:

(i) Es kann durchaus passieren, dass die Taylorreihe einer Funktion Konvergenzradius Null
hat und damit nutzlos ist. Genauso gibt es leider den Fall, dass die Taylorreihe zwar
konvergiert, aber nicht gegen f(x), sondern irgendetwas anderes.

(ii) Zum Nachweis, dass die Taylorreihe wirklich gegen f konvergiert, zeigt man, dass die
Restglieder des jeweils n-ten Taylorpolynoms gegen Null gehen, wenn n gegen unendlich
strebt.

(iii) Ist f schon durch eine Potenzreihe gegeben, so ist die Taylorreihe gleich der Potenzreihe.

Beispiel 5.6.6: Wir berechnen die Taylorreihe von f: (—1,00) — R mit f(z) = In(1 + z). Fiir
diese Funktion gilt

/ 1 " 1 m _ 2 (4) _ _—3-2
Dies fithrt uns auf die
—_1\=1(p _ 1)1
Vermutung: f(z) = ( 121 +(;)n D! fiir n > 1.

Beweis: (mit vollsténdiger Induktion) Der Induktionsanfang fiir n = 1 findet sich oben. Fiir
den Induktionsschritt gelte also die Behauptung fiir ein n € N. Dann haben wir fiir n 4+ 1

()" (n—D)(=n) _ (~1)"nl
(1 + x)"“ (1 + x)n—l—l’

FOtD(z) = (f(n))’(gj) —

was die Behauptung beweist. O

Nach der Definition der Taylorreihe ist diese also fiir zp = 0 gegeben durch (vgl. mit Bemer-
kung 4.6.5 (iii))

>, () o n—1 —
> I o+ o e o = S
n! (1+0)"*t1n '
n=0 n=1 n=1
Nach der Formel von Hadamard ergibt sich der Konvergenzradius dieser Potenzreihe zu 1, wir
konnen also hoffen, dass sie auch die Funktion f in einer Umgebung von xg = 0 darstellt. Dazu

betrachten wir das Verhalten der zugehorigen Lagrange-Restglieder fiir n gegen unendlich. Diese
sind fiir  aus dem Konvergenzgebiet, also fiir 2 € (—1,1) gegeben durch

(3 P G ) P G Vs
(n+1)! (14 &t (n+1)! (n+1)(1+ &)ntt

mit einem £ zwischen x und 0. Also gilt fiir den Betrag des Restgliedes

f n+1 n+1 1

n+1 _ T
1+¢

n+1 n—+1

Im Fall z > 0 gilt nun 0 < § <z <1, also [{¢| = {7 < ﬁ = 1. Ahnlich kénnen wir im Fall
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€ [-1/2,0] die Ungleichung |¢| < 1 zu zeigen. Dann gilt —1/2 < 2 < ¢ < 0 und mit der
umgekehrten Dreiecksungleichung ist |1 +&| = |1 — (=€)| > 1 — [{]. Das liefert

_ _lz] |z] 1/2
‘1+§‘ y1+§y§1—\§y—1—1/2 L

Also ist fiir alle x € [-1/2,1)

f n+1 $n+1
(n+ 1

1
“n+1’

die Restglieder gehen also gegen Null fiir n gegen unendlich und wir haben

. (_1)n—1 n .
f(ac)zln(l—l—x)zzim , fir x € [-1/2,1).

n=1
Diese Gleichheit gilt tatséchlich sogar fiir alle z € (—1,1), aber das bekommt man nicht durch
so eine ,einfache“ Abschéitzung aus dem Lagrange-Restglied gekitzelt.

An der Taylorreihe von In(1 + ) kénnen wir nun auch problemlos die Taylorpolynome dieser
Funktion ablesen. Fiir n = 1,2, 3 sind das

2 22 23
Tl(l')—w, TQ(Z’)-$—77 T3(‘T)—x—7+§
Diese sind in der folgenden Graphik zusammen mit In(1 + x) dargestellt. Man sieht, dass die

Naherung in der Nidhe von xy = 0 immer besser wird.

1.0 .
7/
| //
0.8 v
A
0.6 - //'//
S
SO
0.4 S A
o
/i
0.2 7
S
-0.5 0] 0.5 1.0
P | b
J -02
/ i
/,
/S -0.4+
e |
A -0.6
Y,

In(14+x) — — x -~ -~ - XX"2/2— - — x - x"2/2 + x"3/]
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Kapitel 6

Integration

6.1 Das bestimmte Integral

Historischer Ausgangspunkt waren Probleme der Fldchenberechnung.

Grundaufgabe: Berechne die Fléche zwischen einer Kurve y = f(z) und der x-Achse im Bereich
a < x < b (hierbei sei zunéchst f(z) > 0).

Ay

y= f(x) N
< \

Y

N
AN
1 & & . 3:54 x4§

a = X T T2

P
-

X
5b:x5

Idee: Approximiere die Fliche folgendermaflen durch Rechtecke:
e Zerlege [a,b] in n Teilintervalle: a = zy < 21 < x2... < x, = b. Dann heift
Z = (20,X1,%2,...,Tp)
Zerlegung von |a, b].
e Wiihle aus jedem Teilintervall [z;_1,x;] eine Zwischenstelle &; € [z;_1,x;].

e Verwende als Niherung fiir den Flidcheninhalt iiber der Grundfliche [x;_1,x;] die Recht-
eckfliche f(&)(z; — xi—1).

Dies liefert als Ndherung fiir die Gesamtfliche die Zerlegungssumme (Riemannsumme)

S(Z,6) = f(&) (@i — wiv).
i=1

Man betrachtet nun immer feinere Zerlegungen, um als Grenzwert den exakten Flédcheninhalt zu
bekommen. Dabei versteht man unter der Feinheit [(Z) einer Zerlegung Z die Linge des grofiten
Teilintervalls, d.h. [(Z) = max (x; — wi—1).

=l1,...,

73
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Definition 6.1.1. Sei f : [a,b] — R beschrinkt. Dann heifit f {iiber [a,b] integrierbar, wenn
fiir jede Folge von Zerlegungen Z,, von [a,b] mit [(Z,,) — 0 und beliebiger Wahl von Zwischen-
stellen &', die Folge der Zerlegungssummen S(Z,,£™) stets konvergent ist und immer denselben
Grenzwert besitzt. Dieser Grenzwert heifit das bestimmte Integral von f iber [a,b], und wird mit

/abf(:n)dx

bezeichnet.

Der folgende Satz gibt eine wichtige hinreichende Bedingung fiir die Integrierbarkeit.
Satz 6.1.2. Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist f {iber [a, b] integrierbar.

Bemerkungen 6.1.3:

(i) Wenn f auf [a,b] integrierbar ist, kann man zur Berechnung von / f(z) dxr moglichst

glinstige Zerlegungen und Zwischenstellen verwenden.

(ii) Die Bezeichnung der Integrationsvariablen ist willkiirlich! Zum Beispiel ist
b b
[ r@de= [ sya
Beispiele 6.1.4:

b
(a) / z?dx. Bs ist f(z) = 22 stetig, also nach Satz 6.1.2 integrierbar.
0

Verwende hier dquidistante Zerlegungen: 0 = xg < 1 < ... < x, = b mit x; =1 —.
n

Zwischenstellen: & = x;. Dann erhélt man

" N D (b
S( Znaf foz xZ; xi—l)zz<lﬁ> ;:<E> ;Z.

i=1
Es ist Z i =—-n(n+1)(2n + 1) (Beweis mit vollstéandiger Induktion), und damit
1)(2 1 1
lim S, = lim Ly M DEED 1
n—00 n—oc 6 n-n-n 3

b
Fazit: / 22dr == b3.
0 3

b
d 1
) / “ fir b > 1. Die Funktion f(z) = — ist fiir x > 0 stetig, also integrierbar.
T

Zerlege [1,b] durch z; = b¥/™ (i = 0,...,n) und wihle & = z;_;. Dann erhilt man
_iml /i i—1 1
S0 =3 FE) s — i) = NGRS Sk ),
i=1 i=1 i=1

also S,, = n(b% —1). Es gilt

1
bn — 1 bt —1 xlnb_l
lim n(bn — 1) = lim —— = lim = lim &~ =,
n—o00 n—00 1/77, z—0+ X z—0+ X

wobei im letzten Schritt die Regel von de L’Hoépital verwendet wurde.
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b
Fazit:/ @ =Inb.
1 X

6.2 Eigenschaften des bestimmten Integrals

6.2.1 Rechenregeln

Satz 6.2.1. Seien f und g auf [a, ] integrierbar. Dann gilt

/f dx—/f dw—i—/f )dx  fiir ¢ € (a,b)

(ii)/cl<af()+ﬁg( d:l:—oz/f dﬂc—l—ﬁ/ r)dr fiira,3€R

b
(iii) Aus f(x) < g(x) auf [a, b] folgt / f(x)dx §/ g(x)dx

x)dw‘ < /ab\f(x)\dx

Bemerkungen 6.2.2:

(iv)

(a) Teil (i) bleibt fiir beliebiges ¢ richtig, falls die Teilintegrale existieren. Dabei definiert man

/f dr :=0 und /f —/baf(ac)dx fiir a > b.

(b) Kombination von Satz 6.1.2 und Satz 6.2.1 (i) zeigt, dass alle stiickweise stetigen Funktio-
nen integrierbar sind.

6.2.2 Flacheninhalt

b
Ist f : [a,b] — R integrierbar mit f(x) > 0 auf [a,b] und a < b, so ist A := / f(z) dx der Inhalt

der Flidche zwischen dem Graphen von f und der x-Achse. Im Fall f(x) % 0 auf [a,b] ist der
b
Flicheninhalt durch A := — / f(x)dx gegeben. Allgemein gilt

b
/ f(z)dx = {Flicheninhalt der Bereiche oberhalb der z-Achse}
‘ — {Flidcheninhalt der Bereiche unterhalb der z-Achse}

Ay

_ ),
+7 -

=y
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6.2.3 Mittelwertsatz der Integralrechnung
Satz 6.2.3. Sei f : [a,b] — R stetig. Dann gibt es ein £ € (a,b) mit
b
[ t@)de =10 - a).

Geometrische Bedeutung: Die Fliche zwischen der z-Achse und der Kurve y = f(x) (im Bereich
a < x <b) ist gleich der Rechtecksfliche iiber [a,b] mit der Hohe f(&) fiir eine Stelle £ € (a,b).

A Rechteck gleicher

ache b
e [ e

\

MR
MAMNR

=y

7
:

6.3 Zusammenhang zwischen Differential- und Integralrechnung

b
Wie kann man / f(x) dx ohne Betrachtung von Zerlegungssummen berechnen?
Satz 6.3.1 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).
(i) Sei f:[a,b] — R stetig, xo € [a,b] beliebig und F(x) := / f(t)dt fur z € [a,b].
o

Dann ist F differenzierbar und es gilt F'(z) = f(x) fir = € [a,b].

(ii) Sei F : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion mit F'(z) = f(z) fiir € [a,].
Dann gilt

b
‘/ﬂ@M:F@—H@:F@

a

Beweis.

(i) Es ist
z+h z z+h
Fu+m—ﬂ@:/ f@ﬁ—/f@ﬁ:/ (1) dt.
Zo xo x
Nach Satz 6.2.3 gibt es eine Stelle £ zwischen z und x + h mit

z+h
/ f(tydi = f(€)-h

Dabei hingt & von h ab, also £ = £(h), und wegen x < {(h) < = + h gilt £(h) — = fiir
h — 0. Daher folgt
lim F(x+h)— F(x)
h—0 h

— ;llig%)f(g(h)) = f(x),

da f nach Voraussetzung stetig ist. Also existiert F’(x) und es ist F'(z) = f(x).
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x b
(ii) Setze G(x) = / f(t)dt. Dann ist G(a) = 0 und G(b) = / f(z)dz.
Nach Teil (i) dieses Satzes gilt G'(x) = f(x), also folgt
(F—G)(z)=0 fiir alle z in [a, b].

Nach Korollar 5.3.3 (i) ist F' — G konstant, insbesondere F'(a) — G(a) = F(b) — G(b) und
damit

b
F(b) — F(a) = G(b) — G(a) = / f(z)dz. -

Bemerkung 6.3.2. Eine differenzierbare Funktion F' mit F'(z) = f(x) auf [a, b] heiit Stamm-
funktion von f. Sind F und G zwei Stammfunktionen von f, so gilt (F — G) = 0, also
G(z) = F(z) + ¢ mit einer Konstante ¢ € R. Man erhilt also alle Stammfunktionen zu f
durch Addition von Konstanten. Eine Stammfunktion von f nennt man auch unbestimmtes In-

tegral von f und schreibt dafiir / f(x)dz. Um alle Stammfunktionenen von f anzugeben, wird

die (frei wihlbare) sogenannte Integrationskonstante ¢ mit aufgefiihrt.

Liste einiger Stammfunktionen.

1
/xrdx:H_—le_l—i-c furr#—l
d
—m:ln|3:|+c /exdx:ez+c
x
/sinxdwz—cos:p+c /cosa:da::sinm—l—c
/ dx ) n / dx ) n
——— = arctanz + ¢ = arcsinx + ¢
T2 i
dx dx
s— =tanz +c —— = —cotx+c¢
Ccos? x sin® x

6.4 Integrationsmethoden

6.4.1 Partielle Integration (Produktregel)

Unbestimmte Integration der Produktregel (f g) = f'g + fg¢’ liefert

/ﬂummezﬂ@m@—/fmwumm

und damit

b b b
| r@@ ds = f@g@)]. - [ s @) da

Anwendung zur Berechnung von [ h(z)dx: Versuche h als f’ g zu schreiben, und zwar so, daf
[ fg' dz einfacher zu berechnen ist.
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Beispiele 6.4.1:

(a) /xsinxdz = 7 Hier: g(x) =z, f'(z) =sinz = f(z)¢'(z) = —cosz

:>/3:sin3:d3::—:Ecosm—/l-(—cos:n)dx:—:UCOS:U—I—/COS:Ed:L"

= —xcosT+sinx +c
(b) /lnwdw = ? Hier: (Inz)’ = 1; deshalb g(z) = Inz, also f'(z) = 1.

j/lnwdw:wlnw—/x%dx:xlnx—/dw:xlnx—w—i—c.

(c) /Sin2$d$:/sin:ﬂsin:ﬂdm:—cos:nsin:v—l—/cos23:d3: ‘—I—/Sin2l’dﬂj

. . . xr —sinxcosx
:>2/Sln2:nd:n:—s1nxcosaz+/dm = /smzzndm:f—l—c

6.4.2 Substitution (Kettenregel)

Fiir differenzierbare Funktionen F und g gilt F(g(t))’ = F'(g(t))¢'(t) nach der Kettenregel. Also
folgt mit f = F”:

[ Ho@ng@yat= [ Pl dt = Fige) + .

In die Stammfunktion F' von f ist also ¢(t) als Argument einzusetzen. Als Abkiirzung fiir diese
Ersetzung verwendet man die Schreibweise: [h(z)],—g¢) == h(g(t))-

Dann lautet die Substitutionsregel fiir unbestimmte Integrale

[ 16 a= | [ 1wyas]

x=g(t)

falls f stetig und g stetig differenzierbar ist.

Beispiel 6.4.2: /sintc:082 tdt = —/0052 t (cost)’ dt; hier: g(t) = cost, f(x) = 2%. Also folgt

1 1
/sintcos2tdt: [—/w%lx} = [——x?’—i-c} = ——cos’t+ec.
r=cost 3 r=cost 3

Oft wird die Substitutionsregel ,,von rechts nach links“ angewendet; dazu benétigt man die
Umbkehrbarkeit von g. Es gilt

[r@a=|[ roowoal

falls f stetig und g stetig differenzierbar mit ¢'(¢) # 0 ist.
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xr
e2r 41
1

Hier: e® =t substituieren; also = Int, d.h. g(t) = Int, ¢'(t) = 1.

e’ et t 1 dt
= —  dr=|[ ——dt = | ——"at =/ —
/e2x+1 ! |:/ e2lnt+1t :|t:e“? |:/ t2+1t :|t=ex |:/ t2+1:|t=ex

= [arctant + c} = arctan(e”) + c.
t=e?

de =7

Beispiel 6.4.3: /

d
Beim Anwenden der Substitutionsregel benutzt man oft die Leibniz’sche Schreibweise, d.h. Tf

dx
fiir 2/(¢), und rechnet mit T formal wie mit einem gewodhnlichen Bruch; im Beispiel von oben:

dt e’ dt
et =t = %:61‘7 also dt = e” dx = /mdwz/m
Dabei wird die Ersetzungsklammer [...],_g-1(,) meist weggelassen. Anschlieflend muss an die

Riicksubstitution gedacht werden!

Beispiel 6.4.4: /sin Vrdr =7
Substitution: t = v/x = =12, dr=2tdt
= /sinﬁdw:/(sint)tht:2/tsintdt
= 2t(—cost) — 2/(—cost) dt = —2tcost + 2sint + c.
Riicksubstitution:
/sinﬁdw = —2y/zcos/x + 2sin vz + c.

Bemerkung 6.4.5. Das Ergebnis einer unbestimmten Integration kann durch Differenzieren
leicht nachgepriift werden!

Bei Substitution in bestimmten Integralen sind die Grenzen mit zu transformieren:

b B
/ Fla(t))g (1) dt = / f@)dr  mit a = g(a), f= g(b),

falls f stetig und g stetig differenzierbar ist.

. ¢ dt
Beispiel 6.4.6: — =7
(14 1nt)

1 1
Substitution: = = Int, do = i dt (also g(t) =Int, f(x)= " 1>
/6 dt _/ln@ dx _/1 @ _ !
1 t(1+lnt)_ Inl 1+ZE_ 0 1+IIJ'_

=1In2.
0
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6.4.3 Einige Standardsubstitutionen

(a) Integrale mit (ganzzahligen) Potenzen von e*:

1
Substituiere t = e¢* = dt=e"drx, dz = n dt

Beispiele 6.4.7:

1+ e 14+t2 1 1 1 N
(a)/ = dx:/ ; 'Zdt:/<1+t—2>dt:t—;+c:ex—ex—i—c.

h
(b) / ioj_ f dx =7 Beachte: coshz, sinhz sind mittels e, e™ definiert!
e

cosh x 1 [eP+e™ ™ 1 [t+11 1 241
de=> £ gp=2 g == [ = gt
/1+er . 2/ T+er F 2/1—|—tt 2/t2+t3
1/ 1 1 dt 1 1 dt
S S VI N P T
2) 1+¢ +2/t2+t3 T +‘+2/t2+t3

dt
Unklar ist: wie berechnet man / PER ? Dies spéter (,Partialbruchzerlegung”).

(b) Integrale mit Potenzen von x und Vax +b (n € N):

o . th —b
Substituiere t = VVaxr +b = =

n
. de = —t"" 1t
a a

Beispiele 6.4.8:

x
(a)/ dr=?Hier: t = o — 1, z=t>+1, dov =2tdt
Vo —1

e
2

t2+1

2
2tdt:2/(t2—|—1)dt:§t3+2t+c

:g(x—l)%+2(x—1)%+c.
3
v/ 1 .
(b)/ :E;_ dr=?Hier: t = Yz + 1, 2 =13 — 1, do = 3t%dt

3 1 3
N /”x; dx:/tst_13t2dt:3/t dt:3t—|—3/ dt

t3—1 t3—1"

Unklar ist: wie berechnet man / ? Dazu spéter.

t
3 —1
(¢) Integrale mit Potenzen von x und /1 — x2:

Substituiere x = sint =  dx = costdt, V1 — x% = cost.

Beispiele 6.4.9:

1
(a) /x2\/1—w2dac:/sinztcosztdt:Z/sin22tdt
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Mit der Substitution y = 2t, dy = 2dt erhilt man weiter

1/ 120 d 1y — siny cosy
= — [ sin =
8 v 16

Nach Riicktransformationen folgt daraus

/3:2\/1—3:2(138:%arcsin:n—é:n(l—xz)%+%x3(1—x2)

NI

d
(b) [ 2v/1 —22dx. Hier besser y = 1 — 2% substituieren, denn d—y = —2z und der
x
Integrand enthélt den Faktor x.
1 1 1 3
= /:E\/l—a:2dx:—§/\/§dy:—§y%:—g (1-2°)

(d) Integrale mit Potenzen von x und vx? — 1:
Substituiere x = cosht =  dx =sinhtdt, V22 — 1 = sinht.

Beispiel 6.4.10: /\/ 22— 1ldx = /sinh2 tdt. Mit partieller Integration erhélt man

1 t 1
/\/ZE2 —1dz = 3 coshtsinht — 5=

51’

1
Vrz—1-— 3 arcosh z

(e) Integrale mit Potenzen von x und vz? + 1:
Substituiere x = sinht = dx = coshtdt, Va2 + 1= cosht

[ 1 Va2 +1 h? ¢
Beispiel 6.4.11: / 1+ —de = / ver dx (firz >0) = / C(?S dt
x x sinh ¢

1 fe424e2 1 (P24 51
) / % dt =3 / 71Z/2_ dy (nach Substitution y = e)
2 et —e 2 y— L

1 [yt +2y2+1 1 1 [3y2+1
=- L2 " —gy== [ dy+= | Z—=-d
2/ oz 2/ y+2/y4—y2 Y

3y +1
T

Unklar: wie berechnet man / dy ?

Diese Beispiele zeigen, dass man oft Stammfunktionen von rationalen Funktionen (also Funk-
tionen der Form P(z)/Q(x) mit Polynomen P, () bestimmen muss. Dazu bendtigt man die
sogenannte

6.4.4 Partialbruchzerlegung

P
Aufgabe: | Berechne / Qgi dx fiir gegebene Polynome P und Q.
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P(x)
Q(z)

Grundidee: Schreibe die rationale Funktion

als Summe einfacher Briiche, etwa

1 1 1

2z z(z—-1 z-1

x
Beispiel 6.4.12: P(z) = 2* — 822 — 42 + 13, Q(z) = 2> — 222 — 5z + 6, also

dx

/x4—8x2—4x+13
3 — 222 —52+6

Es sind folgende Schritte auszufiihren:

(a) Polynomdivision solange, bis Grad des Zihlers kleiner als Grad des Nenners ist.

2+ 1

4 2 (3 2 —
(" —8z° —4x 4+ 13) : (z° — 22 _5w+6)_x+2+x3—2a:2—53:+6

(b) Zerlege den Nenner.

23— 222 — 524+ 6= (z—1)(x+2)(z —3)
(¢) Partialbruchzerlegung.

(i) Wenn alle Nullstellen des Nenners reell und verschieden sind:

Ansats: 22 +1 A . B _C
(=3 z—-1D)(x+2) -3 z-1 x+2

Ansatz auf gemeinsamen Nenner bringen; dies ergibt

22+ 1 Alx —1)(z+2)+ Bz —3)(z +2)+ C(x — 3)(x — 1)

(r—=3)(x—1)(z +2) (x =3)(z —1)(z +2)

A(@® + 1 —2)+ B(2? —2 — 6) + C(2? — 42 + 3)
(x=3)(x—1)(x+2)

Koeffizientenvergleich, d.h. die Faktoren der gleichen z-Potenzen miissen links und
rechts iibereinstimmen. Dies liefert das Gleichungssystem

A+B+C=1 1
A—-B—-4C=0 = ... => A=1, B:—g, C=

1
T
24 -6B+3C =1

Ergebnis:

/ 22 +1 / dx 1/ dx 1/ dx
de = | —— — = + =
3 — 222 -5z +6 r—3 3J) -1 3) z+2

1 1
:ln|3:—3|—§1n|:n—1|—|—§ln|:n—|—2|—|—c.

(ii) Wenn der Nenner mehrfache reelle Nullstellen hat:

Beispiel 6.4.13: P(x) =1, Q(z) = (z — 1)*(z + 2).

Ansatz: ! = A B ¢

C—1P@+2) -1 @12 242
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1 1 1
Weiter wie in (i); dies gibt die Koeffizienten A = ~5 B = 3 C= 9
d 1 1 1 1
Ergebnis: /WZ) =3 ln]a:—ll—gx_l +§ In |z +2|.

(iii) Wenn nicht alle Nullstellen des Nenners reell sind:

Beispiel 6.4.14: P(z) =1, Q(z) = (z — 1)(z® + 1).

1 A Bz +C
Ansatz: = + .
(x—1D(z2+1) =xz—-1 2241
1 1
Weiter wie in (i); dies gibt die Koeffizienten A = 37 B=C= ~3

. dx 1 1 z+1
Ergebnls: /Mzgln’fﬂ—l’—i/ﬂ—_’_ldw

Allgemein: Rechenschema fiir die Integration rationaler Funktionen.

Gesucht ist / ggg dz fiir Polynome P und Q.

1. Schritt: Ist Grad von P < Grad von @ 7 Falls ja: weiter mit Schritt 2. Falls nein: Teile P(x)
durch @Q(x) mit Rest. Dies liefert

mit den Polynomen R, P wobei Grad von P kleiner als Grad von @ ist. Der Teil [ R(z)dx ist
leicht zu berechnen. Wende daher die folgenden Schritte auf g an.

2. Schritt: Zerlegung von Q(x) in Faktoren der Form (z — a)™ und ((z — a)? + b*)". Dazu sind
zunéchst alle reellen Nullstellen von @ zu bestimmen (schwierig!).

Jede dieser Nullstellen liefert einen Faktor der Form (x — a). Dies ergibt die Zerlegung
Qx)=(r—x1)™ (x —x2)™ ... (x —x)"* Qr(x)

mit einem Polynom @, (z) ohne reelle Nullstelle. Anschliefend ist @, in quadratische Faktoren
zu zerlegen.

3. Schritt: Aufspalten von % in Partialbriiche. Verwende dazu fiir
den Faktor in Q(z) den Ansatz
m A1 A2 Am
(z—a) x—a+(3:—a)2+ +(:L"—a)m

Az + By Asx + By A, + B,
2 4 p2 52 T 2 4 p2
(r—a)>+0*  ((x—a)*+b?) ((x —a)? +b%)"
Berechnung der Konstanten A;, B; durch Koeffizientenvergleich oder Einsetzen spezieller Werte
fiir x oder ,,Grenzwertverfahren“ (siehe unten).

((x —a)® +b*)"
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4. Schritt: Integration der Partialbriiche. Verwende dazu

dz
=lnlz—a|l+c

r—a

dx 1 1 .
/(a:—a)m S— (x_a)m_l+c(furm22)

A‘T+B _A 2 2 Aa+B Tr—a
/mdw—zln\@c a)” + b7 + ; arctan( ; >+c

Fiir den Nenner ((z — a)? + b%)" mit n > 2 lisst sich durch partielle Integration eine Rekursi-
onsformel herleiten (— Ubung). Man kann beweisen, dass die Schritte 1-4 stets durchfiithrbar
sind. Daher sind alle rationalen Funktionen elementar integrierbar.

Beispiele 6.4.15:

P(x)
Q(x)

(a) Ansatz zur Partialbruchzerlegung von mit

Qx) = (x —1)(z —2)*(z* + 1)*((x — 3)* +9) (Grad von P < 9)

Aq Ay As n Ay Asx + Ag Arx + Ag Agx + Aqg
x—1 -2 (x—2)2 (z—2)3 x?+1 (x2+1)2  (z—3)%2+9

23 + 5z
(b) Berechne / 2t — 622 + 8x + 24 o

1. Schritt: Entfallt.

2. Schritt: Ausprobieren von z = +1,42,... liefert x = —2 als doppelte Nullstelle des
Nennerpolynoms.

= Qx) = (z+2)%*(z® — 4z +6).

Weitere reelle Nullstelle ? 22 — 4z + 6 = (z — 2)? + 2, also keine reellen Nullstellen.
3. Schritt: Ansatz

3 + bz A B Cx+ D

G 22 (@—2°+2) 242 @+2? @w_22+2

Berechnung von B durch Grenzwertverfahren: Multipliziere beide Seiten mit (z +2)2. Auf
der rechten Seite lautet der mittlere Summand dann B, und die anderen Summanden
enthalten (mindestens einmal) den Faktor (z + 2). Lésst man nun x gegen —2 gehen, so
bleibt auf der rechten Seite nur B stehen!

(=2)° +5(-2)

17+ 2 = B, also B = —1.

Insgesamt erhélt man so
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Zur Bestimmung der restlichen Koeffizienten kann man z.B. drei spezielle Werte fiir x
einsetzen. Dies gibt drei Gleichungen fiir die drei Unbekannten A, C, D.

e A 1D
2=0: 0=5+5+7%
Ly, 6 _A -1 CD
9.3 3 9 3
g I8 A -1 204D
" 162 4 16 2
?)A—i-l):§
2
~ A+C+D=1 = A:%,B:%,D:O

A—|—4C’—|—2D:g

4. Schritt:
Pl) 1 [ do da 1 .
/Q<x>dw‘§/w+2‘/<x+—2)2+§/mdw

L4+ —— 4 imj@— 22 42/ + L arct <$_2>+
= —1n\(\x —_— —1mi{lr — —— arctan C
2 r+2 4 V2 V2

6.5 Uneigentliche Integrale

Unter welchen Vorraussetzungen und wie lassen sich bestimmte Integrale iiber unbeschrénkte
Integrationsbereiche bzw. mit unbeschrankten Integranden definieren? Etwa

00 1 1
e *dx, / — dzx.
/ 7

6.5.1 Unbeschriankter Integrationsbereich

Definition 6.5.1. Es sei f : [a,00) — R auf jedem Intervall [a,b] (fiir b > a) integrierbar. Falls

der Grenzwert

b
e [ 10

existiert, so definiert man das uneigentliche Integral von f dber [a,o0)

durch

b

/OO f(x)dx := blim f(x)dx

a

Analog definiert man die uneigentlichen Integrale

b

b
/ f(x)dz:= lim f(x)dx

——
—0 a o) a

und
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/_OO f(z)dx = /_a fz)dx + /OO f(z)dz | (mit beliebigem a € R)

falls die rechten Seiten existieren.

Bemerkungen 6.5.2:

b 00
(i) Wenn z.B. blim / f(z) dz existiert, so sagt man auch / f(z) dz existiert oder konver-
— Ja a

giert. Sonst heift / f(z)dx divergent.

Existiert sogar /00 |f(z)] dx, so heifit das Integral /OO f(z)dx absolut konvergent.
(ii) F sei eine Stammfunktion von f. Dann gilt
| #wrdo = fim £ ) - Fla)
falls der Grenzwert existiert.

(iii) Damit / f(z) dz existiert, miissen beide Teilintegrale (d.h. die entsprechenden Grenz-

werte) unabhéingig voneinander existieren.

Beispiele 6.5.3:

00 b b
(a) / e Ydx; es ist / e Pdr=—e" =—e 41
0 0 0
Also gilt
b 00
lim e dr = lim(1—e®) =1, dh / e “dr=1.
b—oo Jo b—o0 0
(b) / i; berechne zunéchst / _dr
oo L+ 22 o 1+ a2

*  dx . b dx . b . T
—— = lim ——— = lim arctan:p‘ = lim arctanb = —
0 1+ 2 b—oo Jo 1+ 2 b—oo 0 b—oo 2

Man schreibt oft kurz:

/°° dz ©
—_— = arctan:n‘ =
0 1 +ZL’2 0

Entsprechend:

/0 dx ) ‘0 s N /°° dx 7T+7T
—— = arctanx = — = "4 —r
oo 1+ 22 —00 2 oo L2222

(o]
(c)/ rdr ="

—00

e 1
/ rdr = lim [ = 22
0 b—oo \ 2

[e.e]
Fazit: / x dx existiert nicht (oder: ist divergent).

—00

b




6.5. UNEIGENTLICHE INTEGRALE 87

b
=0.
-b

Satz 6.5.4 (Majoranten-/Minorantenkriterium). (a) Es gelte |f(x)| < g(x) auf [a,00) und
/ g(x) dx existiere. Dann ist / f(x)dx (absolut) konvergent und es gilt

| t@as| < [Tip@lde < [ gt de.

(b) Es gelte f(xz) > g(x) > 0 auf [a,00) und / g(z)dx sei divergent. Dann ist auch

[e%) b
Falsch ware: / rdr = lim rdr = lim (1 z2

b—oo J b—oo \ 2

—0o0

/ f(x) dz divergent.

Beispiel 6.5.5:

sinx
72

 sinx .
5— dx existiert, denn
1 x

6.5.2 Unbeschriankter Integrand

Definition 6.5.6. Sei f stetig in [a,b] \ {zo} (typische Situation: f ist bei xy unbeschrinkt).

b
Unter dem uneigentlichen Integral / f(t) dt versteht man:

(i) im Fall 29 =b:  lim / f(t)dt,

r—b—

r—a+

b
(i) im Fall zg = a:  lim / f(t)dt,

T b
(iii) im Fall zg € (a,b): lim / f(t)dt + lim+/ f(t)dt,
z—z0— J, T—x0 =

falls die jeweiligen Grenzwerte existieren.
. at o ) : .
Beispiel 6.5.7: %; hier: f ist unbeschriankt bei typ = 0. Es gilt
0

1
lim At _ lim (2\/5

a—0+ J, /t a0+

i) = lim (2—2Vz) =2

z—0+

. bt
allgemeiner: / o mit a € R.
0

1
dt 1
a=1: — = lim <1n]t!‘>:oo

0 t z—0+
1 1 1
" -0+ 1 — « oo a>1

1
a#1: [ L= g [t
0 te z—0+ \ 1 — «

. Vat
Fazit: ™ existiert & a <1 |.
0

Auf diesem Beispiel basiert
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Satz 6.5.8. Sei f stetig in [a,b] \ {z¢}. Gilt in einer Umgebung von zg

b
1) |f(z)] < — mit @ <1 und ¢ € R, so existiert / f(z)dx

|z — 0|

b
(i) |f(x) mit & > 1 und ¢ € R, so ist / f(x) dx divergent.

| > —
|z — xo|™
Der Beweis von Satz 6.5.8 (i) beruht auf dem zu Satz 6.5.4 analogen Majorantenkriterium.

Beispiele 6.5.9:

1
d
(a) / M hjer ist xo =1 und
0

1-— 3:2;
(@) ! S L 1 L fngegral st divergent
X = — ntegral 1s ivergent.
1—2)(I+a)| = 2]z —1] & &
1
d
(b) / 736; hier ist g = 1 und
0 1—x2
1 1 o
|f(z)] = < = Integral existiert.

Cla-o ) T -1
6.6 Numerische Integration

Fiir das Folgende wollen wir voraussetzen, dass das zu berechnende bestimmte Integral fab f(x)dx
existiert. Trotzdem kann es sein, dass es nur ndherungsweise numerisch berechnet werden kann.
Das trifft z.B. zu, wenn

e f keine elementare Stammfunktion besitzt, z.B. f(z) = e‘xz,

e die Bestimmung der Stammfunktion zu kompliziert ist,

e f nur tabellarisch gegeben ist (Messwerte).

In solchen Féllen wird der zu berechnende Integralausdruck angenéhert ausgewertet durch nu-
merische Integration (Quadratur):

b - n
I ::/ fl@)de ~ I:= Zwif(xi)
a i=1

Die Gewichte w;, die Stiitzstellen x; und die Anzahl der Stiitzstellen und der Funktionsauswer-
tungen n bestimmen Methode und Genauigkeit.

Die “Integration von Tabellendaten” wird hier nicht behandelt. Durch eine Wertetabelle kann
eine interpolierende oder approximierende Funktion gelegt werden, die dann exakt integriert
werden kann.

6.6.1 Newton-Cotes-Formeln

Dies ist die einfachste Idee: Um das Integral I zu berechnen, wird f durch ein interpolierendes
Polynom p ersetzt und dieses exakt integriert. Die zur Interpolation bendtigten Funktionswerte
werden an m + 1 dquidistanten Stellen berechnet.
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Fiir m =1 und m = 2 ergeben sich die folgenden Formeln:

b —a
Trapezregel : / f(z) doe ~ b (f(a)+ f(b)),

2

b—a a+b

b
Simpsonregel : / f(z) de =~ T(f(a) +4f( 5 )+ f(D)).

Soll die Genauigkeit erhcht werden, so werden diese einfachen Néherungsformeln mehrfach an-
einandergesetzt. Sei zu gegebenem n

h:b—a

und zj=a-+jh, 7=0,1,--- ,n.
n

Dann liefert das Aneinanderhéingen von n Trapez- bzw. n/2 Simpsonregeln (n gerade!) die
N&herungsformeln

T=T() = % (7o) +2f(@)+ -2/ (@n 1) + [an)),
T=S(0) = (f(ro) + 47 (@) +27(z) + -+ +2f(rn-2) + 4f (w0 1) + f(za)).

Sind Schranken fiir die 2. bzw. 4. Ableitung der zu integrierenden Funktion bekannt, so l4sst
sich der Fehler dieser Regeln abschétzen:

b—al,, " b—al, 4 (4)
— < — < — 1 .
[l —T(h)| < Tl xmeaf;]lf (z)], |l —S(h)| < 180 h xeﬁfi]'f ()]

Beispiel 6.6.1:

™2 5.0

I= / exp(2zx) cos(x) dx = 1.0.
0 er —2

Die Zeichnung unten zeigt die Trapezflache, die als Niherung fiir das Integral bei n = 4 entsteht,

und den Integranden. Die Ergebnisse fiir Trapez- und Simpsonregel sind in der folgenden Tabelle

festgehalten:

Regel h |1 Fehler I — I | Fehlerabschiitzung
Trapez | m/8 | 0.926 | 0.074 0.12
Simpson | 7/8 | 0.9925 | 0.0075 0.018
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