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Gruppeniibung

Aufgabe G1
Betrachten Sie die Funktionenfolge (fy,)nen mit f,, : (0,00) — R und

2 3 .. 2
n® — % firze (0,2],
0 sonst.

a) Skizzieren Sie f,, fiir ein allgemeines n.

b) Uberpriifen Sie ( f,)nen auf punktweise und gleichméiBige Konvergenz und bestimmen Sie die
Grenzfunktion f.

c) Bestimmen Sie [;° f(z)dx sowie limy, oo [y fn(2z)dz. Nehmen Sie Stellung zu Ihren Ergeb-
nissen.

Aufgabe G2
Auf der Menge C1[0,1] der stetig differenzierbaren Funktionen von [0,1] nach R definieren wir
eine Funktion ||e|| durch

A1 = 1 fllso + 11 llo-

(a) Zeigen Sie, daBl C1[0, 1] ein Untervektorraum des Raumes der stetigen Funktionen C10, 1] ist.
Zeigen Sie weiter, daB ||+| eine Norm auf C1[0, 1] ist.

(b) Zeigen Sie, da (C*[0,1],[|+||) ein Banach-Raum ist.

Aufgabe G3
Wir betrachten die Funktionenreihe )7 fn, wobei

1

fni]0,00) = R, fu(z):= m

(a) Untersuchen Sie die Reihe auf punktweise Konvergenz, und bestimmen Sie gegebenenfalls die
Grenzfunktion.

(b) Konvergiert die Reihe absolut ?



Hausiibung

Die Hausaufgaben Hlund H2 sind als Prisentationsaufgaben geeignet!

Aufgabe H1 (344 Punkte)
Gegeben sei die Funktionenfolge

N

2 =
fulz) = e, zel01].
n
(a) Untersuchen Sie (fy,)nen auf punktweise und gleichméfBige Konvergenz.

(b) Bestimmen Sie

1 1
I; = lim fo(z)dz und Iy = / lim f,(x) de4 Punkte
0 0 n—oo

n—oo
und vergleichen Sie die Ergebnisse. Gibt es dafiir eine theoretische Erklarung?

Aufgabe H2 (9 Punkte)

Zeigen Sie, dafl die Funktionenreihe Y 02, f, mit f,: [0,1] — R, f(z) = (7;};:1 gleichmafig
konvergiert, jedoch nicht absolut.

[Hinweis: Betrachten Sie zunéchst die Teilsummen Ziﬁl (_;I:l iiber eine gerade Anzahl von
Summanden].
Aufgabe H3 (341 Punkte)

Der folgende Satz ist als Satz von Dini bekannt:

Sei D C R und (fn)nen eine punktweise konvergente Funktionenfolge stetiger Funktionen mit De-
finitionsbereich D, die punktweise gegen eine Grenzfunktion f konvergiert. Wir nehmen zusdtzlich
an:

(a) Der Definitionsbereich D ist kompakt.
(b) Die Grenzfunktion f ist stetig.

(¢) Die Konvergenz ist monoton, das heifst fn(x) < fny1(x) fir alle x € D und alle n € N oder
fa(x) > foy1(x) fir alle x € D und alle n € N.

Dann konvergiert die Funktionenfolge sogar gleichmdjfig gegen f.

i) Zeigen Sie, dass jede einzelne der Annahmen (a), (b) und (c¢) nétig ist, finden Sie also Beispiele
fiir punktweise konvergente Funktionenfolgen, die nur eine der Bedingungen (a), (b) oder (c)
verletzen und die nicht gleichméBig konvergieren.

ii) Seien fy,: [a,b] — [0,00), n € N, stetig und nehmen wir an, dass f(z) = > oo, fo(x) punkt-
weise konvergiert mit stetiger Grenzfunktion f.
Zeigen Sie: Die Reihe konvergiert gleichméBig.



