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3. Übungsblatt zur

”
Analysis II“

Gruppenübung

Hilfreich für diese Übung:

Majorantenkriterium für uneigentliche Riemann-Integrale

Es seien f : [ 0,∞ ) → [ 0,∞ ) und g : [ 0,∞ ) → [ 0,∞ ) Funktionen, welche über [ 0, b ] Riemann-
integrierbar sind, für alle 0 < b. Gilt f(x) ≤ g(x) für alle genügend große x und konvergiert das
uneigentliche Riemann-Integral

∫∞
0 g(x) dx, so konvergiert auch

∫∞
0 f(x) dx.

Beweis: siehe H3

Aufgabe G1
Konvergiert das uneigentliche Integral? Begründen Sie Ihre Entscheidung.

a)
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b)
∫ ∞
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| sin(x)|
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dx e)
∫ ∞
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dx für α ∈ R.

c)
∫ 1
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x
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Aufgabe G2
Wir betrachten die Folge (fn)n∈N der durch

fn(x) :=


n2 · x falls x ≤ 1

n

n− n2 · (x− 1
n) falls 1

n < x ≤ 2
n

0 falls x > 2
n

definierten “Zackenfunktionen” fn : [0, 2] → R.

(a) Skizzieren Sie f1 und f2.
(b) Zeigen Sie, daß die Funktionenfolge (fn)n∈N für n → ∞ punktweise konvergiert. Bestim-

men Sie die durch f(x) := limn→∞ fn(x) definierte Grenzfunktion f . Ist die Konvergenz
gleichmäßig ?

Aufgabe G3
Eine Folge (fn)n∈N von Polynomfunktionen konvergiere auf R gleichmäßig gegen eine Funktion
f : R → R. Zeigen Sie, daß auch f eine Polynomfunktion ist.



Hausübung

Die Hausaufgaben H1b), H2 und H3 sind als Präsentationsaufgaben geeignet!

Aufgabe H1 (9 Punkte)
Durch

x = a · cos3(t), y = a · sin3(t) mit a > 0, 0 ≤ t ≤ 2π

wird eine Astroide in Parameterdarstellung gegeben.

a) Machen Sie eine Skizze.

b) Leiten Sie mit Hilfe von partieller Integration eine Rekursionsformel für Vn =
∫

sinn(x) dx
her.

c) Berechnen Sie den Inhalt der durch die Astroide begrenzten Fläche.

Aufgabe H2 (6 Punkte)
Die gegebenen Folgen (fn)n∈N von Funktionen fn : [0,∞) → R konvergieren punktweise. Berech-
nen Sie die Grenzfunktion f und entscheiden Sie, ob die Folge fn gleichmäßig gegen f konvergiert.

(a) fn(x) :=
x

1 + nx
,

(b) fn(x) :=
1

1 + nx
,

(c) fn(x) :=
nx

1 + n2x
.

Aufgabe H3 (4 Punkte)
Beweisen Sie das Majorantenkriterium für uneigentliche Integrale.


