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Mengen von Zahlen:

N:{123...}
Z=1. ~1,0,1,2,...}
Q:{E:aEZundbEN}

R = Menge aller Dezimalbriiche

[a,b) ={zx €eR:a <z < b}
la,b[={x €R:a <z < b}
[a,b}={r €R:a <z <b}
la,b) ={r € R:a <z <b}

C={a+ib:a,beR}

natiirliche Zahlen

ganze Zahlen

rationale Zahlen

reelle Zahlen
abgeschlossenes Intervall
offenes Intervall
halboffenes Intervall
halboffenes Intervall

Menge der komplexen Zahlen
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1 Zahlen

Am Anfang aller Mathematik stehen die natiirlichen Zahlen
1,2,3,4, ...
Fir die Menge der natiirlichen Zahlen schreiben wir
N={1,234,...}

Dabei versteht man unter einer Menge M allgemein eine Zusammenfassung von unter-
scheidbaren Objekten zu einer Gesamtheit. Objekte dieser Gesamtheit heilen Elemente.

Beschreibung von Mengen

Wir beschreiben Mengen durch Mengenklammern { }, zwischen denen die Elemente ange-
geben werden:

1. durch Aufzahlen

M={1,234}, M={1,23,...,100}
M = { He,Ne,Ar,Kr,Xe,Ra } (=alle Edelgase, VIII. HG)
M ={ } =0 = leere Menge

2. durch charakterisierende Eigenschaft
M = {z : x hat Eigenschaft E }

Etwa:
M = {z : x ist natiirliche Zahl zwischen 2 und 5}

Mengen sind gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten. Darstellung und Anordnung
spielen dabei keine Rolle:

{z : x ist Primzahl kleiner 10} ={2,3,5,7}={3,7,2,5}
Wir schreiben:

x € M falls x Element der Menge M
x ¢ M falls x kein Element der Menge M

1.1 Natirliche Zahlen
N={1,2,3,...}

Natiirliche Zahlen kann man addieren und multiplizieren, die Summe und das Produkt zweier
naturlichen Zahlen ist wieder eine natirliche Zahl, d.h.

N ist abgeschlossen unter Addition und Multiplikation
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1.2 Ganze Zahlen
Z=1{01-1,2-2,3-3,...}

Z ist ebenfalls abgeschlossen unter Addition und Multiplikation, aber auch beziiglich Sub-
traktion.

Folglich besitzt die Gleichung
a+zr=0> a,b e

eine Losung x € Z, ndmlich x = b — a.

Dies muss fiir die Lésung der Gleichung a - = b im allgemeinen nicht gelten.

1.3 Rationale Zahlen
b
Q:{x : x:E,bEZ,aEN}
Q ist abgeschlossen unter Addition, Multiplikation und Subtraktion, aber auch beziiglich
Division.
Folglich besitzt die Gleichung
a-r="b a,beQ,a#0

]

a”

eine Losung z € Q, namlich z =

Darstellung rationaler Zahlen

Die Darstellung rationaler Zahlen als Quotient ganzer Zahlen ist nicht eindeutig:

10 1 372 31-12 31

40 4’ 468  39-12 39

Die Darstellung x = % wird erst dann eindeutig, wenn man fordert, dass a und b teilerfremd
sind, b € Z und a € N.

Das Divisionsverfahren liefert eine Darstellung als Dezimalbruch:

7
1= 1.75 (abbrechender Dezimalbruch)
1 _ 2 _
3= 0.333---=0.3, 0= 0.0285714 (periodischer Dezimalbruch)
Beim Divisionsverfahren, angewandt auf z = 2, tritt als Divisionsrest eine Zahl zwischen

0 und @ — 1 auf. Bei 0 bricht der Dezimalbrucﬁ ab. Wiederholt sich einer der Divisionsreste,

so liegt ein periodischer Dezimalbruch vor.

Da es héchstens a — 1 verschiedene Divisionsreste gibt, hat die zugehdrige Periode héchstens
Lange a — 1.

Jede rationale Zahl |l3sst sich also durch einen endlichen oder periodischen Dezimalbruch
darstellen.
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Umwandlung periodischer Dezimalbriiche in Briiche:

Ist z = 0.dids . .. dg mit Ziffern d; € { 1,...,9 }, so gilt

_dldg...dk
10k —1
Beispiele
_ 3 1
03 ==-=-
9 3
— 18 2
8=—==
0.1 99 11
_ 1 _ 1 _ 6 1 15 1
016 10 6 10(+06) 10(+9> 10 9

1.4 Reelle Zahlen

Der Zahlbereich der rationalen Zahlen ist nicht hinreichend machtig. Zum Beispiel ist der
Dezimalbruch
0.101001000100001...

weder endlich noch periodisch. Es kann sich also hierbei um keine rationale Zahl handeln.

Weiteres Beispiel

Fir die Lange x der Diagonalen im Quadrat mit Seitenldnge 1 gilt nach dem Satz von
Pythagoras 22 = 12 + 12 = 2.

1
Wir werden in 1.6 sehen, dass /2 keine rationale Zahl ist. Daher besitzt die Gleichung

22 =2

in Q keine Losung.

Da /2 keine rationale Zahl ist, bezeichnet man sie als Irrationalzahl. /2 I3sst sich auf
folgende Weise durch rationale Zahlen beliebig gut annihern:

Weil 12 =1 < 2 und 22 = 4 > 2 gilt v/2 € [1,2] =: I;. Unterteile nun I, in zehn gleich
groRe Teilintervalle und suche dann /2:
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esgilt 1.42=1.96<2und 1.5 =2.25>2 = /2 € [1.4, 1.5] =: I,
Wiederhole das Verfahren

V2 e I :=[1.41, 1.42]
V2 e I :=[1.414, 1.415]

und erhalte damit eine absteigende Folge Iy D I, D I, D ... mit

1
Lange des Intervalls I, =10" = — — 0
0" n—ooo

d.h. eine Intervallschachtelung. Wir erhalten V2 als das Objekt, das durch diese Inter-
vallschachtelung approximiert wird.

Die Menge der reellen Zahlen R ist nun definiert als Gesamtheit aller Objekte, die sich
durch derartige Intervallschachtelungen approximieren lassen, und die Zahlengerade liefert
die richtige Anschauung fiir R:

e in jeder (noch so kleinen) Umgebung einer reellen Zahl gibt es unendlich viele rationale
Zahlen.

e jede reelle Zahl lasst sich durch eine (unendliche) Dezimalbruchentwicklung darstellen:

d; ds ds
R =1k ck€Z.r=0dideds... = — + — + —— + ...
btk €Zyr=0.didydy 10 700 T 1000 T
mit dl,dg,d3,... € {0,1,...,9 }}
e die vier Grundrechenarten auf Q (4", ,,-%, .-, ,,/") lassen sich auf R fortsetzen.

Ordnung reeller Zahlen

Ein Blick auf den Zahlenstrahl zeigt:

(A1) Fiir zwei reelle Zahlen a, b gilt genau eine der drei Beziehungen

a<b, a=b, b<a

» < gibt eine Ordnung der reellen Zahlen mit folgenden weiteren Eigenschaften
(A2) Aus a < bund b < cfolgta <c
(A3) Aus a < b folgt a + ¢ < b+ c fiir alle c.
(A4) Aus a <bund 0 < cfolgta-c<b-c.
Vereinfachende Schreibweisen
a>bfallsb<a
a<bfallsa<bodera="5

a>bfallsb<a
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a heiRt positiv, falls a > 0

a heillt negativ, falls a < 0

Der Betrag einer reellen Zahl ¢ ist definiert durch

a a fallsa>0
al =
—a fallsa<0

Es ist also stets |a| > 0.
Rechenregeln
(i) |a-b] = |al - |b]
(ii) |a+ b < |a| + |b] (Dreiecksungleichung)

1.5 Komplexe Zahlen

In R besitzt die Gleichung
22 =-1

keine Losung, denn Quadrate reeller Zahlen sind stets > 0.

Wir erweitern daher den Zahlbereich R um ein Element

7 ( ,imagindre Einheit")
mit der Eigenschaft
) _
1" =—1
und rechnen mit 7 wie mit ,normalen” Zahlen. Wegen 72 = —1 schreibt man auch i = /—1.

Die Menge
C={z=a+ib:abeR}

heift die Menge der komplexen Zahlen.
Fir z = a + 1 b heilt

a =: Re(z) Realteil von z

b =: Im(z) Imagindrteil von z

Rechnen mit komplexen Zahlen
Addition (a+1b)+ (c+id)=(a+c)+i(b+d)
Subtraktion (a+ib)—(c+id)=(a—c)+i(b—d)
Multiplikation

(a+1ib)-(c+id)=ac+aid+ib-c+ jb-id = (ac—bd)+i(ad+ bc)
=2 bd=—bd
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Division
Fiir eine komplexe Zahl z = a+ib # 0 (d.h. a und b nicht beide 0) ist
1 a . b

z_a2+b2_la2+b2

der Kehrwert (bzw. Reziprokwert bzw. die Inverse), denn

, a . b
(aﬂb)'(aub? _Za2+b2)

Y L W G N WPl R R R R
“\Y ey a? + b2 e a? + b?

=14:0=1.

Durch
21 1
— = Zl « —
22 22

ist dann die Division zweier komplexer Zahlen z;, zo mit 2z, # 0 erklart.

Die Gaullsche Zahlenebene

Komplexe Zahlen lassen sich als Punkte in der Ebene veranschaulichen:

Im z

z=a+1b

Re z

Der Betrag einer komplexen Zahl z = a + i b ist definiert als die reelle Zahl

2| = Va? + 17

a
a? + b?

Offenbar gilt nach Pythagoras: |z| ist der Abstand des Punktes z zum Nullpunkt.

Rechenregeln
(i) |21 22| = |21] - |22
(ii) |21 + zo| < |z1] + | 22| (Dreiecksungleichung)

(iii) |z| = 0 genau dann wenn z = 0

)
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1.6 Allgemeines
Zum Abschluss diese Kapitels noch einige allgemeine Ergdnzungen.

Vereinfachende Schreibweisen

Sind aum, Gy, - - -, an reelle (oder komplexe) Zahlen, so schreiben wir
n
E Q; = QT Qpg1 + ...+ ap
=m

fiir die Summe und

fur das Produkt dieser Zahlen.

Im Falle m > n setzen wir

iai:zo und ﬁai:zl.
i=m i=m

Beweismethoden

Mathematische Aussagen (Theoreme, Satze, Hilfssatze, Lemmata und Folgerungen) bediirfen
eines Beweises im Unterschied zu Axiomen (,,Annahmen”), die sich nicht beweisen lassen.

Wir wollen auf drei Beweisschemata im Folgenden ndher eingehen:

1. Direkter Beweis

ausgehend von den Voraussetzungen fiihren schrittweise Folgerungen direkt zur Aus-
sage.

Beispiele

(i) Aussage: Firg€ Rund n=0,1,2,...gilt

=" fiir g # 1

n
= n+1 firg=1

Beweis: Es sei s, =Y ,¢". Fir g =1ist s, = n+ 1. Fiir ¢ # 1 gilt

(1_Q)8nzsn_q5n
=1l4+q+¢+- 4"~ (¢+ @+ +...+¢"")
=1—g".

Division durch 1 — ¢ ergibt
1 _ qn+1

Snzl—q
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(i) Aussage: Fiir n > 3 ist 2n? > (n + 1)%.
Beweis: Fiir n > 3 ist

n=n-n>3-n=2n+n>2n+1,

also
2n’=n*+n*>n*+2n+1=(n+1)>.

2. Indirekter Beweis

Zum Beweis der Aussage nimmt man an, dass das logische Gegenteil richtig sei (Gege-
nannahme). Ausgehend von dieser Gegenannahme fiihrt man dann durch schrittweise
Folgerungen einen Widerspruch herbei. Das logische Gegenteil zur Aussage ist daher
falsch und die Aussage somit richtig.

Beispiel
Aussage: Es gibt keine rationale Zahl z mit 22 = 2.
Beweis: Gegenannahme: Es gibt ein z € Q mit 22 = 2.

Dann gibt es a € Z,b € N mit z = ¢. Also gilt weiter 2% = ‘Z—z = 2 oder a® = 2b°.
Durch Kiirzen kdnnen wir annehmen, dass a und b teilerfremd sind.

Wegen a? = 2b? muss a? gerade sein und damit auch a, also a = 2k fiir k € Z. Also
a? = 4k? = 2b? oder 2k? = b2. Damit ist aber b? gerade, also auch b gerade.

Dies ist ein Widerspruch dazu, dass a und b teilerfremd sein sollen. Die Gegenannahme
ist also falsch, die Aussage somit bewiesen.

3. Beweis durch vollstindige Induktion

Es sei ng € Z und fiir alle n > ng eine Aussage A(n) gegeben. Um die Richtigkeit
aller A(n) zu beweisen, kann man wie folgt vorgehen:

Schritt 1: Man zeigt, dass A(ng) richtig ist (Induktionsanfang)

Schritt 2: Man nimmt an, A(n) sei richtig fiir eine Zahl n > ny und zeigt,
dass daraus die Richtigkeit von A(n + 1) folgt (Induktionsschritt)

Dann ist die Aussage A(n) fir alle n > nq richtig.
Beispiele

(i) Aussage: Y " 1= @ fur alle n > 1.
Beweis: (durch vollstandige Induktion)

Induktionsanfang: n =1

S i=1und w =1, also gilt A(1).
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Induktionsschritt: n - n + 1

Angenommen es gilt

2
=1
Dann folgt
n+1 n
o ] _n(n+1)

ZZ—ZZ -+ n—i—l—T + n+1
=1 =1

(n+1)(n+2)

1 2
2(n +n+2n+2) 5

Also ist A(n + 1) richtig.

Nach dem Beweisprinzip der vollstandigen Induktion ist damit die Aussage A(n)
richtig fiir alle n > 1.

Die zu beweisenden Aussagen miissen nicht unbedingt Gleichungsform haben:
Bernoullische Ungleichung

Es sei z € R,z > —1. Dann gilt

(14+ )" > 1+ nx fir alle n € N.

Beweis:
Induktionsanfang: n = 1 gilt offensichtlich.
Induktionsschritt: n — n + 1

Angenommen es gilt
A(n) : 14+2z2)">14+nx.
Dann folgt

I+z)""=0+2)"(1+x)>1+ns)(l+2)
—— ——
>(1+nz) >0

=l+nz+z+n2>>1+n+1)z.
>0

Also ist auch A(n + 1) richtig.

Nach dem Beweisprinzip der vollstandigen Induktion ist damit die Bernoullische
Ungleichung bewiesen.
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2 Vektorrechnung

Es sei n € N. Die Menge aller Punkte der Form

o
T
P = _2 = [.’El,xg,. . .,xn]T

T
mit z; € R wird mit R” bezeichnet. Die z; heilen Koordinaten des Punktes P.

Spezialfille
Fiir n = 1 erhalten wir die Zahlengerade R' = R, fiir n = 2 die Ebene

R2:{|:§1:|2331,1‘2€R}
2

und fiir n = 3 den Raum

Z1
R = Ty | 1w, 20,23 €R
Zs3
Rechnen mit Punkten
Es seien
P:[.Tl,...,.Tn]T, Q:[yl,...,yn]TER”
Addition, Subtraktion
1+ 1 — %
T2 + Y2 To — Y2
P + Q = . ) P — Q = .
Tn + Yn Tn — Yn
Skalarmultiplikation
T
AT
aP = _ , a€R
oz,

12

Insbesondere ist 1 P = P, (1) P=—-Pund 0P =0=[0,...,0]” ( = Nullpunkt).

Distributivgesetze:

(a+pB)P=aP+ 8P, a(P+Q)=aP+aQ, «aBeR
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2.1 Vektoren in R"

Fiir zwei Punkte P, (Q € R" heilt die Differenz
T=P—-Q

der Vektor mit Anfangspunkt @@ und Endpunkt P.
Verschiedene Paare von Anfangs- und Endpunkten konnen denselben Vektor definieren, etwa

S S 2T 43
=15 317 |4 2| T 12|
Die Lage eines Vektors im Raum ist also nicht eindeutig bestimmt, sondern kann durch

Parallelverschiebung beliebig verdndert werden.

W3hlt man den Nullpunkt 0 als Anfangspunkt, ist der zugehérige Endpunkt P durch den
Vektor Z eindeutig bestimmt. Man nennt dann &' den Ortsvektor von P. Wir kdnnen also

durch
vT=P—0

die Menge aller Vektoren im R™ mit der Menge aller Punkte im R" identifizieren. Fiir P =0
erhilt man als zugehorigen Ortsvektor speziell den Nullvektor 0 = [0, ...,0".

Durch diese Identifikation tibertragen sich Addition und Skalarmultiplikation von Punkten im
R"™ auf Vektoren.
Norm eines Vektors

Die euklidische Norm des Vektors & = [z1,...,z,] ist definiert durch

||Z]| ist also der Abstand zwischen Anfangs- und Endpunkt des Vektors Z, also seine Lange.

Eigenschaften der Norm

(i) (Positiv-Definitheit)  ||Z|| > 0 und

|Z]l =0 genau dannwenn 7 =0.

(ii) (Homogenitat)
laZ|| = |af ||Z]| fir « € R.

(iii) (Dreiecksungleichung)
12+ gl < 11211 + [l37



7. Februar 2007 14

Ubung: Aus der Dreiecksungleichung folgt: |||Z]| — [|7]|| < ||Z — 7.

Normierung Ist Z # 0, so erhilt man durch

1

— —

Ty = 757
111

einen Vektor der Lange 1 der in dieselbe Richtung wie ' zeigt.

Vektoren der Linge 1 heilen Einheitsvektoren. Spezielle Einheitsvektoren im R" sind

[ 1 7] [0 ] [0
0 1 :
€] = y €2 = 0 7o Ep =
: 0
L 0] | 0 [ 1]

Weitere Operationen auf Vektoren

1) Skalarprodukt Fiir 7 = [z1,...,2,)7, 7= [y1,-..,yn]T € R" ist das Skalarprodukt
(oder auch das innere Produkt) definiert durch

n
(&) =210 + ..+ T = Y Tili
=1

Eigenschaften des Skalarproduktes
(i) (Symmetrie) (%, ) = (7,)
(ii) (Linearitat)

oZ,9) = (aZ,§) = (¥, af) firaeR
(T+7,2) = (T,2) + (¥, 2)
(T, 7+ 2) =(Z,§) +(Z,7)

(i) (@2 = 12” (&9 = ; 1T+ gI* = 17 - 71"
Geometrische Interpretation des Skalarproduktes

(@, 9) = 2] - 11| - cos @

wobei ¢ den Winkel zwischen & und i bezeichnet.

Insbesondere gilt fiir Vektoren # # 0 und 7 # 0:

(Z,) =0 & cosp=0 <& gpzig
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d.h., genau dann wenn Z und ¥ senkrecht aufeinander stehen.

Cauchy-Schwarz Ungleichung
(@9 < |12l - 141

Beweis:
(Z, | = [IZ|| - ]| - | cos | < ||| - [|71] -
<1

2) Vektorprodukt im R"

Fiir Vektoren Z = [z, 7o, 3], ¥ = [y1, ¥, y3]T € R? ist das Vektorprodukt (oder
auch das duBere Produkt) definiert durch

T2Ys — T3Y2
TXY= | T3y1 — 213
T1Y2 — T2Y1

Eigenschaften des Vektorprodukts
(i) (Antisymmetrie)

Daraus folgt insbesondere 7 x 7 =

(i) (Linearitat)

(iii) (Orthogonalitat)

, wobei ¢ der Winkel zwischen Z und ¥

(iv) NIZxgll = lIZ] - l7]l - |sin g

Insbesondere ist also ||Z x ¢]| die Flache des von den beiden Vektoren Z und ¥ aufge-
spannten Parallelogramms.

Die drei Vektoren Z, %, Z x 1/ bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem, d.h. es
gilt die rechte Hand Regel: Zeigt der Daumen der rechten Hand in Richtung & und
der Zeigefinger in Richtung 7, so zeigt der Mittelfinger in Richtung ¥ x 7.
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3) Spatprodukt im R3

Fiir 7,7, 7 € R® heilt

das Spatprodukt von Z, % und 7.

In Koordinatenschreibweise gilt:

(Z, 7 % 2) = x1(Ya23 — Ys22) + T2(ysz1 — Y123) + T3(y122 — 2192)

(%, 7 x Z)| ist das Volumen des von Z, i und Z aufgespannten Spats (oder auch Par-
allelepipeds).

Linearkombination

Es seien p,...,Pm Vektoren in R*® und \q,..., )\, reelle Zahlen. Dann nennt man den
Vektor

m
F=MPi+ 4 Amf = Y Nif
i=1

eine Linearkombination der Vektoren i, .. ., p,, mit Koeffizienten A, ..., \.
Offensichtlich gilt
0-Fr+...4+0-Fn=0.

Diese spezielle Linearkombination des Nullvektors 0 heift triviale Linearkombination der
Vektoren pi, .. ., Pm.

Die Vekoren py, ..., p,, heilen linear unabhingig, wenn gilt
m
=0 & M=..=X,=0
i=1
Es gilt also: Die Vektoren pi,...,p, sind genau dann linear unabhingig, wenn sich der
Nullvektor nur als triviale Linearkombination der pi, ..., Py, darstellen l3sst.
Sind die Vektoren pi, . .., Py, nicht linear unabhingig, so heillen sie linear abhangig. In diesem

Fall gibt es also Aq, ..., Ay, nicht alle 0 mit A\ + ...+ AP, = 0 Ist etwa A\; # 0, so folgt
durch Umformung

P = )\1]72 )\lp3 TN Pm -
Der Vektor p; ldsst sich also in diesem Falle aus den {ibrigen Vektoren ps, ..., Py, linear

kombinieren.
Insbesondere gilt:

e Zwei Vektoren ), p, sind genau dann linear abhingig, wenn sie auf einer Geraden
liegen.

e Drei Vektoren pi,ps, p3 sind genau dann linear abhdngig, wenn sie in einer Ebene
liegen.
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Beispiel
Die Einheitsvektoren €1, . . ., &, sind linear unabhingig, denn fiir jeden Vektor Z = [z, ...
gilt
n
73 ad
i=1
und damit > | z;€; = 0 genau dann wenn z; = ... =z, = 0.

2.2 Geraden im R"

Es sei 5, ¥ € R", 7 # 0. Die Menge aller Vektoren der Form

— —

g T=P+ A, AeR

17

) Tn]

(2.1)

beschreibt eine Gerade in R". Die Darstellung (2.1) heit parametrisierte Darstellung:

e 7 heift Aufpunkt,
¢ 7 Richtungsvektor,

e )\ Parameter der Geraden g.

Beispiel 2.1 Gegeben sei die Geradengleichung
g:y=2zr+1 im R?

Wir wollen eine parametrisierte Darstellung von g bestimmen.

Dazu bestimmen wir zwei Punkte auf der Geraden, etwa

(1] w o [3]

Der Ortsvektor ' zu P liefert dann einen Aufpunkt, ¥ = (Q — P den Richtungsvektor. Also

1st
0 1
g.[l}—l-)\{Q] AeR

eine parametrisierte Darstellung von g.

],ﬂjr/\:3den Punkt [?]

ON|-

Fir A\ = —% erhilt man z.B. den Punkt [

Abstand Punkt-Gerade
Der Abstand vom Punkt ¢ zur Geraden ¢ : ¥ = p'+ A7 ist definiert als

d(q, g) := min || — 4.
(@, 9) := min [[7 — g

Dies ist der kleinste Abstand, den ein Punkt auf der Geraden von ¢ haben kann.
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Ist 7* = p + A*F ein Punkt, fiir den dieses Minimum angenommen wird, so gilt dass der
Verbindungsvektor 2* — ¢ zum Punkt ¢ senkrecht zum Richtungsvektor 7 der Geraden ist,
also

0= <i"* —(T,f‘) = <ﬁ+ )\*T_"—CT,F)

Auflésen nach \* ergibt

(7, 7)
also G P
O e 2L
NG I
und damit .
— - 2\ 3
de =l —al=(15_a2_ P=EN"\"
@.9)= e -l = (17 a2 - TL
Beispiel

. 5 10 1 N
Furg.x—[l]-i-)\[Q]undq—[l

und _
ool 212
TTl1] 52759
sowie LTo - A
2 10
d_‘ = ||7* — = || = — — = —
ao=-le-a=|:|5]-3] ]|~ %

Abstand Gerade-Gerade

Fiir zwei Geraden

g Tr=p1+M7, MER
g2 ¢ To =Pa+ AoTe, X €R
ist der Abstand definiert durch
d ‘= mi 71— Tl .
(91,92) Alr}g;gRllwl |

Dies ist der kleinste Abstand, den zwei Punkte auf den Geraden voneinander haben konnen.
Sind
T =pL+ A

Ty = Pa + A5T
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zwei Punkte auf den Geraden mit minimalem Abstand, so steht der Verbindungsvektor

—k

I — 7,
senkrecht auf den Richtungsvektoren 7 und 7:
_ —x — = _ — — % =
0= (T] — 75, 71) = (T] — T3, 7).

Dies liefert die beiden linearen Gleichungen
0 = (p1 — P2, 1) + AT (71, 71) — A3(7%, 71)
0 = (P71 — Do, Ta) + N[ (71, 7o) — A3(T2, 7o)

die man mit den Methoden des nichsten Kapitels iiber lineare Gleichungssysteme |Gst.

Im Falle n = 3 gibt es einen weiteren Losungsweg:

Das Vektorprodukt 77 = 7} x 75 steht ebenfalls senkrecht auf den Richtungsvektoren 7} und
7. Ist 71 # 0, so miissen 77 und &7 — 25 in dieselbe oder in die entgegengesetzte Richtung
zeigen, d.h. es gilt

T — 25 =pn fir ein p € R.

Nimmt man das Skalarprodukt dieser Gleichung mit 77, dann erhalt man

denn (7, 7) = (7, 7) = 0. Auflésen nach p ergibt

(PL — P2, 71)
(7, 7i)

und damit L
|<p1 —pQ,n)|

(g1, 92) = |7 = B = [wlll]] = Tl

Geraden in impliziter Form

Ist g : &= P+ A7 eine Gerade im R?, so gibt es genau eine hierzu senkrechte Richtung. Ist
7= [ 2 } so ist 71 = _:? ] ein Vektor, der senkrecht zu ¢ steht. Einen solchen Vektor
nennt man Normalenvektor zu g.

Multipliziert man die Geradengleichung ¥ = '+ A" mit 7, so erhdlt man die implizite
Darstellung

g (77 = (7,7). (2:2)
Die Gerade g ist also die Menge aller Punkte # € R?, die diese Gleichung erfiillen.

Mit ¥ = [ z } i = [ Z } und ¢ = (p, ) kann man Gleichung (2.2) in der Form

g : ax+by=c, a, b nicht beide 0
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schreiben. Ist b # 0, so erhalt man hieraus durch Auflésen nach y die vertraute Geradenglei-
chung

a + C
= ——Zx —
=757
Hessesche Normalform

Eine Gerade g im R? ist endeutig bestimmt durch ihren Abstand d zum Ursprung und den
Winkel 3, den das vom Ursprung aus auf die Gerade gefillte Lot mit der positiven z-Achse
bildet.

Ist d = 0, also g eine Gerade durch den Ursprung, so ist 5 nur bis auf Vielfache von 7
eindeutig bestimmt.

Die Hessesche Normalform der Geraden lautet dann

g :cosf-x+sinf -y=d.

Umrechnung: implizite Form — Hessesche Normalform

Ist g : ax + by = c eine Gerade in impliziter Form, so lautet die zugehdrige Hessesche
Normalform

b c

a
T4+ —y= — falls ¢ >0
Va2 + b? \/a2+62y va? + b? -
a b c
- - = falls c < 0.
Va2 + b? \/az—l—b?y va? + b?

Ist g in Hessescher Normalform, ldsst sich der Abstand eines Punktes ¢ = [Zl ] zu g
2

besonders einfach ausrechnen:

(g, g) = |cos B - g1 +sinf3 - go —d| .
Beispiel

Zug:2= [ (1) } + A [ ; } lautet die implizite Form (mit 77 = [ _i })

g : 2r+y=1

und damit die Hessesche Normalform

2 1 1

Fiir den Abstand zum Ursprung erhalten wir also % Fiir den Abstand zum Punkt ¢ = [ ? }

wie zuvor
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2.3 Ebenen in R?
Es seien p, 7, ™ Vektoren in R® und 77 := 7| X 7 # 0. Die Menge aller Vektoren der Form
E : Z=p+ M+ X, M, AeR (2.3)
beschreibt eine Ebene in R® in parametrisierter Form:
e 7 heift Aufpunkt,
e 71, 7> Richtungsvektoren,

e )\, \, Parameter der Ebene F.

71 heilt Normalenvektor der Ebene E. Er steht senkrecht auf der Ebene und zwar so, dass
die Vektoren 77, 75, 7 ein Rechtssystem bilden.

Abstand Punkt-Ebene

Ist ¢’ ein Punkt, so ist der Abstand zur Ebene £ : p'+ A7 + \o7 definiert als
7, F) = i T —
d(q, B) = min_ |7 —q]

= kleinster Abstand zwischen ¢ und einem Punkt der Ebene.

Ist 2* = p'+ A[71 + A5y ein Punkt mit minimalem Abstand, so steht der Verbindungsvektor
¥* — ¢ senkrecht auf den beiden Richtungsvektoren 7 und 7. Daher gibt es ein y € R mit

' —q=pun.
Multipliziert man diese Gleichung skalar mit 7, dann erhalt man
(T* — q,7) = p(7, i)
————
= (p'— ¢, )

denn (7, 7) = (7, 7i) = 0. Man erhalt

und damit fiir den Abstand

B, S Ve

d(q, B) = |p|llal] = =———-
7]l

Beachte die Analogie zur Berechnung des Abstandes Gerade-Gerade.

Beispiel

Es sei



7. Februar 2007 22

Normalenvektor ist

-1
i=mxim=| 1], |il=v6
2
Fiir den Abstand der Ebene zum Ursprung ergibt sich
= (B _ 3
d(0,F) = —F— = —.
Il V6
Hierbei ist
-1 1 1 2
3 1 1 3 3
2 1 1 1

Ebenen in impliziter Form
Essei F : ¥ = p+ \T1 + Ao eine Ebene und 77 der Normalenvektor. Dann erhidlt man
durch Multiplikation von ¥ = p'+ A7 + Ao mit 7 die implizite Darstellung

E : (77) = (7,7). (2.4)

Die Ebene E ist also die Menge aller Punkte 7 € R?, die diese Gleichung erfiillen.

a
Mit 7= | b | und d = (p, i) kann man Gleichung (2.4) in der Form
c

EF:ar+by+cz=d, a, b, ¢ nicht alle 0 (2.5)
schreiben.

Hessesche Normalform

Die spezielle implizite Form

E:arx+by+cz=d
mit d > 0 und @ + b? + ¢ = 1 heilt Hessesche Normalform der Ebene. In diesem Falle
ist d gleich dem Abstand der Ebene zum Ursprung.

Ist £ : ax + by + cz = d eine Ebene in impliziter Form, so gelangt man zur Hesseschen
Normalform, indem man den Normalenvektor normiert und die Gleichung gegebenenfalls
noch mit —1 multipliziert:

d

a b c
x4+ Y+ z = falls d >0
Va2 + b2+ Val+ P+ Va2 + 0+ 2 a?+ b+ ¢?
b d
a T — Y — ¢ z=— falls d < 0.
a? + b2 + 2 a? + b2 4 2 a? + b2 + 2 a? + b2 + 2
q1
Der Abstand eines Punktes = | g2 | zu E' lasst sich wiederum sehr einfach ausrechnen:
g3

d,E)=|a-q¢1+b-q+c-qg3—d|.
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Beispiel
1 1 2

Gegeben sei die Ebene E: 2= [ 2 | + A1 | =1 | + Xy | O |. Durch Multiplikation mit
1 1 1

dem Normalenvektor 7i = 1 | erhadlt man die implizite Form

2
E: —x4+y+22=3.

Die Hessesche Normalform hierzu lautet also

1 1 2 3
Tt —yt+ =2 = —.

V6 V6T VB V6

Der Abstand zum Ursprung betrigt also %.

Schnitt Ebene-Gerade

Zur Berechnung des Schnittpunkts ©* einer Ebene E mit einer Geraden ¢ in R® verwendet
man am besten

e fiir die Ebene die implizite Form E : (Z,7) =d

e fiir die Gerade die parametrisierte Form g : Z = p'+ 7.

Der Schnittpunkt Z* erfiillt beide Gleichungen, also
T*=p+ N7  und (7*,7) =d,

also
(g, ) + N7, 7)) =d. (2.6)

1. Fall: (¥, 7) # 0. In diesem Falle gibt es genau einen Schnittpunkt, den man wie
folgt berechnen kann:

T, 1)
und der Schnittpunkt ist durch
=g+ 00
(. 1)

gegeben.
2. Fall: (7,7) =0

1. Unterfall: (p,7i) = d.

Dann ist Gleichung (2.6) fiir alle \* € R erfiillt. Jeder Punkt der Geraden liegt
also zugleich in der Ebenen, also verlduft die Gerade ganz in E.

2. Unterfall: (p)ii) # d.

In diesem Falle ist Gleichung (2.6) fiir kein \* € R erfiillt. Damit liegt kein
Punkt der Geraden in E. Es gibt also keinen Schnittpunkt. Dies bedeutet, dass
die Gerade parallel zur Ebene ist und nicht in dieser liegt.
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2.4 Lineare Unterraume, Basis und Dimension

Geraden und Ebenen, die 0 enthalten sind Beispiele fiir lineare Teilrdume:

Definition: Eine nichtleere Teilmenge U C R" heilt (linearer) Teilraum (oder linearer
Unterraum) falls gilt
ZyelU;a,ER = af+pyeU.

Mit anderen Worten: Teilrdume U sind nichtleere Teilmengen, die abgeschlossen sind unter
Vektoraddition und Skalarmultiplikation.

Fiir Vektoren pi,pa, ..., 0r € R™ heillt die Menge

Lin(ﬁl,ﬁg,...,ﬁk) = {)\lﬁl+---+)\kﬁk D TR V4 ER}

aller Linearkombinationen von pi, ..., p) die lineare Hiille der Vektoren p1, ..., pk.
Man priift leicht nach, dass Lin(pi, ..., pk) ein linearer Teilraum ist.
Beispiel

(i) Fiir 7 # 0 ist Lin(p) = {\F : A € R} die Gerade durch 0 mit Richtungsvektor 7.
(ii) Fir py, P linear unabhangig ist
Lin(py, p2) = {\p1 + Ao+ A1, A € R}

die Ebene durch 0 mit Richtungsvektoren {7, ps.

Definition: Es sei U C R" ein linearer Teilraum. Eine Menge {pi,...,px} C U heilt
Erzeugendensystem von U, falls Lin(p,...,pr) = U.

Ein Erzeugendensystem {pi,...,px} heilt Basis von U, falls pi, ..., Py linear unabhingig
sind. Der Basisaustauschsatz der linearen Algebra impliziert: Die Anzahl der Vektoren zweier
Basen von U ist gleich, d.h. eine ,Invariante” des Unterraums U.

Die Dimension dim U des Unterraums U ist definiert als die Anzahl der Vektoren einer
(beliebigen) Basis von U.

Beispiel
(i) dim(R") =n (Basis: {éi,...,€,})

(ii) p1,..., Dk linear unabhingig — dim(Lin(py,...,pk)) =k

Insbesondere ist die Dimension einer Geraden = 1, Ebenen = 2, usw.
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3 Lineare Gleichungssysteme
Beispiel 3.1 Berechne den Schnittpunkt der drei Ebenen

E,: z4+ y+ z=1
Ey, : dx+4y+32=15
Es : 204+ y+ z=2

Subtrahiert man das dreifache der ersten Zeile von der zweiten Zeile, so erhilt man
T+y=2.
Subtrahiert man die erste Zeile von der dritten Zeile, so erhilt man
z=1.

Einsetzen in die vorherige Gleichung liefert y = 1. Einsetzen der Werte fiir  und y in die
erste Gleichung fithrt auf z = —1. Der Schnittpunkt der drei Ebenen ist also

Beispiel 3.2 Berechnet werden soll in Beispiel 3.1 die Schnittmenge der beiden Ebenen E;
und EQ.

Wie zuvor erhilt man zunichst die Bedingung
T+y=2.

Da nun aber keine weitere Bedingung vorliegt, kann man einer der beiden Variablen einen
beliebigen Wert zuordnen, etwa

y=t, tekR

Dann ergibt sich x +t = 2, also
r=2—1

und Einsetzen in die Gleichung fiir F; fihrt auf
2—-t)+t+z=1

und damit z = —1. Die Menge aller Schnittpunkte Z der beiden Ebenen E; und E, ist also
gegeben durch

2—-1 2 -1
= t| = 0| +¢t- 1], teR
-1 -1 0

Die Ldsungsmenge ist also eine Gerade.
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Beispiel 3.3 Gesucht ist nun der Schnittpunkt der Ebenen E,, F5 und E,, wobei
Ey : 2242y + 32z =—1.

Subtrahiert man die Gleichung fiir E4 von der Gleichung fiir F5, so erhilt man

2r 4+ 2y = 6 und damit z +y = 3.
AuBerdem folgt aus den Gleichungen fiir E'; und E, wie zuvor

Tz +y=2
Zieht man diese Gleichung von der vorherigen Gleichung ab, so erhdlt man den Widerspruch
0=1.

Es gibt also keinen Schnittpunkt.

3.1 Lineare Gleichungssysteme (LGS)

Ein System von Gleichungen der Form

a1y + Q122 + ... + Aply = bl
(211 + Q92%2 + ... -+ Aoy = bg
Um1T1 + ApmaZ2 + ... + Qpp®p = bm

wobei die Koeffizienten a;; und die Werte b; vorgegebene reelle Zahlen sind, heift linea-
res Gleichungssystem mit m Gleichungen fiir den Vektor & = [11,Zs,...,z,|T der n
Unbekannten.

Gesucht ist die Menge aller Vektoren 7, fiir die alle Gleichungen erfiillt sind. Diese Menge
heift Losungsmenge des LGS.

Die Koeffizienten a;; auf der linken Seite kann man zu einem rechteckigen Zahlenschema
der Form

a1ix Qi2 - Qi

Qo1 Q22 -+ Q2p
A=

m1 Gm2 = Qmp

zusammenfassen. A heillt Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems.

Ebenso lassen sich die Werte bi,ba, ..., bm auf der rechten Seite zu einem Vektor b =
[b1,...,bn,]T zusammenfassen. b heilt Zielvektor und man schreibt fiir das LGS kurz
AZ =b.

Das LGS heillt

e unterbestimmt, falls m < n,
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quadratisch, falls m = n,

tiberbestimmt, falls m > n.

e Beispiel 3.1 fiihrt auf ein quadratisches LGS mit
1 11 1
A=1(4 4 3 und b= |5 |,
2 11 2

Beispiel 3.2 fiihrt auf ein unterbestimmtes LGS mit

1 11 - 1
A:[4 4 3] und b=[5}.

3.2 Einschub: Matrizen

Eine m x n-Matrix ist ein Zahlenschema der Form

air  a12 Q1n
21 Q22 -+ Q2p

A= : : ‘. : - [aij]
Um1 Gm2 " Qmp

Die Eintrdge a;; heifen Komponenten (oder Elemente) der Matrix. Das Element a;; steht
am Schnittpunkt der i-ten Zeile mit der j-ten Spalte.

Die Zeilen der Matrix

@l dy,...,a heiRen Zeilenvektoren
und die Spalten
G.1,d.o,...,d, heilen Spaltenvektoren
Spezialfille:
Eine 1 x n-Matrix [a11, @12, . . ., a1,] ist ein Zeilenvektor
a11

. . 21 . .
Eine m x 1-Matrix . ist ein Spaltenvektor.
Am1

In diesem Sinne fassen wir Vektoren # € R™ in dieser Vorlesung stets als Spaltenvektoren
auf!
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Rechenoperationen

1) Matrixaddition
Sind A, B m x n-Matrizen, so ist die Summenmatrix A + B definiert durch

A+ B := [aij +bl]] .

2) Skalarmultiplikation
Ist A eine m x n-Matrix und A € R ein Skalar, so ist \ - A definiert durch

A A= [)\Clij] .
Insbesondere folgt: 1- A=A, (—=1)- A=—A, 0- A = 0y, wobei

0 ... 0
O = | . | die m x n-Nullmatrix ist .
0 ... 0

Es gelten wieder die Distributivgesetze:

(a+B)A=aA+PBA, a(A+ B)=aA+aB

3) Matrizenmultiplikation

Es sei A eine m x [-Matrix und B eine [ x n-Matrix, d.h. die Anzahl der Spalten von
A ist gleich der Anzahl der Zeilen von B.

Das Produkt C' = A - B ist dann definiert durch

l
cij:Zaikbkj ﬂjrizl,...,m,jzl,...,n,d.h.
k=1

air ... aqy

l l
bir ... bip Zk:l a1gbr ... Zkzl a1£bkn

: : S~
A1 - ) : “Zeile x Spalte”

I !
by ... b Dokt Omkbrr oo D i Gmkbin

Das Element ¢;; der Produktmatrix erhélt man also als Skalarprodukt der i-ten Zeile
von A mit der j-ten Spalte von B. Das Resultat C ist also eine m x n-Matrix.

Beispiele
1 3
6 3 -1 . 12 11
(I)A—[O 5 4},B (2)—? erglbtA-B—[ 4 O]
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(i) g=| -3 |, 9= [ —2 :| Dann gilt
2
—4
=+ 1 T4 1 6 3 -1 | _: .5
Ax—[_22}, g A=[-2,2] [02 4]_[12, 2,10]
1 3
iTB=1[1,-3,-4 |2 -2 | =[-5,5].
0 1
x1
(iii) Ist A eine m x n-Matrix, = | : | € R", soist
Tn
[ QA1n T a11Z1 + ...+ ATy
A-F= = :
A1 -« Gmp Ty U411+ - o« + ATy

Mit anderen Worten: In einem LGS AZ = b ist die linke Seite gerade das Matrizenpro-
dukt aus Koeffizientenmatrix A mit dem Vektor Z der Unbekannten.

Rechenregeln der Matrizenmultiplikation

1) Assoziativgesetz
A(BC) = (AB)C

Da also die Reihenfolge der Berechnung des Matrixproduktes beliebig ist, lasst man
die Klammern weg und schreibt nur ABC.

2) Distributivgesetze
A(B+C)=AB+ AC und (A+ B)C = AC+ BC
3) Das Kommutativgesetz gilt nicht! Im Allgemeinen ist AB # BA.

Beispiel

]

0 0 -1 1
:AB—[O 0}, aberBA—[_1 1}

Dieses Beispiel zeigt auch zugleich:

4) Aus AB = 0 folgt nicht notwendigerweise A =0 oder B = 0.
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Der Rang einer Matrix
Der Rang rang A einer Matrix A ist definiert als die Dimension der von den Spaltenvektoren

di,...,d, aufgespannten linearen Hiille

rang A = dim(Lin(d.1,...,d.n))

Beispiele

0
0

A= [ 0 1 g :| ——4 Lin(6.1,6.2,6,3) = LG(&'l’&’Q) also rangA -9

:| = Lin(@.,0d.9,d3) = Lin(d.,) also rangA =1

2

I
| —
o~
o oo

allgemeiner: Ist A eine m x n-Matrix in gestaffelter Form, d.h.

o x ...
0 e
0 0 e
. T * ok *
® x *
00 00 0
_0 0 00 O_

wobei gilt:
- alle mit e markierten Eintrdge sind von Null verschieden
- alle mit * markierten Eintrage sind beliebig

so ist rang A gleich der Anzahl der Zeilen mit e

3.3 Elementare Umformungen

Zuriick zu den linearen Gleichungssystemen. Gegeben sei wieder ein LGS AZ = b. Hierfiir
verwendet man zweckmaRigerweise folgendes Schema:

St

:1:1 x2 PR xn

m a1 G2 ' Qi | by
a1 Gga -+ Aoy | by
Am1 Am2 ' Gmn bm

Unser Ziel ist nun, dieses LGS in ein einfach zu I6sendes LGS zu iiberfiithren, ohne dabei die
Losungsmenge zu verdndern. Die folgenden elementaren Umformungen sind dabei erlaubt,
d.h. sie verdndern nicht die L6sungsmenge des LGS:
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| Zeilenvertauschung Zwei Zeilen diirfen vertauscht werden:
&
Il Spaltenvertauschung Zwei Spalten diirfen vertauscht werden:
T &
Dabei ist zu beachten, dass auch die Eintrdge in der Kopfzeile vertauscht werden.

[l Skalierung Jede Gleichung darf mit einer beliebigen von Null verschiedenen Zahl

multipliziert werden:
— A A#£0
IV Addition Zu jeder Gleichung darf ein beliebiges Vielfaches einer anderen Gleichung

addiert werden:
— [+X[5] reR,i#j

Mit Hilfe dieser Elementarumformungen ist es mdglich, ein beliebiges LGS in ein LGS in
gestaffelter Form zu iiberfiihren, dessen Losungsmenge man unmittelbar bestimmen kann.

Beispiel 3.4 Das Schema zum LGS aus Beispiel 3.1 hat die Form

[1][1 1 1]1
[2]14 4 3|5
[3]|2 1 12

Durch Elementarumformungen vom Typ |V kdnnen die jeweils ersten Koeffizienten der zwei-
ten und dritten Zeile zu Null gemacht werden. Dadurch wird die Variable = aus |2]| und
eliminiert.

Y z|b

[1][1 1 11
1

0

8

2]-4-[1]=[4]|0 0 —1
[3]-2-[1]=[5]|0 -1 -1

Vertauscht man zweite und dritte Zeile, so erhilt man das LGS

‘azyzg
11 1 1)1
0
1

[5][0 -1 -1
[4]|0 0 -1

Das Schema hat nun gestaffelte Form und kann nun von unten nach oben schrittweise
aufgeldst werden:

[4] : —z=1alsoz=-1
: —-y—2=0 = y=1

[1]: z+y+2=1 = z+l-1=lalsox=1



7. Februar 2007 32

1
Die Lésung ist demnach 7 = 1
-1

Beispiel 3.5 Das Schema zum LGS aus Beispiel 3.2 hat die Form

ERE
[1]l1 1 1|1
[2]|4 4 3|5
Wie vorhin erhdlt man
11 1 11
[2]-4-[1]=[4]]0 0 —-1]1

Es ergibt sich

[4] : —z=1lalsoz= -1

: z+y+z=1 = z+y=2

In der Zeile | 1| kann nun entweder der Wert von z oder der Wert von y frei gewahlt werden.
Setzt man wie in Beispiel 3.2 y = ¢, t € R, so folgt

r=2-—1

und damit ist die Lésungsmenge eine Gerade

S B I Y R B
AR I

Beispiel 3.6 Beispiel 3.3 fiihrt auf das Schema

‘ T Yy z b

[1]]1 1 1] 1

2]|4 4 3| 5

3]|2 2 3|-1

Typ IV und Typ Il Umformungen iiberfiihren das LGS in die Form

‘ T Yy z ‘ b

[1]l1 1 1] 1

[2]-4-[1]=[4]|0 0 —1] 1
[3]-2-[1]=[5]|0 0 1]-3



7. Februar 2007 33

und
‘x zZ Yy b
[1][1 1 1] 1
(4]0 -1 0] 1
[5]+[4]=[6]|0 0 0|-2

Aus der letzten Zeile ergibt sich der Widerspurch
0z+0y+0z=-2.

Es existiert daher keine Losung des LGS.

3.4 Gestaffelte Form eines LGS

Wie in den Beispielen zuvor gesehen, lasst sich die Lésung eines LGS einfach bestimmen,
indem man es durch elementare Umformungen in gestaffelte Form iiberfiihrt:

B Gy Fy ccc Fp Fra1 ccc Fm| b
L] * %
0 k * *
0 0 e
Do * * * | ok
° * * | %
0 0 0 0 0 | x
0 0 0 0 0| x
Dabei sind
- Z1,...,T, eine Umordnung der x4, ..., x,, die durch Spaltenvertauschungen entsteht,

- alle mit e markierten Eintrage von Null verschieden,

- alle mit * oder x markierten Eintrége beliebig.

Losbarkeitsentscheidung
Das LGS besitzt

e keine Losung, wenn nur ein einziger der mit x markierten Eintrdge nicht Null ist.

e L3sungen, wenn alle mit x markierten Eintrdge Null sind (oder tiberhaupt keine Null-
zeilen existieren). In diesem Falle kann die Losungsmenge wie folgt beschrieben werden:

Die Werte fiir Z,,1, ..., %, konnen beliebig vorgegeben werden,
i'1"—|-1:t1:---ajn:tn—ra tla---atn—TER-
Danach kdnnen die restlichen Werte von Z,,Z,_1, ..., % durch Auflésen des LGS von

unten nach oben bestimmt werden.



7. Februar 2007 34

3.5 Der Gaullsche-Algorithmus

Der GauBsche-Algorithmus (oder auch GauRsches Eliminationsverfahren) ist ein Algorithmus
zur Transformation eines LGS in gestaffelte Form mit Hilfe von Elementarumformungen:

1. Schritt: Bestimme ein Element a;; # 0 und tberfiihre es durch Zeilenvertauschung
und Spaltenvertauschung an die erste Position der ersten Zeile.

2. Schritt: Eliminiere in der ersten Spalte die Eintrage ayy, asy, . .., a1 durch Sub-

traktion des %—fachen der 1. Zeile von der i-ten Zeile:

[i] «[i]- == [1]

a1
Nach Abschluss des 2. Schrittes hat das Schema zum LGS die Form
T T i, | b
° *
0 *
0 *x --- % |x*

Damit haben die erste Zeile und die erste Spalte die gewiinschte Form. Sie werden im
weiteren Verlauf des Algorithmus nicht mehr verdndert. Nun wendet man das Verfahren auf
das Teilschema S’ an, das man aus dem urspriinglichen Schema durch Streichen der ersten
Gleichung und der ersten Spalte erhilt, und setzt die Umformungen solange fort, bis die
gestaffelte Form erreicht ist.

Beispiel 3.7 Fiir einen reellen Parameter o € R sei das folgende LGS gegeben:

T1 my w3 4| b
1] 1 2 2 —-1]-1
0 0 1 0| 5
-2 -2 -3 0| 3
2 4 4 =2
Elimination der Variablen z; in |2 —|4] ergibt
Ty T2 Ty T4 5
1] 1 2 2 -1 -1
0 0 1 0 5
0 2 1 =2 1
6]l 0 0 0 0|2+«
Vertauschung der Zeilen |2 | und |5 | ergibt
Ty T2 Tz T4 5
1] 1 2 2 -1 -1
0 2 1 =2 1
00 1 0 5
6] 0 0 0 0|2+«

Damit ist die gestaffelte Form erreicht und man hat zwei Félle zu unterscheiden:
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1. Fall a # —2: dann gibt es keine Lésung.
2. Fall o« = —2: dann gibt es einen Lésungsraum mit einem freien Parameter
Ty = tl y tl € R
und Auflésen von unten nach oben ergibt die Losung
—2

)
0

8
Il

-1
1
+ 1t y t1ER.
0
1

3.6 Homogene LGS

Ein LGS A% = b heilt homogen, wenn der Zielvektor b der Nullvektor ist, andernfalls heiRt
das LGS inhomogen.

Homogener Fall A7 =(

- 0 ist stets eine Losung, denn A0=0
- die Losungsmenge ist ein linearer Teilraum. Er wird als Kern von A bezeichnet:
kern A := {Z: AT = 0}.

Beweis: 7, i € kern A, a, 5 € R impliziert

und damit aZ + Y € kern A.

Die Dimension dimkern A des Kerns von A ist an der zugehdrigen gestaffelten Form ab-
zulesen. Im homogenen Fall sind alle mit x gekennzeichneten Eintrdge Null und damit die
Werte fiir

fE'r—I—la s 7*%71,
frei wahlbar. Man erhilt eine Lésungsmenge mit n — r freien Parametern, also ist
dimkern A =n—r.
Da auBlerdem rang A = r folgt die Dimensionsformel

dimkern A +rang A =n.

Die Dimension des Kerns und der Rang der Matrix ergeben also zusammen die Spaltenzahl
der Matrix.
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Beispiel 3.8 Im Falle des Beispiels 3.7 erhilt man fiir das homogene LGS AZ = 0 die
gestaffelte Form

Ty X2 I3 1'45
1] 1 2 2 —1]0
5] 0 2 1 —2]0.
2]l 0 0 1 0|0
6]l 0 0 0 o0]0

Es ist also 7 = 3 und damit
rang A =3 und dimkernA =1.

Der Kern von A ist gegeben durch

kern A =<t , t1 €R

_ o = =

3.7 Inhomogene LGS

Es sei

e 7, Losung des LGS AZ = b

e i), € kern A eine Losung des zugehdrigen homogenen Systems A7 = 0
dann ist ¥ = ¥, + 7}, ebenfalls Lésung des LGS AZ = b, denn

AT = A(Z, + @) = Aa‘i; +A:E:h =5.
=b =0

Umgekehrt: Sind 7 und #, Lésungen von AZ = b, dann ist &, = # — &, € kern A, denn
A@—2,) = AT — Az, =b—b=0.
Man kann somit jede Lésung des LGS A7 = b in der Form
=123+ Ty, ITp€kernA

darstellen.

Mit anderen Worten: Die allgemeine Ldsung eines inhomogenen Systems erhilt man als
Summe einer speziellen Losung dieses Systems und der allgemeinen Losung des zugehdri-
gen homogenen Systems. Dieser grundlegende Sachverhalt wird als Superpositionsprinzip
bezeichnet.
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Beispiel 3.9 Im Falle des Beispiels 3.7 |6st der Vektor

-5

I

s )

—2

das inhomogene LGS

1 2 2 -1 -1
0o 0 1 o|. | 5
2 2 -3 0|"T| 3
2 4 4 =2 -2

Zusammen mit dem in Beispiel 3.8 bestimmten Kern von A erhilt man gemall dem Super-
positionsprinzip die Lésungsmenge des LGS

-5 —
—4

3
-2

+ 11 , t1€R.

8y
I
—_— O = =

Im Beispiel 3.7 hatten wir andererseits fiir die Lésungsmenge die Darstellung
Y
9 1

I = 5 + 1 0 ,t1€R
0

1
erhalten. Die hierdurch beschriebene Menge ist aber dieselbe, wie man durch Ersetzen von
t; durch ¢; — 2 sofort einsieht.

3.8 Determinanten

Im Falle eines quadratischen LGS A = b kann man sehr einfach die eindeutige Losbarkeit
entscheiden. Dies geschieht mit Hilfe der Determinante der Koeffizientenmatrix A, die wie
folgt definiert ist:

e Ist A =ay;] eine 1 x 1-Matrix, so ist

det A = aiq -

e Ist A eine n X n-Matrix, so ist

det A= "(=1)"Ya;; det A;j. (Entwicklung nach der i-ten Zeile )
=1

Hierbei ist 7 ein beliebiger Zeilenindex und A;; diejenige (n—1) x (n—1)-Streichmatrix,
die man aus A durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte erhilt.
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Die Definition der Determinante det A einer n x n-Matrix A (und damit auch ihre Berech-
nung) wird also mit Hilfe der Zeilenentwicklung auf die Definition der Determinanten von
(n—1) x (n— 1)-Matrizen zuriickgefiihrt. Durch wiederholte Anwendung der Zeilenentwick-
lung fiihrt man die Definition schlieRlich zuriick auf die Definition von Determinanten von
1 x 1-Matrizen.

Das Vorzeichen (—1)**7 in der Entwicklungsformel folgt einem Schachbrettmuster

[+ -+ — 4
+ -+ -+

Alternativ kann man die Determinante auch nach der j-ten Spalte entwickeln:
n
det A = Z(—l)H—JCLZ’j det A,LJ
i=1

Hierbei ist j ein beliebiger Spaltenindex.

Spezialfille
on=>2
det [ Zi ZZ ] = Q11 - G2 — Q21 ~ Q12
(= “Hauptdiagonale” - “Nebendiagonale”)
en=23

a11 Qa2 Gi13
det o1 Q92 Q93
a31 azz2 Gs3

= (11022033 + Q12023031 + (13021032
—a31022013 — A32023011 — 133021012

= “Hauptdiagonalen” - “Nebendiagonalen”
g g
(Regel von Sarrus)

Beispiele

1 3
det[4 5] =1-5-4-3=5-12=-T7.

det =1-1-14+2-3-3+4-2-1-3-1-4-1-3-1—-1-2-2

W DN =
— =N
— D W

=1+184+8-12-3—-4=8.
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Entwicklung nach der 4. Zeile liefert in folgendem Beispiel

det =(=D*""-3-det | 2 1 0 [+ (=1)*"2-2-det| 3 1 0
010 3 1 0 3 003
3200

— _3.842-6=-24+12=—12.

Ist A eine obere Dreiecksmatrix, d.h.

o -
0 929 *
A= 0 0
0 0 0 apn |
oder untere Dreiecksmatrix, d.h.
[ a1 0 0 0 T
* 929 0 0
A= * ,
SO
| ox % X Gy |
so gilt
det A=aq -ag - ... a,, = Produkt der Diagonalelemente.

Eine effiziente Methode zur praktischen Berechnung der Determinante liefert der GauRk-
sche Algorithmus:

Eliminiere mit Hilfe der Elementarumformung IV alle bis auf ein Element der 1. Spalte.
Hierbei dndert sich det A nicht! Entwickle danach det A nach der 1. Spalte: Hierbei hat
man dann nur noch eine einzige Determinante einer (n — 1) x (n — 1)-Matrix zu berechnen,
USW.

Sollten alle Elemente der 1. Spalte von A gleich 0 sein, so ist det A = 0.
Rechenregeln Es seien A und B zwei n x n-Matrizen. Dann gilt:

1) det(AMA) = \"-det A, A e R
Beachte hierbei den Exponenten von !

2) (Determinantenmultiplikationssatz) det(AB) = det A - det B

3) (Determinante der Transponierten) det(A”) = det A
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wobei AT die Transponierte von A bezeichnet, d.h.

11 Q21 - Qg
a1z Q22 -+ QAp2
T
A" = _
Q1p G2n " Opp

Die Zeilen von A werden also zu den Spalten von AT, die Spalten von A zu den Zeilen
von AT,

Der Zusammenhang zwischen quadratischen LGS und Determinanten ist in folgendem Satz
enthalten:
Satz: Ein quadratisches LGS AZ = b ist genau dann eindeutig |6sbar, wenn det A # 0.

Weiter gilt
det A# 0 dimkern A =0 < rangA=n.

Zusatz: Ist det A = 0 so kann es keine oder unendlich viele Lésungen geben.

3.9 Matrix-Gleichungssysteme

Ein LGS der Form
AX =B

heift Matrix-Gleichungssystem. Dabei sind A eine m x n-Matrix, B eine m x k-Matrix
und gesucht ist eine n x k-Matrix X in den Unbekannten z;;. Das zugehdrige Schema ist
von der Form

| 7 - T by - by
a1 Q2 ... Qipn b11 c. blk
m1 Qm2 ... Qmn bml P bmlc

Durch Elementarumformungen wird dieses Schema wieder in gestaffelte Form iiberfiihrt und
durch Auflésen von unten nach oben fiir jeden Spaltenvektor b.; geldst.

Die Kriterien fiir die Losbarkeit sind analog zu den Losbarkeitskriterien von LGS (siehe Ab-
schnitt 3.4). Insbesondere ist ein Matrix-Gleichungssystem mit quadratischer Koeffizienten-
matrix A genau dann eindeutig |Gsbar, wenn det A # 0.

Beispiel 3.10 Gegeben sei das Matrix-Gleichungssystem AX = B mit

10 1 1 5
A=|310]|, B=|1 3
2 0 4 2 12

Die Losung X ist also eine 3 x 2-Matrix. Das zugehdrige Schema hat die Form

|77 & 2T b, b,
ijl1 o 1|11 5
2] 3 1 o1 3
3] 2 0 4| 2 12
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Der GauB-Algorithmus liefert die gestaffelte Form

EAE AT
[1] 1 0 1 15
0 1 —3|-2 —12
0 0 2 0 2

Damit ergibt sich
p 27 =100, -2] = 5 =10,1]
: fT £C3 - [ 2 _12] = ‘,Eg = [07 3] + [_2: _12] = [_Qa _9]
i =1[1,5]—[0,1] =11, 4]

und schlieBlich die Lésung

1 4
X=1-2 -9
0 1

Inverse Matrix

Eine besondere Rolle spielt das Matrix-Gleichungssystem

AX =F
wobei A eine n x n-Matrix ist und
1 0 - 0
01 ---
E:ERI: . . i . :[51,52,...,€n].
00 -+ 1

E,, heilt Einheitsmatrix und man priift leicht nach, dass fiir jede n x n-Matrix B gilt
E,-B=B=B-F,.

Im Falle det A # 0 ist die Lésung X des Matrix-Gleichungssystems AX = F eindeutig
bestimmt. Die eindeutig bestimmte Lésung X wird auch mit A=! bezeichnet und heilt
Inverse von A. Ist det A =0, so besitzt A keine Inverse.

Eigenschaften der inversen Matrix A~!

1) AA 1= E=A"4

2) (A H)1t=4

3) (AB)~ LA~! (Reihenfolge kehrt sich um!)

4) (A=A

5) det A™' = -, denn 1 =det E = det(AA ') = det A - det(A ).
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Ist AX = B ein beliebiges Gleichungssystem mit det A # 0, so folgt durch Multiplikation
des LGS von links mit A~}
X=A"B.

Mit anderen Worten: Kenntnis der Inversen A~ liefert durch Multiplikation mit B die Lésung
des Matrix-Gleichungssystems AX = B.

Die Berechnung der Inversen lohnt sich immer dann, wenn wiederholt Gleichungssysteme mit
derselben Matrix A und verschiedenen rechten Seiten gelGst werden miissen.

Beispiel
Fir n = 2 gilt

A= [Z fl} , detA=ad—bc.

1 d —b
-1 _
A _detA[—c a]'

FijrA:[i ;}ergibtsichetwaAlzl[ 2 _1}

Ist det A # 0, so folgt

3 -1 2

Beispiel 3.11 Im Falle des Beispiels 3.10 ist det A = 2, also A invertierbar. Der Gaul-
Algorithmus liefert

T Ty T3] & & &
; 1 0 1 1 0 O
i 3 1 0 0 1 0
3] 2 0 4] 0 0 1
4] 0 1 -3[-3 1 0
5] 0 0 2/-2 0 1
und damit
4 0 -1
_1 1
A _X:5 —-12 2 3
-2 0 1
1 5
Hiermit kann man dann auch die Losung AX = [ 1 3 | aus Beispiel 3.10 direkt berech-
2 12
nen:
1 5 1 4 0 -1 1 5 1 4
X:A*113:§ -12 2 3 1 3| =|-2 -9
2 12 -2 0 1 2 12 0 1

Orthogonale Matrizen

Eine n x n-Matrix A heillt orthogonal, wenn
ATA=E.

Fiir orthogonale Matrizen A gilt:



7. Februar 2007 43

1
2) AAT =

4

) A
)

3) AT ist orthogonal.
) Ist B orthogonal, so ist auch AB orthogonal.
)

5) det A= +1, denn 1 = det E = det(ATA) = det(A”) - det A = (det A)2.

Eine Matrix ist genau dann orthogonal, wenn ihre Spaltenvektoren ein Orthonormalsystem
bilden, d.h., wenn die Spaltenvektoren Linge 1 haben und paarweise orthogonal sind, d.h.

(G3) 1 firi=j
Q.,0.5) = . .
’ 0 fiuri#j.

Beispiel
Fiir beliebige Winkel ¢ ist die Matrix

| cosp —singp
D(g) = [ sinp  cosy ]

orthogonal.
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4 Lineare Abbildungen

4.1 Allgemeines

Definition Eine Abbildung f : R* — R™ heilt linear, falls gilt
1) f(Z+7) = f(&) + () fiir allle 7, i € R?,
2) f(AZ) = Af(Z) fur allle 7 € R*, A € R.

Im Falle f : R* — R™ nennen wir f auch eine lineare Abbildung in R™.

Eine lineare Abbildung ist also vertraglich mit Vektoraddition und Skalarmultiplikation.

Beachte: Ist W C R" ein linearer Teilraum, so ist auch das Bild f(W) C R™ wieder ein
linearer Teilraum, d.h. eine lineare Abbildung iiberfiihrt Geraden in Geraden (mdglicherweise
entartet), Ebenen in Ebenen (bzw. in Geraden), usw.

Es sei A eine m x n-Matrix. Dann ist die Abbildung

n
1 Zj:l 15T
Ty : R* > R™ 7= : — AT = :
n
Tn > =1 OmjT;
offensichtlich linear.
Insbesondere gilt
a1
TA(ez’) = Aez = = a4
Qi

Mit anderen Worten: In den Spalten der Matrix A stehen die Bilder der Basisvektoren
€1,...,€y unter der Abbildung T'4.

Beispiel 4.1 (n =m = 2)

| cosp —singp
D)= | m? THE ], peband

Ty beschreibt dann eine Drehung des R* um den Winkel ¢.

Umgekehrt gilt: Ist f linear und
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aufgrund der Linearitat

1@ = (Zx) =Y (@) = Az.

In diesem Sinne ist f die zur Matrix A gehdrende lineare Abbildung T'4. A heillt Abbil-
dungsmatrix von f.
Verkettung
Sind f: R* = R und g : R — R™ linear, so ist auch die verkettete Abbildung
gof :R* - R™
T g(f(Z))
linear.

Ist A Abbildungsmatrix von f, B Abbildungsmatrix von g, so folgt
BA ist die Abbildungsmatrix von go f

Die Matrizenmultiplikation der Abbildungsmatrizen entspricht somit der Verkettung der zu-
gehorigen linearen Abbildungen, denn

9o f(7) = g(f(¥)) = B(A7) = (BA) 7.

Insbesondere gilt: Die lineare Abbildung f : R* — R" ist genau dann bijektiv (also um-
kehrbar), wenn die zugehdrige Abbildungsmatrix A invertierbar ist. Die inverse Matrix
A~1 ist gerade die Abbildungsmatrix der Umkehrabbildung f~1.

Beispiel 4.2 Drehungen f : R?2 — R? um den Winkel ¢ sind umkehrbar. Die Umkehrabbil-
dung f~1! ist eine Drehung um den Winkel —¢.

Die Abbildungsmatrix der Umkehrabbildung ist also

| cos(=p) —sin(—p)
D(=¢) = sin(—p)  cos(—¢)
In der Tat gilt
D(p)D(-p)=E  also  D(-¢)=D(p)"".

Determinante und lineare Abbildungen
Ist f:R" — R" linear und A die zugehdrige Abbildungsmatrix, so ist

| det A| = Volumen des von f(€é), ..., f(€,) aufgespannten Parallelepipeds

| det A| beschreibt also die Volumendnderung des Einheitswiirfels unter der zugehdrigen
linearen Abbildung f.
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4.2 Spezielle lineare Abbildungen in R"

Drehungen im R”

Lineare Abbildungen f(Z) = AZ im R" heien Drehungen, falls A orthogonal und det A =
1.

Drehungen sind normerhaltend, d.h. ||AZ|| = ||Z||, denn
|AZ|]? = (AZ)" - Az = 3" (ATA) 7 =" B =3" -7 = ||7|*.

e Im R? sind alle Drehungen von der Form f(Z) = D(p)Z (siehe Beispiele 4.1 und 4.2)

e Im R ist
0 cosep —singp 0
A= D(g) 0| =] sing cosp 0
0 01 0 0 1

eine Drehung um die z-Achse um den Winkel ¢. Fiir allgemeine Drehmatrizen A ist
die Drehachse durch die Fixpunktgerade

{# : AZ =17}
gegeben. Der Drehwinkel ¢ bestimmt sich gemaR der Formel
2cosp+ 1 =spurA,

wobei spur A := a1 + a9 + asz die Spur von A bezeichnet.

Beispiel Die Matrix

1 2 2 -1
A= 3 -1 2 2
2 -1 2

ist orthogonal und det A = 1. Also ist A eine Drehung. Die Drehgerade bestimmt sich als
Lésungsmenge des LGS
Ai=7 <& (A-E)¥=0,

also durch den Kern der Matrix A — E:

1 2 2 -1 1 00 1 —1 2 -1
A—E:§ —1 2 21 —=101 0 :§ -1 -1 2
2 -1 2 0 0 1 2 -1 -1
und man erkennt sofort
1
kern(A—E)=<t | 1| : teR
1

Fiir den Drehwinkel ¢ folgt

1 . 7
2cosp+1=2, also cosp = 3 damlt(p=:|:§.
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Das Vorzeichen des Drehwinkels hdngt davon ab, aus welcher Richtung man auf die Dreh-
achse schaut.

Projektionen im R”
Eine lineare Abbildung f(Z) = AZ im R" heiRt Projektion, falls A? = A ist.
Jeder Bildpunkt ¢ = AZ von f ist zugleich ein Fixpunkt, denn

AV = A(AT) = A’ = AT = 1.

Jeder Punkt & wird durch einmalige Anwendung der Abbildung f auf die Fixpunktmenge
abgebildet und bleibt bei weiterer Anwendung der Abbildung dann unveréndert.

Die Projektion heift orthogonal, falls

(AZ — #, AZ) =0 fur alle 7 € R" .

Beispiel 4.3 Die Matrix A = % [ i 1 } beschreibt eine orthogonale Projektion auf die
1

Gerade ¢ : t[l }

Die Matrix A = 1 8 ] beschreibt eine Projektion auf dieselbe Gerade, sie ist aber nicht

orthogonal, denn z.B.
o o 1 1 0
sa-a=[1]-[o]-[7]
AlSO <A€1 - 51, A51> =1 35 0.

Projektionen auf Geraden

Ist g : tv eine Gerade im R™ so beschreibt

’ v vivy ... U1,

-7 1 [ ! -| 1 VoU1 VS ... Uglp
Ay = = o : -[U1 vn}: — ) )
o | . 1l : :

" Upl1  UpUs v2

die orthogonale Projektion auf g.

Insbesondere ist ||A,& — Z|| = d(Z, g) der Abstand von Z zur Geraden g.

Projektionen auf implizit definierte Mengen

Ist M : (Z,7) = 0 eine implizit definierte Menge im R", so ist

die orthogonale Projektion auf M.

Insbesondere ist ||AyZ — Z|| = d(Z, M) der Abstand von & zu M (vgl. Kapitel 2 fir den
Fall implizit definierter Geraden und Ebenen).
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Beispiel 4.4
3] 19
T4 9795 12 16
beschreibt die orthogonale Projektion auf die Gerade ¢ : ¢ [ i }

. - —4 . AT
Ein Normalenvektor zu g ist 77 = [ } also g : (Z,7) = 0 die implizite Darstellung. In

3
der Tat ist auch

p_ A _[10]_ 17 16 —12]_ 17 9 12
72 ~ [0 1] 25| —-12 9| 25|12 16"

Spiegelungen im R”
Eine lineare Abbildung f(Z) = BZ im R" heiRt Spiegelung, falls B> = E ist. Zweimaliges
Spiegeln fiihrt also auf den Ausgangspunkt zuriick.

Ist A eine Projektion, so ist B := 2A — E eine Spiegelung (an der Fixpunktmenge von A),
denn
B*=(2A—E)-(2A— FE)=4A*> -2AF —2EA+ E*=F.

Umgekehrt: Ist B eine Spiegelung, so ist A = 1(B+ E) eine Projektion (auf die Fixpunkt-
menge von B), denn

1 1 1
A*=(B+E) (B+E)=(B*+BE+EB+E")=1(2B+2E) = A

Beispiel 4.5 Die Spiegelung an der Geraden g : t¥/ ist gegeben durch

—i. —II'
B,:=24,~E=2"—" —F.
1]
Im Beispiel 4.4 ist die Spiegelung an der Geraden g : ¢ | | gegebendurch B, = L | ~¢ 22
m Beispiel 4.4 ist die Spiegelung an der Geraden g : ¢ 4 | gegebendurch 5, = o5 | 7 |
Die Spiegelung an der implizit definierten Menge M : (Z, i) = 0 ist gegeben durch
— ) =d
Byi=24y—E=E—-2__"_
7]
Diese Abbildung wird auch Householder-Transformation genannt.
Basiswechsel
x1
Die Komponenten zi,...,z, des Vektors ¥ = : € R" heifen auch kartesische
In

Koordinaten von Z. Sie beschreiben die Koordinaten des Vektors Z beziiglich der Einheits-

vektoren €7, ..., ¢&,, denn
n
i=1
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Mitunter kann es nitzlich sein, eine andere Basis

des R" zu betrachten.

Zur Umrechnung der kartesichen Koordinaten von 7 in die Koordinaten beziiglich der neuen
Basis, bilden wir die Matrix V' = [¢/},...,,]. V ist invertierbar, denn rang V' = n, und die
Komponenten 7; des Vektors i = V1% beschreiben die Koordinaten von 7 beziiglich der
Basisvektoren v, . .., ,.

(Beweis: Y1 y;t; = Vy=V (V&) =2.)

Die Matrix V! beschreibt also den Basiswechsel von der Standardbasis &, ...,¢€, zu
i1, ..., U, und die Matrix V' entsprechend den umgekehrten Basiswechsel.

Ist f(Z) = AZ eine lineare Abbildung in R, so gilt im neuen Koordinatensystem
(i) = Ay mit A=V 1AV.

Die Matrizen A und A heiRen dhnlich (bzw. Zquivalent), da sie dieselbe lineare Abbildung
(allerdings beziiglich verschiedener Koordinatensysteme) beschreiben.

Beispiele 4.6 Es sei ¥} = [ Z ] und 75 = [ _g } Basis des R2. Dann ist
po[3 4] pa_ 1] 34
14 3| 925 | =4 3|

Die Projektion A, und die Spiegelung B, fiir die Gerade g : tv} haben beziiglich der V-
Koordinaten die Abbildungsmatrix

- [tro] ~ 1 o0
veloo) m=[o 4]

Beispiel 4.7 Die Abbildung

[1]_[@—553]_[ 0 1 —11-
J

f@=¥x |1 =j23—2 =7 -1 0 1
L1 Le-w] [0

ist linear. Fiir die Basis

ist die Matrix V' = [0, ¥y, 73] orthogonal, d.h. V=1 = V7.
Die Abbildungsmatrix A = V1AV = VT AV beziiglich der neuen Basis ist gegeben durch
V3 =3 0 0 1 -1 . V3 1 V2

1 1 —2|-|-1 0 1|-—|—=/3 1 V2
V2 V2 V2 1 -1 o V6 0 -2 V2

|
|

A=

Sl
oo™

I
1
I
O&O
o O O
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Diese Matrix lisst sich in das Produkt A = A; - A, - A, zerlegen, wobei

1 00
A= 0 1 0| = Projektion auf die (U1, Ua) — Ebene,
00 0
) [ 01 0 -
Ay:=| =1 0 0 | = Drehung der (v, 7,) — Ebene um den Winkel — 3
0 00

As :=+/3E = Streckung um den Faktor v/3.

4.3 Eigenwerte und -vektoren

Definition Es sei A eine n x n-Matrix. Ein Vektor 7 € R*, 7@ # 0, heift Eigenvektor von
A zum Eigenwert )\ € R, wenn
AT = M0,

Ist A Eigenwert von A, so ist also das homogene LGS
(A-—XE)Z=0
nicht eindeutig 16sbar, also det(A — AF) = 0. Ist umgekehrt det(A — AE) =0, so ist
dimkern(A — AFE) > 0.

Also enthilt kern(A — AE) einen Vektor Z # 0. Fiir 7 gilt A7 = A%, ¥ ist also Eigenvektor
von A zum Eigenwert \.

Die Funktion
p(A) :=det(A — \E), AeR

definiert ein Polynom vom Grad n in der Variablen \. p heilt charakteristisches Polynom
von A.

Beispiel 4.8 Es sei

1 2 1—A 2
A=[2 1} also A—)\E:[ 9 1_)\]

und
pA)=det(A—AE)=(1-)2)?—-4=X 2 -21-3=(A=3)(\+1).

A besitzt also die Eigenwerte 3 und —1. Zugehdrige Eigenvektoren sind

61:[1] und ?72:[_1]

Normiert man die Eigenvektoren noch zu 1, also

A RICIREE
U1 = —= = —
NG VS
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so erhdlt man ein Orthonormalsystem. Beziiglich dieser Basis hat die durch A beschriebene

lineare Abbildung die Abbildungsmatrix [ g _(1) } d.h. esist

a0 S

Einschub: Fundamentalsatz der Algebra

Die quadratische Gleichung
2+ pr+qg=0

besitzt die beiden Ldsungen

2
p

Ty =—7 =% k.
——

—=:A=Diskriminante

\)

und es gilt:

1. Fall: A > 0 = x4 reelle Lésungen

2. Fall: A <0 = z4 = —% £49v/—A zwei zueinander konjugiert komplexe Lésungen

Die komplex Konjugierte Z einer komplexen Zahl z = a + ib ist dabei gegeben durch
Z:=a—1b
Man erhilt Z aus z durch Spiegelung an der reellen Achse.

Im Unterschied zu R sind in C auch Gleichungen héheren Grades stets |6sbar. Dazu betrach-
ten wir die Gleichung
a2 4 F+az+ay=0 (4.1)

mit einem Polynom p n-ten Grades mit Koeffizienten ay, ..., a,_; € C. Die Nullstellen des
Polynoms p sind dann gerade die Losungen der Gleichung (4.1). Dann gilt der

Fundamentalsatz der Algebra

Jedes Polynom n-ten Grades lasst sich als Produkt von n Linearfaktoren schreiben:
a2tz ag=(2—b)(z—by) ... (2 —b,).

Die komplexen Zahlen by, ..., b, sind die Nullstellen des Polynoms.

Fallen mehrere Nullstellen zusammen, so spricht man von Nullstellen héherer Vielfachheit.

Jedes Polynom vom Grad n besitzt also genau n komplexe Nullstellen, wenn man jede
Nullstelle samt ihrer Vielfachheit zahlt.

Fiir Polynome mit reellen Koeffizienten ay, . . ., a,_1 gilt zusatzlich:
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Die nicht reellen Nullstellen treten als Paare zueinander konjugiert komplexer Nullstellen
gleicher Vielfachheit auf.

Beispiel

2 +52+z+5=0
Rate Nullstelle: b, =4
P +5°+i+5=——5+i+5=0.
Dann ist auch b; = —i eine Nullstelle. Polynomdivision durch (z —i)(z + 1) = 2% + 1 ergibt
(2 +5224+2+5):(2*+1)=2+5.
Also folgt
B 4524+2+5=(2—1)(z+1i)(z2+5).

Zuriick zu Eigenwerten und Eigenvektoren.

Es sei A wieder eine n x n-Matrix, p sein charakteristisches Polynom. Der Fundamentalsatz
der Algebra liefert die Darstellung

p(A) =det(A—AE) = (=1)"(A = A1) ... (A= \).-
Hierbei sind Ay, ..., A, die (komplexen) Nullstellen von p. Insbesondere folgt:

1) Es gibt hochstens n verschiedene Eigenwerte zur Matrix A.

2) det A = A1 -...- A, wobei )\; die (komplexen) Nullstellen des charakteristischen
Polynoms sind.

3) A ist also insbesondere genau dann invertierbar, wenn alle Nullstellen A;,..., A, von
0 verschieden sind.

4) Eigenwerte von A und AT (aber im allgemeinen nicht die Eigenvektoren!) stimmen
iiberein.

Weiter gilt
5) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhangig.

6) Die Spur von A ist gleich der Summe der Nullstellen von p

spurA=ay1+ ...+ app =M1+ ...+ A,

Ist A k-fache reelle Nullstelle von p, also A insbesondere Eigenwert von A, so ist die Dimension

des zugehorigen Eigenraumes
{Z : AZ = )\T}

mindestens 1 und hochstens k.



7. Februar 2007 53

Beispiel 4.9 Gegeben sie die n x n-Matrix

2 1 0 ...0
. .
A= : 0| = pA)=02=-XN)"
: S
0 ... ... 0 2]

Also ist 2 n-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms, aber
dim{¥ : A7 =27} =1.
Ein zugehoriger Eigenvektor ist €.

Wichtiger Spezialfall

Ist A symmetrisch, d.h. AT = A, so sind alle Eigenwerte des zugehdrigen charakteristischen
Polynoms reell. Weiterhin stimmen Dimension des zugehdrigen Eigenraums und Vielfachheit
des Eigenwertes iiberein. Weiterhin kdnnen Eigenvektoren so gewahlt werden, dass sie eine
Basis aus orthogonalen Einheitsvektoren bilden (siehe Beispiel 4.8).

Diagonalisierung

Ist A eine n x n-Matrix A mit genau n linear unabhingigen Eigenvektoren ¥y, ..., 7, zu den
Eigenwerten A1, ..., \,, so folgt mit dem Basiswechsel
= (¥, ..., Uy
A 0 - 0
A=vav=| ° © 6 —: diag(My .-, An).
0 . 0 A

A ist also dhnlich zu einer Diagonalmatrix, bei der auf der Diagonalen die Eigenwerte der
Matrix A stehen. Man sagt dann, dass A diagonalisierbar ist.

Beispiel 4.10 Die Matrix

2 1 4
A=101 2
0 0 4
besitzt das charakteristische Polynom p(\) = (2—)\)(1 ). Zugehorige Eigenvektoren
sind
1 7
_’1 - 0 , ?7 2
0 3
Die Matrix
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ist invertierbar mit

|

—

|
OO =

|
O =
Wl—wWIN QO

und man priift leicht nach, dass

VAV =

S O N
o = O

54

o
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5 Komplexe Zahlen
In Kapitel 1 hatten wir bereits die Menge der komplexen Zahlen kennengelernt:
C={z=a+1ib:abeR}

Komplexe Zahlen lassen sich als Punkte der GauBschen Zahlenebene veranschaulichen (siehe
Kapitel 1). Der Betrag |z| der komplexen Zahl z = a + ib ist definiert durch

|z| = Va?+b2.

Indem wir 2 = a + 7b mit dem Ortsvektor [ Z

A=[13 ]

d.h. die euklidische Norm des zugehdrigen Ortsvektors.

} im R? identifizieren, ist also

Polardarstellung komplexer Zahlen

Komplexe Zahlen z = a + ib sind durch ihren Betrag |z| und ihren Winkel ¢ mit der reellen
Achse eindeutig bestimmt. ¢ heift Argument von z (Schreibweise arg(z)).

)

< \ p=argz

2]

Re z

N

Beispiele arg(i) = 7,arg(—i) = 57

arg(z) ist nur bis auf Vielfaches von 27 eindeutig bestimmt und fiir z = 0 undefiniert.
Es gilt:

Re(z) = |z| cos(arg(z))
Im(2) = |z| sin(arg(z))
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|2 sin(arg(z))

ars

I I Re z
2| cos(arg(2))

Damit erhalt man die Polardarstellung komplexer Zahlen

z = |z| (cos(arg(z)) + isin(arg(z)))

Geometrische Deutung der Multiplikation

Es seien

z1 =ri(cospy +isingy), 11 = |z, ¢ =arg(z)
29 =7T9(COS g +isiny), 19 =|223], (o = arg(zs)

komplexe Zahlen in Polardarstellung.
Dann folgt aus den Additionstheoremen fiir Winkelfunktionen

2120 =11 - T2 ((cos(ipr) - cos(p) — sin(ipy) - sin(a)) + i (cos(ipy) - sin(gs) + sin(ipr) - cos(1)))
=177y (cos(gol + g02) +1 Sin(ﬁﬂl + 902))

Es gilt also
|21+ 20| = |21] - | 22

arg(zy - z9) = arg(z;) + arg(z2)
Mit anderen Worten: Komplexe Zahlen werden multipliziert, indem man ihre
e Betrige multipliziert

e Argumente addiert.
Geometrisch entspricht dies einer Drehstreckung.

Beispiel

z1 =1, also |z1| = 1,arg(z1) = §
2z = —2i, also |z] = 2,arg(z1) = 3n
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3
57?22% (

>
e
~—

— ‘21-22‘ =2 Und a‘rg(zl'ZQ) — g+
AlSO g||t 21 29 = 2 (COS(27T) + ZS]H(QTI')) — 2

Geometrische Deutung der Division

Ist 25 # 0, so gilt
21 1
— = zl « —
E%) E%)

Fiir den Reziprokwert i gilt die Formel
1 Zo

z9 - ‘22|2

wobei z, die konjugierte komplexe Zahl von z, ist. Die Polardarstellung des Reziprokwertes
ist

1 1 ..
— = —(cos(—a) + isin(—2))
29 T2
und damit
z r o
heg— —1(cos(g01 — @9) + isin(p1 — p2))
z2 T

Zwei komplexe Zahlen werden also dividiert, indem man ihre
e Betrdge dividiert

e Argumente subtrahiert.

Komplexe Exponentialfunktion

Fir o € R definiert man

e’ 1= cos(y) + isin(¢p) (Eulersche Formel)
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Damit gilt insbesondere arg(e®?) = ¢, also ldsst sich jede komplexe Zahl in der Form
2 = |z|e!¥8() = ret r = 2], ¢ = arg(2)
schreiben. Es gilt insbesondere
eiP1 . giP2 — oilp11p2)
und damit hat die komplexe Multiplikation die besonders einfache Gestalt

Z1 2 = (Tlei‘pl) . (TQei‘p?) = 1yt (P1e2)

Fiir beliebige komplexe Zahlen z = a + ib definiert man schlieBlich
e” = e - e = e*(cos(b) + isin(b))

Dann gilt insbesondere:

e?l . g?2 = pF1ta2 € — pR1—22
7 622
. - ; y T . ; _T . N
Beispiele e = e?™ =1, €2 =i, €7 =-1, e 2 =—q,e*" = _¢?

Komplexer Logarithmus
Die Umkehrfunktion der e-Funktion heit natiirlicher Logarithmus (Bezeichnung: In).

Es gilt

In(z) = In(j2]) + i arg ()
wobei In(z) den natiirlichen Logarithmus der reellen Zahl |z| meint (siehe Kapitel 7).
(Begriindung: el(Z)+iare(z) — ||giars(2) = )

Der (komplexe) Logarithmus ist fiir 0 nicht definiert und die Mehrdeutigkeit des Arguments
ibertragt sich auf den Logarithmus. Eindeutigkeit erhalt man durch die Forderung arg(z) €
0, 27].

BeispieleIn(—1) = iw, In(—e) = 1+ir, In(i) =i%, In(3+4i) =In(5)+iarctan (3)

Komplexe Potenzfunktion

Fir z # 0,y € C definiert man

¥ = e¥1n@ (5.1)
Die komplexe Wurzelfunktion ist gegeben durch
Vzi=an=en™® peN
Beispiele
3= eiln(i) — 67%

N/ =1 = e%ln(_l) = ei% =1
V=16 =116 = 4
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6 Folgen und Reihen
6.1 Folgen
Eine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung

N—-R

n—a,

Schreibweisen: (a,,)nen oder auch aq, as, as, . ... Das Element a,, heilt n-tes Folgenglied,
n der zugehdrige Index.

Allgemeiner kann man auch Folgen
(an)nZno oder Qngs Ong+1; Ang+25 - - -

fir beliebiges ny € Z betrachten.

Folgen (an)n>1 kdnnen explizit oder rekursiv definiert sein:

e explizite Definition

a, =¢, c€R, also ¢,c,... (konstante Folge)
_ 1 111
ap = ) also 1,5,5,1,...
-1)" 11 1
an=%, alSO _1’+§’_§’+Z""

a, = n?, also 1,4,9,16,25,...
a, = (—1)", also —1,41,—-1,+1,...
e rekursive Definition
a1 =1, ap1=(n+1a, firn>1, also 1,2,6,24,...
alzx/i,aml:%(an—kﬁ) firn > 1, also v2,v2,...
ag =1,a1 = 1,ap49 = ayy1 + a, flirn >0, also 1,1,2,3,5,8,...

(Fibonacci Folge)

Eine Folge (ay)n>1 heifit

e positiv / negativ, falls alle Folgenglieder a,, positiv/negativ sind

e alternierend, falls aufeinanderfolgende Folgenglieder verschiedene Vorzeichen haben
(also gilt, dass a,41 - a, < 0)

e monoton wachsend/fallend, falls a,, 1 > a, bzw. a,1 < a, fiir alle n
e streng monoton wachsend/fallend, falls a,, 1 > a, bzw. a,,1 < a, fiir alle n

e beschrinkt, falls eine Zahl M € R existiert mit |a,| < M fiir alle n
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Definition Es sei (a,)n>n, €ine Folge reeller Zahlen. Die Folge heilt konvergent gegen
a € R, falls gilt: Fiir alle £ > 0 existiert ein N, € N mit

la, —a| <e firalle n > N,
a heilt Grenzwert der Folge (@, )n>n, und wir schreiben
lim a, = a
n—oo

Nicht konvergente Folgen heilen divergent.

Die Folge (@n)n>n, konvergiert also genau dann gegen a, falls fiir alle ¢ > 0 alle, bis auf
endlich viele, Folgenglieder im Intervall Ja — €, a + ¢[ liegen.

Beispiele

(i) Die Folge a, = L konvergiert gegen 0, denn fiir alle & > 0 gibt es ein N, € N mit

1 1
N, >- & > —
*T ¢ c N,
und fiir n > N, folgt
1 0 1 < 1 <
- e - £
n n -~ N,

Folgen (an)n>n, mit lim,,_,o a, = 0 heilen auch Nullfolgen.

(ii) Die konstante Folge ¢, ¢, ... konvergiert offensichtlich gegen c.

Der Grenzwert a einer konvergenten Folge (an)n>n, ist eindeutig bestimmt, denn ist
a' # a, so folgt fiir e = £ | &’ —a | (> 0) dass nur endlich viele Folgenglieder auRerhalb von
la — €, a+ €[ liegen, also nur endlich viele Folgenglieder innerhalb o' — ¢,a’ + ¢]

j«5)

a'-e a’ a'+e a-¢ ate

endlich viele alle bis auf
endlich viele

Konvergente Folgen (a,),>n, sind beschrdnkt, denn:
Gilt lim,, 00 an, = a, so gibteszue = 1 ein N € N mit |a, —a| < 1fiirn > N. Insbesondere

|an| < lan —a| +]a] <1+|a| firn>N

Also gilt
|an‘ < max{ |ano|’ |ano+1|’ Tt |aN—1|’ 1+ |CL| } =M

fur alle n. max{...} bezeichnet hierbei das Maximum der in der Menge {...} enthaltenen
Zahlen.
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Beispiele

e Die Folgen a, = n,(—1)"n,n? sind divergent, da unbeschrankt.

e Die Folge a, = (—1)" ist divergent, denn fiir jedes a € R gilt entweder

N | —

oder |agny1 —al >

N | —

|agn — al >

Rechenregeln fiir Grenzwerte
Es seien (a,) und (b,) zwei konvergente Folgen mit Grenzwerten a und b. Dann gilt
(1) lim, se0(@y + by) = limy, o0 Gy + limy, 400 by =a+ b
(i) limy, seo(an - by) = limy, 00 @y - limy, oo by, = a - b
)
)

(iii) lim, yooC* ap = c-lim, y0a, = c-afiralle c € R

(iv) Ist b # 0, so gibt es ein ng € N mit b, # 0 fiir n > ny und dann

3
5

S

1

8

o
SRS

Wichtige Grenzwerte

Jm E—
gn' +qan'— +---+qo

pknk+pk_1nk*1+...+p0: 0 fir k<1
B fir k=1

mit k£,0 > 0 und py, q; # 0.

Fiir k£ > [ ist die Folge divergent.

° limn_)oolg—"zo fir o >0

(e}

(e}

o lim, 00 % =limy0on®e P =0 fir aeR 5 >0
e lim, ,,n%" =0 firaeR|g <1

o lim, ., ¥/n=1

o lim, (14 %) =¢* firallez e R
lim,, o % =e
Konvergenzkriterien

e Monotoniekriterium Jede monoton wachsende/fallende beschrinkte Zahlenfolge ist
konvergent.
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e Cauchy-Kriterium Eine Folge (a,) ist konvergent, genau dann wenn fiir alle ¢ > 0
ein N, € N existiert mit

la, — am| < € fir alle m,n > N,

(Beachte: Mithilfe des Cauchy-Kriteriums kann mann eine Folge auf Konvergenz testen,
ohne den Grenzwert a kennen zu miissen.)

e Intervallschachtelung Es seien (a,) monoton wachsend, (b,) monoton fallend und
(b, — a,,) eine Nullfolge. Dann konvergieren (a,), (b,) gegen denselben Grenzwert und
es gilt

lim a, = lim b, € [ay, by| fur allek
n—oo n—oo

Bestimmte Divergenz

Eine Folge (ay)n>n, heift bestimmt divergent gegen +oo (bzw. —oo) falls zu jedem
M € R ein N € N existiert mit

an > M ( bzw. a, < M) fir alle n > N

Wir schreiben

lim a, = +00 ( bzw. lim a, = —o0)
n—o0 n—o0

Beispiele
(i) a, = n,n% n3, usw. sind bestimmt divergent gegen +o0
(i) Die Folge ¢", n € Nist

— konvergent gegen 0 fiir [¢| < 1

— konstant 1 firg=1

— bestimmt divergent gegen +oo fiir ¢ > 1
— divergent fiir ¢ < —1

Y

-1 1

- 7 - 7 - v

Divergenz Konvergenz / bestimmte Divergenz
gegen 0 Konvergenz  gegen 400
gegen 1
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Vektorfolgen

Eine Folge von Vektoren (dy),>n, ist eine Abbildung n +— @,, die jeder Zahl n einen
Vektor @, € R? zuordnet. Die Vektorfolge heilt konvergent mit Grenzwert @, falls die Kom-
ponentenfolgen (a;,)n>n, von @ gegen die Komponenten a; von @ konvergieren.

a1n a

Wir schreiben dann lim,,_, ., @,, = @.

Funktionenfolgen

Es sei I C R ein Intervall. Eine Funktionenfolge (f,,)n>n, ist eine Abbildung n — f,, die
jeder Zahl n eine Funktion f,, : I — R zuordnet. Die Funktionenfolge (f,,)n>n, heit punkt-
weise konvergent mit Grenzfunktion f, wenn fiir alle z € I die Folge der Funktionswerte

(fn(2))n>n, gegen f(z) konvergiert.
Wir schreiben dann

lim f, =f oder lim f,(z)=f(z),z€l

Beispiele
(i) fa(z) = (14 Z)™ ist punktweise konvergent auf R mit Grenzfunktion e”
(i) fo(z) =2™ ist

— punktweise konvergent auf | — 1, 1] gegen 0
— nicht konvergent auf [—1,+1], da (f,(—1))n>1 divergent.

6.2 Reihen

Es sei (an)n>n, €ine Folge reeller Zahlen. Die Folge

n
sn::E ar, "N >Ny

k=ngo
der Partialsummen heift (unendliche) Reihe und wird mit ) .°  a; bezeichnet.
Definition Die Reihe Y 7°  a; heift konvergent (bzw. divergent oder bestimmt diver-

gent), falls die Folge der Partialsummen (s,,)5>n, konvergiert (bzw. divergiert oder bestimmt
divergiert).

Im Falle lim,,_, o s, = lim,, oo ZZ:no ar = s mit s € RU{—o00, 00} nennt man s den Wert
oder die Summe der unendlichen Reihe und man schreibt

o
E Qp = S

k=no
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Beispiele

(i) geometrische Reihe: Y77 ¢* fir ¢ € R
Fiir die Partialsummen gilt (siehe Kapitel 1):

1_qn+1 .
P = fir g #1
n+1 firg=1

Folglich
0 l%q fur |g| <1
qu =< 00 firg>1
k=0

divergent fir ¢ < —1

(ii) harmonische Reihe: Y"77, & ist bestimmt divergent gegen +o0, denn fiir die Partial-

summen gilt die Abschatzung:

In(1+n) <s,<1l+In(n) firn>1
———

—00

Konvergenzkriterien

e Cauchy-Konvergenzkriterium Die Reihe ZZ’;”O ay, ist genau dann konvergent, wenn
es zu jedem £ > 0 ein N, € N gibt mit

n
|Sn — Sm| = E ap < e firallem,n> N,
k=m+1

Bemerkung Insbesondere gilt

o0
Z ar, konvergent = (Gn)n>n, ist eine Nullfolge

k=ng

Umgekehrt ist die Bedingung, dass (a,)n>n, €ine Nullfolge ist, jedoch nicht hinrei-
chend fiir die Konvergenz der Reihe Z/C:O:no ay, wie man am Beispiel der harmonischen
Reihe sieht. Jedoch gilt das

o Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen Ist (a,),>n, €ine monoton fallende
Nullfolge, dann ist die alternierende Reihe

konvergent.
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Fiir Reihen mit nichtnegativen Reihengliedern ist Konvergenz einfacher zu untersuchen:

Definition Die Reihe > " a; heift absolut konvergent, falls die Reihe > 7°  |a,| der
Absolutbetridge der Reihenglieder konvergiert.

Bemerkung

(i) Dop,, ak absolut konvergent = > ay konvergentund [ Y22 ap < D700 fay]

(i) D pep, ax absolut konvergent < Folge der Partialsummen s, = |any| + [ang 1] +- -+
|a,| ist beschrankt (Anwendung des Monotoniekriteriums auf die Folge der Partial-
summen s,!)

Beispiel Die Reihe »".° T k+1) ist absolut konvergent, denn

n

- 1 1 1 1
n = 7 =1-
° Zk(k+1) kz:;<k k+1) n+1

T —_——

1

1
B k+1

Es ist lim,,_,, s, = 1, also hat die Reihe den Wert 1.
Kriterien fiir absolute Konvergenz

Vergleichskriterien

Gilt fiir die Reihenglieder der Reihen 37,2 aj und 37,2 by ab einem Index n; die
Ungleichung
|an| < by

dann gilt

(i) Majorantenkriterium }_° b konvergent == } ° a; absolut konvergent
(i) Minorantenkriterium ) °  |a| = 400 = > ;2 b, = +o0

Beispiele
(i) Die Reihe > 7% | 25 ist (absolut) konvergent, denn

1 1
—<2—— firallek>1
72 S 25D ur alle & >

und die Reihe % | 2- e
Damit sind dann auch di

1 X1 2k% + 4
ZE,ZE,.. und Zk?’—i-l Zk“”—i—l’”'

k=1 k=1

1+ =230 K k+1) ist (absolut) konvergent.
ie Reihen

absolut konvergent.
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(ii) Die Reihe Y 77, ﬁ ist divergent, denn

1
>
i 2

und die harmonische Reihe Y 7°

firalle k > 1

=

| 7 ist divergent.

Durch Vergleich mit der geometrischen Reihe erhilt man aus den Vergleichskri-
terien zwei wichtige Spezialfalle:

a) Quotientenkriterium Es gebe ein n; mit a, # 0 fir n > n;. Dann gilt

an+1
an,

(i) lim,_00 <1l = ZZ‘LM ay absolut konvergent

an+1
an,

(i) lim, >1 = Y7, a divergent

Den angesprochenen Vergleich mit der geometrischen Reihe erhilt man wie folgt:

Im Falle von (i) gibt es ein ¢ < 1 und ein N € N mit

Gnt1 < gq firalle n> N.
Qnp
Daher gilt
‘an‘ _ an an,I . a/N+1 "G,N‘ S qn_N . ‘G,N‘
n—1 Qp—2 an
S—— Y~ Y=
<q <q <q
und damit
o) N-1 00
D lal <> lakl + ) ¢V HJay| < o0
k=no k=ng k=N
—

Im Falle von (ii) gibt es ein ¢ > 1 und ein N € N mit

Gnt1
Qnp

> g firalle n> N.

Daher gilt |a,,| > ¢"~"|ay| und damit ist (a,) keine Nullfolge, also die Reihe > ~7°  a
divergent.

Beispiele Folgende Reihen konvergieren fiir alle z € R absolut:

Op41
ag

= 2L < 1 fir k > |z

k 2 3
(1) oG =14+z+%+ % +..., denn = o7

00 $2k+1 I3 1‘5
(2) Zk:O(_l)k(Qk—H)! =T -5t~
oo 52k z? zt
(3) Zk:o(_l)k(%)! =l-5+%-
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b) Wurzelkriterium

(i) limp oo {/]an| <1 = Y277 ay absolut konvergent
(i) lim, o0 §/lan| > 1 = D707, ay divergent

Beispiele
Y ey k5 ist absolut konvergent, denn

R e S |
Jim {/non = lim n- lim {/o0 =3
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7 Abbildungen und Funktionen

Grundlegendes

Definition Es seien D,Y zwei nichtleere Mengen. Eine Vorschrift f, die jedem z € D
genau ein Element f(z) € Y zuordnet, heift Abbildung (oder Funktion) von D nach Y.

Schreibweise:
f:D—=>Y

z— f(z)
Dabei ist
D = Definitionsbereich (von f)

Y = Wertebereich (von f)

x = unabhangige Variable (Argument)

f(z) = abhidngige Variable (Funktionswert)

x — f(x) heift Abbildungsvorschrift
f(D):={f(z) : x € D} CY heit Bild von f

Ist f(x) =y, so heift = Urbild von y.
Ist D,Y C R (bzw. D,Y C C), so spricht man von reellen (bzw. komplexen) Funktionen.

Beispiele
(i) D,Y =R, z — 2% also f(z) = 22, Bild = [0, o0
(i) D,V = 0,00, > V7

(iii) Die Abbildung
D—-Y, zm(zarg(z))
mit D =C\{0},Y =]0,00[x[0,27[:= { (r,) | r €]0,00][,¢ € [0,2n[} ordnet
der komplexen Zahl z # 0 ihre Polarkoordinaten zu.

Verkettung von Abbildungen
Definition Fiir Abbildungen f: D —Y,g:Y — X heifit die Abbildung

gof:D—=X, zg(f(z))
die Verkettung von ¢ und f.
Beispiel D,Y, X =R, f(z) =sinz, g(z) = 2?
— (90 (@) = 9(/(2)) = glsinz) = (sinz)?,dh.
gof:R =Rz (sinz)?
Aber: fog(z) = f(g(z)) = f(z?) = sin(z?), d.h. im Allgemeinen also go f # fog.
Umkehrabbildungen
Definition Es sei f: D — Y eine Abbildung. f heift



7. Februar 2007 69

e injektiv, falls f(z1) # f(x2) fir alle 21,29 € D, 21 # x9
e surjektiv, wenn f(D) =Y, also wenn jedes y € Y mindestens ein Urbild besitzt

e bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Beispiele f : R — R, x +— 22, ist weder injektiv noch surjektiv. Durch Einschrinkung auf
das Bild [0, oo[ wird
f:R—=10,00[,z+ x> surjektiv.

[ ist nach wie vor nicht injektiv, denn f(,/y) = f(—+/y) = y. Jedes y > 0 besitzt also zwei
Urbilder. Durch Einschrankung des Definitionsbereiches auf [0, oo[ wird

f:]0,00[— [0, 00[, x > 22
bijektiv mit Umkehrabbildung

ft:[0,00[— [0,00[,y — /Y.

Aber auch f :] — 00,0] — [0, 00[,  — 2 bijektiv mit Umkehrabbildung f~'(y) = —/y.

Ist f bijektiv, so gibt es zu jedem y € Y genau ein Urbild (Schreibweise: f~!(y)). Die
Zuordnung

y— [ (y)

definiert eine Abbildung
'Yy =D

f~! heilt Umkehrabbildung von f.

Es gilt:
f(f_l(?/)):y furalle y € f(D)=Y
fYf(x)) == firalle z €D

Man erhilt f!(y) durch Auflésen der Gleichung
y=f(z)
nach z.

Beispiel Fiir o > 0 ist f(z) = e=*%, [0, 00[—]0, 1] bijektiv. Die Gleichung

—05.782

y=e
besitzt die positive Lésung = = y/—<Iny, denn:
—az? 2 2 1
y=e & hy=-—-azr® & z°=-——Iny
«

Beachte Ist f : D — Y injektiv, so ist f : D — f(D) bijektiv und damit umkehrbar. In
diesem Sinne ist jede injektive Abbildung umkehrbar und wir werden den Begriff Umkehrbar
in diesem erweiterten Sinne ebenfalls verwenden.



7. Februar 2007 70

7.1 Reelle Funktionen einer Variablen

In diesem Abschnitt gilt stets DY C R. f : D — Y ist also eine reelle Funktion einer
Variablen.

Typischerweise D = R oder D Intervall der Form

[a, b] Ja, b] Ja, 0], [a, b
%,—/ A/_/ . ~ J
abgeschlossen offen halbhoffen
oder
[a,00[:={z €R : a <z}, | —o0,a] i ={zeR: z<a}

Graphische Darstellung
Der Funktionsgraph von f ist die Menge

{(z,f(z)) :z€eD}CDxY (CR?)

P = (o, f(x0))

To Xz

Nullstellen

o € D mit f(zo) = 0 heit Nullstelle der Funktion f. (x¢, f(x¢)) ist in diesem Falle
Schnittpunkt des Funktionsgraphen mit der z-Achse.

Symmetrie

f heiBt gerade, wenn ihr Funktionsgraph spiegelsymmetrisch zur y-Achse ist:

Beispiel f(z) = z", n gerade; f(z) = cosx

f heiBt ungerade, wenn ihr Funktionsgraph punktsymmetrisch zum Nullpunkt ist:

Beispiel f(z) = z", n ungerade; f(z) =sinzx
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Monotonie

f heiBt monoton wachsend (bzw. monoton fallend), falls

f(z1) < f(zq) (bzw. f(x1) > f(z)) fir alle z1, 29 € D, 21 < x9

f heiBt streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend), falls

flz1) < flz2) ( bzw. f(z1) > f(z2)) fir alle z1,29 € D, 21 < x4

Regeln

e streng monotone Funktionen sind injektiv, also umkehrbar
Beispiel f(x) = 2™ auf [0, oo[ mit Umkehrfunktion f~'(y) = ¢/y

Verkettungen monoton wachsender Funktionen sind wieder monoton wachsend

Verkettungen monoton fallender Funktionen sind wieder monoton fallend

Verkettungen gerader Funktionen sind wieder gerade

Verkettungen ungerader Funktionen sind wieder ungerade

Funktionsgraph der Umkehrfunktion

Den Funktionsgraph der Umkehrfunktion f~! erhilt man durch Spiegelung des Funktions-
graphen von f an der Winkelhalbierenden

y A f
1y = x Winkelhalbierende
P = (z, f(z)
~ 1

P'=(f(z),z) = (y, f'(y)) firy = f(2)

Y
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7.2 Elementare Funktionen

A) Polynome

Eine Funktion
f(@) = ana” + an_12" ' -+ a1z + ag

mit a,, # 0 heilt Polynom n-ten Grades. Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt, dass
sich f schreiben l3sst als Produkt von

e Linearfaktoren (z — x;) (wobei z; die reellen Nullstellen)

e quadratischen Faktoren (z® + p;z + ¢;), wobei die Nullstellen von z? + p;z + ¢; ein
konjugiert komplexes Nullstellenpaar von f sind.

f(@) = aa™ + an_12" 7+ + a1z + ag
=ap(z—21) ... (=) (P P+ q) e (2% + piz + @)

mitk+2l=n,21,...,2, €ER, p1,q1,--.,0, ¢ €ER

B) Potenz- und Wurzelfunktionen

f(z) =2 fir o € R mit D(f) =]0, 00|
Fiir ganzzahlige Exponenten o kann man den Definitionsbereich erweitern:
e fiir « € NU {0} kdnnen wir D(f) = R wahlen,
e fiir « € —N kénnen wir D(f) =R\ {0} wahlen.

Potenzgesetze Fiir z,y > 0,a, 5 € R gilt:
(@) =0y (5) ==

Y y v e

roth = g2 . 2P 7P =

2 = @) = (&)

C) Exponentialfunktion und Logarithmus

Halt man in der Potenzfunktion a® die Basis a konstant, so erhilt man eine Funktion vom

Exponenten x:
flx)=a", z€R,a>0

f heift Exponentialfunktion zur Basis a.

Spezialfall Natiirliche Basis e = limy,_,oo (1 4+ =)™ & 2, 71828 (Eulersche Zahl)

f(z) = €® =exp(x) e-Funktion
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Rechenregeln fiir Exponentialfunktionen
a®tV =a" - a¥
a® - b* = (ab)®
(@) = o
Fira > 0, a # 1, ist a® injektiv, also umkehrbar mit Umkehrfunktion

log, :]0,00[— R, z +— log,(x)

Logarithmusfunktion zur Basis a

Insbesondere gilt also
y = log,(x) & a’ =x

Im Spezialfall @ = e spricht man von der natiirlichen Logarithmusfunktion und schreibt In z:

Inz :=log,(x)
Rechenregeln fiir Logarithmusfunktionen
log,(z - y) = log,(z) + log,(y)

log, (z") = blog, (x)

also )
log, (—):—mga(az) und  log, (g):logm)—loga(y)
T
Umrechnung
Inz
z _ Slnax 1 —
a e og,(x) na

D) Trigonometrische Funktionen

Im Einheitskreis

1 tanzx
sin
X
1
—_———

COS T
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sin ist injektiv auf [—7, 7], da streng monoton wachsend. Die Umkehrfunktion
arcsin : [—1,1] — [—E, E]
272

heillt Arcussinus.

cos ist injektiv auf [0, 7], da streng monoton fallend. Die Umkehrfunktion
arccos : [—1,1] — [0, 7]

heit Arcuscosinus.

tan ist injektiv auf ] — 7, 7[, da streng monoton wachsend. Die Umkehrfunktion

arctan : R — ] — g,g[

heillt Arcustangens.

7.3 Grenzwerte von Funktionen

Definition Die Funktion f sei in einer Umgebung von z, definiert. Gibt es dann ein ¢ €
R U { 00 } mit folgender Eigenschaft: fiir jede Folge (z,),>1 mit z, € D,n > 1, und
lim,, o T, = ¢ gilt

lim f(z,) =c.

n—oo

Dann sagen wir f besitzt den Grenzwert ¢ an der Stelle xy und wir schreiben in diesem
Falle
lim f(z) =c.

T—>T0
Beispiele
e lim, ,yxsin (%) =0

Denn fiir jede Folge (z,)n>1 mit lim,_,o 2, = 0 gilt

(z,)
Tpsin | —
xn

e Heaviside-Funktion: H : R —+ R

0 firz<0
H =
(x) {1 furz >0

< lim |z,| =0

T n—o

lim
n—o0

H besitzt an der Stelle 0 keinen Grenzwert, denn

lim H (—l) =0 aber Ilim H (l> =1

n—00 n n—00 n
Im Sinne folgender Definition besitzt H an der Stelle 0 den linksseitigen Grenzwert 0
und den rechtsseitigen Grenzwert +1.
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Definition f besitzt in 2o den linksseitigen (bzw. rechtsseitigen) Grenzwert ¢, falls

lim f(z,) =c

n—oo

fir jede Folge (zn)p>1 mit 2, € D,n > 1,lim,_,o 2, = 2o und z, < z¢ (bzw. z,, > o)
fiir alle n. In diesem Falle schreiben wir

lim f(z)=¢, (bzw. lim f(z)=c)

T—To— T—To+

Grenzwerte fiir z — +00

Wir schreiben lim,_,, f(z) = ¢ (bzw. lim,_, o f(z) = ¢) falls

Al f o) =c
fiir jede Folge (z,,)p>1 mitz,, € D,n > 1, und lim,,_, o, 2, = +00 (bzw. lim,,_,o, , = —00).

Beispiel Fiir a > 0 gilt lim,_, w% = 0, denn fiir jede Folge (x,,),>1 mit lim,,_, 2, = +00
gilt
1
lim z; = 0o, also lim — =0
n—00 n—00 x%

Rechenregeln fiir Grenzwerte
Es gelten dieselben Rechenregeln wie fiir Grenzwerte von Folgen:
(i) limg_yqo f(2) + () = limg_5, f(2) + limg—sq, 9(2)
(il) limga, f(7) - 9(7) = limgoya f () - limga, 9()
(il iy szy 0+ (@) = € limyy ()
) f(z)

- . limg 2, f 3
(iv) limy g0 iy = W, falls lim, ., g(z) # 0

42342210 __

Beispiel lim,_, o 222210 = 1 denn

4$3+2$—10_4+l—m

z2 z3
3 1
und 2 10 2 10
1m 1 = " 1 = — = —
T—00 -3 limg ;008 — 5 8 2

Stetigkeit von Funktionen

Definition Die Funktion f : D — R heifit stetig im Punkt z, € D, falls

lim f(z) = f(zo)

T—>T0

f heiBt stetig auf D, falls f stetig in jedem Punkt aus D.
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Beispiele
e stetig sind ¢, z, 22, ..., allgemein 2% und Polynome,
sinz, cosz, tanz, ..., exp(z), a® und deren Umkehrfunktionen jeweils auf ihrem
Definitionsbereich

e Die Heaviside Funktion ist nicht stetig in z = 0.

Aus den Grenzwertsdtzen fiir Funktionen folgt:

Sind f,g: D — R stetig, so sind auch die folgenden Funktionen stetig:

(i) f+g

(i) f

(iii) ¢ f furallec e R
(iv) £ auf Dy :={z : g(z) # 0}
(v)

Ist h: £ — R stetig und f(D) C E, so ist auch h o f stetig

Eigenschaften stetiger Funktionen

Im Folgenden sei f : [a,b] — R stetig. Dann gilt:

(i) f ist beschrankt.
(i) Existenz des Maximums/Minimums Es existieren i, Tmas € [a, b] mit

(i) Zwischenwertsatz f nimmt alle Werte zwischen Minimum und Maximum an, d.h
zu ¢ € [f(Tmin), [ (Tmaz)] gibt es ein z. € [a, b] mit

fz,) =c.

Insbesondere

— Ist f(a)- f(b) <0, so besitzt f eine Nullstelle in [a, b].

Ist f ein Polynom ungeraden Gerades, so besitzt f mindestens eine reelle Null-
stelle.

(iv) Der Funktionsgraph einer stetigen Funktion weist keine Spriinge auf
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8 Differentialrechnung

Bekanntlich ist die Steigung einer Geraden f(z) = mx + b definiert durch

f(x2) = f(x1)  maa+b— (may +b)
To — X1 N To — T

Fiir allgemeine f definiert man die Steigung in z, als Grenzwert von Sekantensteigungen fiir
T —r Xg-

Sekante durch

(ﬂﬁo,f(ﬂﬁo)) und (x:f(m))
}f(x) — F(wo)

T — 2y

Die Steigung £2=/#0) der Sekante bezeichnet man auch als Differenzenquotient. Fiir z —

T—T0o

xo geht die Sekante in die Tangente an f im Punkt (z¢, f(zo)) tber und damit die Sekan-
tensteigung in die Steigung der Tangente an [ in x.

Definition Eine Funktion f : D — R heift differenzierbar in z, € D, falls der Grenzwert

ﬁ(ﬂﬁo) := f(z0) :== lim fz) = f(zo)

dx T—=z0 X — X

existiert. f'(zo) heilt Ableitung der Funktion f in o und f heilt differenzierbar auf D,
falls f differenzierbar in jedem Punkt xy € D ist.

Bemerkung Mit h = x — x4 erhidlt man: f ist differenzierbar in z,, genau dann wenn

lim f(zo+h) = f(x0)
h—0 h

= f'(z0)

Beispiele

(i) Lineare Funktionen: f(z) = mx +b= f'(x) =m
Denn es gilt

f’(:c)zlimf(x+h)_f(x) :limm(l"-i-h)-l—b—(maﬁ—i-b) o

h—0 h h—0 h
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(i) fz) =2 = f'(z) =

Denn es gilt

2x

= % (w2+2hw+h2—w2)

——TN—
(x + h)? — 22

f'(z) = lim

78

=lim2x +h =2z

h—0

(iii) Die Betragsfunktion f(z) = |z| ist nicht differenzierbar in z = 0, denn

f(z) = £(0) {1
x—0

damit existiert kein Grenzwert lim,_,, w

0

-1

furz >0
furz <0

, also ist [ nicht differenzierbar.

Bemerkung Ist f in z, differenzierbar, so ist f auch stetig in x(, denn

lim f(z) = lim

(f(fﬂ) — f(=@o)

>%x—%%H@@=f@®
lw—/

T—T0 T—T0 xr — {EO
~ ~~ —0
—f"(wo)
Ableitung elementarer Funktionen
f(z) f'(z)
Potenz- und " na™ 1 firn=0,1,2,...
Wurzelfunktionen z° az® ! firae Rz >0
N ﬁ fir x > 0
Exponential- e’ e* firz e R
und Logarithmusfunktion Inz 1 firz >0
Trigonometrische sin x COS T firz e R
Funktionen coST —sinzx firz e R
tanz 1+ (tanz)? firz# (k+3)m ke Z
Arkusfunktionen arcsin z 11_962 firxe]—-1,1]
arccos x — 1£x2 firze]—1,1]
arctan x —L firz € R
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f(z) f'(z)
Hyperbel- sinh cosh firz eR
funktionen cosh z sinh z firz eR

tanhz 1— (tanhz)? firz €R

Areafunktionen | arsinh x w;+1 firz e R
arcosh 1 firz > 1
Té—1
artanh z — firz e]—1,1]

Rechenregeln der Differentialrechnung

Sind f,g : D — R in 2y € D differenzierbar, so sind auch die folgenden Funktionen
differenzierbar in x:

(i) Linearitst af + Bg fiir a, f € R mit
(ouf + Bg)'(wo) = auf'(x0) + By (o)
(i) Produktregel f - g mit
(f - 9) (o) = f'(w0) - g(z0) + f(20) - ¢'(20)
(ii)) Quotientenregel Ist g(x) # 0 fiir z € D, so ist auch L differenzierbar in o mit

(g)' (25) = f'(x0)g(z0) — f(x0)g' (20)

9*(z0)

(iv) Kettenregel Ist 4 : E — R diferenzierbar und ¢g(D) C E, so ist auch f = hog:
D — R differenzierbar in 2y und es gilt

f’(»’b"o) = (ho 9)'(950) = h’(g(fﬂo)) '91(550)

duBere innere  Apleitung

fa.. df _ df  dg
Merkhl|fe. dr — @ " dz

(v) Ableitung der Umkehrfunktion Ist f : D — R streng monoton wachsend (bzw.
fallend), so ist die Umkehrfunktion f~! differenzierbar in 2y € f(D) mit

v
f'(f=H(z0))

Das ist eine Anwendung der Kettenregel, denn aus x = f(f!(z)) fir z € f(D) folgt
durch differenzieren 1 = f/(f~(z)) - (f 1) (x).

(f ) (o) =
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Beispiele
zu (i) (4lnz+2cosz) =41 — 2sinz

zu (i) (22 - e*) = 2xe® + z%e”

zu (iii
zu (iv) a) f(z) = e* = exp(ax) = h(g(z)), fir h(z) = €%, g(x) = az. Also folgt

fl(z) =K (g(z))-¢'(z) = ae™
——

—eaZ =a

inz\/ _ (sinz) -cosz—sinz-(cosz) __ (cosz)?+(sinz)? __ 2
(tan .7)) (ﬁ) == Co(scosasr)2 = == (cosx?2 =1+ (ta‘n ‘T)

)
)
i)
)

b) f(z) = 2* = exp(alnz) = h(g(z), fir h(x) = €®, g(x) = alnz. Also folgt

f'(z) =h(g(x)) ¢'(z) = al cexp(alnz) = a- lx“ =az® !
———— S~ T T
zu (v) a) (Inz) = ——~ =+

exp'(lnz) =
=exp(lnz)=z
1 1 _ 1

: 1 _ — —
b) (arcsm 33) ~ sin’(arcsinz) ~ cos(arcsinz) \/1—(sin(arcsinz))2 — Viz?

Mittelwertsatz Es sei f : D — R differenzierbar und [a,b] C D. Dann gibt es eine
Zwischenstelle = € ]a, b mit

f) = fla) _
)= _ iy
Sekantensteigun
f f(bl)) f(a) sune
Tangentensteigung f'(z)
: - -
a X b

Folgerungen aus dem Mittelwertsatz

Im Folgenden: I C R ein Intervall und f : I — R differenzierbar.
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e f'(z) >0 (f'(z) <0) auf T = f streng monoton wachsend (fallend) auf I, denn es
= f(b) > f(a)

f(b)_f(a’) :fl(x) >0

gilt
a,bel,a<b =
b—a
e f'(x) >0 (f'(x) <0) auf I = f monoton wachsend (fallend) auf I

e f'(z) =0 auf I = f konstant auf [

Regel von I'Hospital
Die Regel von I'Hospital kann dabei helfen, Grenzwerte vom Typ g (bzw. 22) zu bestim-

men. Beispiele fiir solche Grenzwerte sind etwa
. sinz .z
lim ,  lim —
z—=0 I z—o00 eT
d.h. Grenzwerte vom Typ
z—z0 ()
fir Funktionen mit
lim f(z) = lim g(z) =0 ( bzw. = +00)
T—>T0 T—>T0

Regel von I'Hospital Es sei I C R ein Intervall und z, € I oder Randpunkt von I (auch

xy = 00 oder 5 = —oo bei unbeschrankten Intervallen zugelassen) sowie
fyrg: I\ zo — R differenzierbar

Ist dann
li =l = .=+
Jim f(z) = lim g(z) =0  (bzw. = *o0)
und exisitert lim,_,,, %, so existiert auch lim,_, % und es gilt
!
L )
5 gla) ~ +ot g(2)
Beispiele
%: lim,_,¢ Si‘;’” = limg_,o 4% = cos(0) = 1
hmw—)O lf;gsz = hmw—)O 812% = hmw—)O co2sz = %
Also: eine einmalige Anwendung der Regel von I'Hospital muss nicht zum Ziel fiihren.
L0
€

0. 3 r __ 13
oo limg o 5 = limy 400
= lim —x=0
z—0

8
M| >—A|E~! |

lim, ,oxInz = lim,_,, —

<~

Inx

a\»-‘|=

1
Inz __ 1 z —
o = limgse £ =0

limy_, o0
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Hdéhere Ableitungen

Ist f: D — R differenzierbar und die Ableitung f' : D — R ebenfalls, so heilt f zweimal
differenzierbar. Wir schreiben f” der 327’; fir die zweite Ableitung von f. Entsprechend
definieren wir die hdheren Ableitungen von f. Wir schreiben f(™ oder %{; fir die n-te
Ableitung von f.

Beispiele
() fx)=22= fO(z) =22, fO =2, fM(z) =0,n >3
(i) flz)=e" = fO(x)

(iii) f(z) =sinz = fO(z) = cosz, fP(2) = —sinz = —f(z), usw.

e = f(z) = fM(z) =€ firn=1,2,3,...

Die zweite Ableitung f” bestimmt die Kriimmung des Funktionsgraphen. In Punkten mit
f" > 0 (f" < 0) ist der Funktionsgraph nach links (rechts) gekriimmt. Punkte zy mit
f"(x9) = 0 heiRen entsprechend Wendepunkte.

— >
Wendepunkte

- 7\ v - v
-~ -~ -~

fll>0 fll<0 fll>0

Anwendung: Bestimmung von Extremalstellen

Definition Es sei f : D — R eine Funktion. f hat in 2y € D ein lokales Maximum
(Minimum), falls ein € > 0 existiert mit

f(xo) = f(x)  (baw. f(zo) < f(2))

fur alle z € D mit |z — | < e.

Gilt sogar f(xzg) > f(z) (bzw. f(zo) < f(z)) fir alle x € D, so heift z, absolutes
Maximum (Minimum)

Notwendiges Kriterium Ist f : D — R differenzierbar und z lokales Extremum (=Maxi-
mum oder Minimum), so ist f'(zy) = 0.
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Umgekehrt gilt:
Satz Ist f zweimal differenzierbar und zo € D mit f'(x¢) = 0, dann gilt

f"(zo) > 0=z ist lokales Minimum

f"(zo) < 0=z ist lokales Maximum

Verschwindet auch die 2. Ableitung in zy und gibt esein n € N, n > 2 mit
& (o) =---= f(n_l)(%) =0, aber f(n)(ﬂﬁo) # 0

so folgt
f™(x9) > 0 = g ist lokales Minimum

n gerade und
& {f(”)(:co) < 0 = x ist lokales Maximum

n ungerade = x; ist kein lokales Extremum sondern Sattelpunkt (d.h. Wendepunkt mit
waagerechter Tangente).

Beispiel f(z) = 2™, n > 2, besitzt in 2y = 0 ein (lokales) Minimum fiir n gerade und einen
Sattelpunkt fiir n ungerade.



7. Februar 2007 84

9 Integralrechnung

9.1 Das bestimmte Integral

Es sei f : [a,b] — R stetig und positiv.

Wie berechnet man den Flicheninhalt I des schraffierten Bereichs?

Als Naherung fiir I wahle eine Zerlegung Z von [a,b] in n Teilintervalle:

[0, Z1], [x1, Ta], - - -, [Tn_1, Tn]
wobeia=zo <11 < - <Zp1 <TH=0>
Fiir jedes Teilintervall [z;_1, z;] sei
m; := Minimum von f auf [z;_1, ;]
M; := Maximum von f auf [z;_1, x;]

Hierzu bilden wir die Untersumme von f bzgl. Z
Sf(Z) = 2:77%(33Z — .’L‘ifl)
i=1

und die Obersumme von f bzgl. Z

Offensichtlich gilt s;(Z) < I < S;(Z). Verfeinert man Z durch weiteres Unterteilen der
Intervalle [z;_1,x;], so wichst offenbar die Untersumme und fallt die Obersumme.

Es sei
0(Z) := groBte Lange eines Teilintervalls von Z

= max {z;—x; 1 :1<i<n}
Maximum

die Feinheit der Zerlegung Z.
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Lasst man 0(Z) gegen 0 konvergieren, so konvergieren die Folgen der Untersummen und die
Folgen der Obersummen gegen den gemeinsamen Grenzwert I, d.h. es gilt

li Z)= 1 Z)=1
s, 51(2) = i 5;(Z)

Wichtig Der Grenzwert I ist unabhdngig von der Wahl der Folge der Zerlegungen Z.

Beispiel f(z) =z auf [0,1]. Zu n € N wahle Zerlegung in Teilintervalle

N T

n'n’n

[0 1]

d.h. z; = £. Da f monoton wachsend, folgt

1—1
m; = f(%‘—l) = n und  M; = f(ﬂfz) = -

Also .

n n—

1 1n—1 1
Z = s — T = — = —
Sf( ) 2 mzl (xz Ty 1) 5 ;Z 2 n n—00
=1 _i "—:l —

Dasselbe gilt fiir die Folge der Obersummen:

n
2 : 1 1n+1 1
Sf(Z) = M; (-Tz - iUi—l) =— E 7 = — oo —
=1 _ _\f_':l ns 2 2 n 2

Definition Es sei f : [a,b] — R eine beschrankte Funktion. Gilt dann

I:= i Z)= 1 z
5(é§gosf( ) J(Zggosf( )

so heilt f (Riemann-)integrierbar (auf [a,b]) und der gemeinsame Grenzwert I der
Unter- bzw. Obersummen heifit das (Riemann-) Integral von f (auf [a,b]).

Schreibweise

/abf(x)d:v =1

Bezeichnungen

f = Integrand
x = Integrationsvariable

a/b = untere/obere Integrationsgrenze
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Integrale iiber negative Funktionen sind negativ ("negativer Flacheninhalt"). Ist die Funktion
sowohl negativ als auch positiv, so ergibt die Summe der positiven und negativen Flachen-
inhalte das Integral.

Vereinbarung Vertauscht man die Integrationsgrenzen, kehrt sich das Vorzeichen des Inte-
grals um:
b a
/ fz)dz = —/ f(z)dz
a b

Satz Es sei f : [a,b] — R stiickweise stetig (d.h., es gibt eine Unterteilung a = 2o < 1 <
<o < Ty < T, = b von [a,b], so dass f auf |x;_1, z;] stetig und stetig fortsetzbar auf
[;_1,z;] fir alle 7). Dann ist f (Riemann-)integrierbar.

Rechenregeln fiir bestimmte Integrale
(i) Linearitat
b b b
/ (af(z) + Bg(x)) do = a/ f(z)dz + ﬁ/ g(r)dz fir o, €R

(i)
/abf(fv)dx:/:f(x)dx—i—/be(x)d:v fira<c<b

(iii) Monotonie
f(z) < g(x) fir alle z € [a,b] = / f(z)dz < / g(x)dx

9.2 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Die Berechnung bestimmter Integrale als Grenzwert von Untersummen bzw. Obersummen
ist dulerst mithsam. Weitaus hiufiger fiihrt man die Berechnung bestimmter Integrale mit
Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung auf die Berechnung von Stamm-
funktionen zuriick:

Definition Eine differenzierbare Funktion F' : [a,b] — R heift Stammfunktion von f,
falls F'(x) = f(x) fir alle z € [a, b].

Wichtig Eine Stammfunktion von f ist nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt, d.h.
sind F, G Stammfunktionen von f, so gibt es eine Konstante ¢ € R mit F(z) = G(x) + ¢
fur alle z € [a, b].

Beispiele
J | Stammfunktion zu f
x ”2—2 +c
COs T sinz + ¢

er et +c
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Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Es sei f : [a,b] — R stetig. Dann gilt:
(i) Ist ' Stammfunktion von f, so gilt

/f F(z) = F(b) - F(a)

(i) Umgekehrt ist F,(z) := [ f(t) dt,z € [a,b], eine Stammfunktion von f, d.h. es gilt

([ r0a) = s

Jede andere Stammfunktion von f hat die Form
F(z)=F,(z)+ ¢
fiir eine Konstante ¢ € R.

Der Hauptsatz besagt also, dass Differenzieren und Integrieren zueinander inverse Probleme
sind (daher spricht man manchmal auch vom Aufleiten statt vom Integrieren einer Funk-
tion). Der Hauptsatz reduziert die Berechnung des Integrals einer Funktion auf die
Bestimmung einer Stammfunktion.

Beispiele

1) ff:cdx =12 p=¥ _ & |nshesondere fo rdr = 1.

) f: cos z dz = sin z |?= sin b—sin a. Also etwa f§% cosz dz = sin (3)—sin (—3) = 2.

3) fabe””dac:e b=eb — ¢

Beweisskizze von Teil (ii) des Hauptsatzes Da f stetig ist, folgt

H(Fula+ 1)~ F, </ 1t dt—/f(t)dt)

_EA f(t)de {SWW@%WW) o S().

> MINe (g, x4+ h) f(t)

Berechnung von Integralen

Jede Stammfunktion F einer Funktion f : [a,b] — R heilt unbestimmtes Integral von

f. Man schreibt
- [t

Die unbestimmten Integrale der elementaren Funktionen erhdlt man also durch Umkehren
der Tabelle fiir die Ableitungen aus Kapitel 8. Insbesondere:
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f(x) [ f(z)da
«a 1 a+1
a0 € Ra#-1| 57
1 Inz
xr
ax 1 _ax
e aeRa#0 e
sinx —CcoST
COS X sinx
L arctan x
14+x2
S — arcsin x
V1—z2

Die unbestimmten Integrale weiterer elementarer Funktionen findet man in mathematischen
Formelsammlungen (Stichwort Integraltafeln). Die Berechnung unbestimmter Integrale an-

derer Funktionen fiihrt man méglichst mit Hilfe der folgenden Integrationsmethoden auf
bekannte Integrale zuriick:

(i) Partielle Integration (Produktintegration)

Sind f, g : [a, b] — R stetig differenzierbar, so folgt aus der Produktregel der Differen-
tialrechnung:

d
= (f9)(@) = f(2)g(z) + f(2)g'(2)
Daher ist fg Stammfunktion von f'g + f¢' und somit gilt

/ f'(@)g(x) dz = f(z)g(z) — / f(2)g () dz

Fiir das bestimmte Integral gilt also:

/ f(z)g(x) dz = f(z)g(z) [q —/ f(z)g (z) dz

Beispiel

b b
(cosz)? dx = sinzcosz |° — / sin z(—sin z) dx
J > -

f(z)=sinz,g9(z)=cos = < y

:f(f(sin x)? d:c:f: 1—(cos z)2 dz

also

b b

1 1 1
cosz)ldr = —sinzcosz |° += 1dr = =(sinzcosz +z) |°
a a
. 2 2 /. 2

——

=al}
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(ii) Substitution

89

Sind F und g stetig differenzierbar, so folgt aus der Kettenregel der Differentialrech-

nung
L(Fog)(w) = Fg(e) - (2)
Es folgt also mit f(z) = F'(z)

[ Ho@)g@)ds = (Fog)@) = [ £yl

Merkhilfe Mit y = g(z) ist 2 = ¢/(z) also

Fiir das bestimmte Integral gilt also die Substitutionsregel

b g(b)
/ F(9(2))d' (@) dz = F(g(b)) — Flg(a)) = / s

Die Substitutionsregel kann in zwei Richtungen angewandt werden:

A) Berechnung von fabf(g(x))g’(x) dx

a) Substitution g(x) =y und ¢'(z) dz = dy
b) Berechnung der Stammfunktion [ f(y) dy = F(y)
c) Rickwiartssubstitution y = g(z), F(y) = F(g(z)), also

| #lata))g' (@) do = F(g(t) - Flo(a)

Beispiele

1) fab sinz cos x dr = f:g(w)g’(:v) dr = fgg(gj)) ydy = 1y 190) = 1 ((sinb)? —

fur g( ) =sinz.

b b b
2) {8 s = 41 g0 de = 30 s = 34 B0 Bk -

furg( )—x + 1.

B) Berechnung von fff(x) dx

a) Substitution z = g(y) und dx = ¢'(y) dy mit einer geeigneten umkehrbaren

Funktion ¢
b) Berechnung der Stammfunktion [ f(g(y))¢'(v) dy = H(y)
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c) Auflésen von z = g(y) nach y, d.h. y = g7(z), also

b 971(b)
[ e = [ fa)d )y = B ') o (@)

a)

Beispiel Berechnung der Flache des Einheitskreises

1k

f@)=Vi—a?

-1

Die Grafik macht deutlich, dass sich der gesuchte Flicheninhalt I schreiben l3sst als

+1
I1=2 V1-—22dx
1

Substituiere x = siny, also dx = cosy dy

1
/\/1—x2dx:/\/1—(siny)%osydyz/(cosy)Qdy:—(sinycosy+y)
—_—— 2

cosy

Die Riicksubstitution y = arcsin z fiihrt auf

+1
1
V1—22dz = 3 (z cos(arcsin z) + arcsin ) |5
1

1
_ §($m + arcsinz) |1

1
= —(arcsin(1) — arcsin(—1)) = T
—— 2

™

2

ME]

Beim zweiten Gleichheitszeichen haben wir dabei verwandt, dass

cos(arcsin z) = y/1 — (sin(arcsin z))2 = V1 — 22.

Die Flache I des Einheitskreises betragt also .
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9.3 Uneigentliche Integrale

Bei der Integration kdnnen zwei Schwierigkeiten auftreten, die es erfordern, den Integrati-
onsbegriff zu erweitern:

(i) der Integrand besitzt eine Polstelle

(ii) das Integrationsintervall ist unbeschrankt
Beispiel f(z) = = auf ]0, 1]. Fiir ¢ €]0, 1] gilt

/CIde_Qf\c 9 — 2/

Also existiert lim,_,o fcl ﬁ dz = 2.

Dies motiviert:
Definition

(i) be R a <b(auch a = —x), f :]a,b] — R integrierbar auf [c,b] fur alle a < ¢ < b
f heilt uneigentlich integrierbar auf ]a, b], falls

lim f ) dzx =: / f(z)dx existiert.
c—a

Man sagt auch, dass das uneigentliche Integral konvergiert .

(ii) Analog fiir a € R, b > a (auch b = +00):

i [ @ e = [ 1)

(iii) SchlieBlich fiir a < b (auch a = —o0,b = +00): Ist
f :]a, b[ — R integrierbar auf [c, d]

fur alle a < ¢ < d < b, so heit f uneigentlich integrierbar auf ]a,b[ , falls

d b
c_)li,rél_)b/c f(z)dx zz/a f(z)dx

existiert.

Beispiele

1) Essei a € [0, 0]

—L falls & < 1 (konvergent)

l—a

/1 de {-I—oo falls @ > 1 (bestimmt divergent)
0

l.a
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denn fiir o # 1 gilt

1 .
dx 1 1 1 +oo  fira>1
— =——2"% ;= — ¢ =09 )
e T -« l—-a 11—« — fira<1
—a
und fira =1
Vdz 1
— =Inz|,=—Inc—.y0 +0
x

/°° de |15 fallsa > 1 (konvergent)
1 2® | 4oo falls @ < 1 (bestimmt divergent)

denn fiir o # 1 gilt

°dx 1 . e 1o 1 L fallsa>1
— = c—00

-
;¢ 11—« 11—« l—a oo fallsa <1

und fira=1
‘dz
— =1Inc o +0
. T

2) Fira>0ist [[°e " de =1, denn

(67

c
1 1 1 1

/ e dr =——e™ |8: ——e "+ — P00
0 o ! ! o

$2 - .
3) foo ze~ zdxr =1, denn mit y = $2—2 gilt

0
o0 1;2 o0
/ :L'e_Tdac:/ e Vdy=1.
0 0

4) feoo dz =1, denn mit y = Inz gilt

z(Inx)
*®  dx * 1
= —dy=1.
/e z(Inz)? / w2

Ist eine Stammfunktion zu f nicht bekannt, kann man die Existenz des uneigentlichen Inte-
grals manchmal auch mit folgendem Satz rechtfertigen:

Satz (Vergleichskriterium) a € R, a < b (auch b = 4+00). f und g seien integrierbar auf
la, c] fiir alle a < ¢ < b. Dann gilt:

(i) Ist |f(z)| < g(x) fir alle z € [a, b] und konvergiert fabg(x) dz, so konvergieren auch
die uneigentlichen Integrale

/abf(x)da: und /ab|f(x)\d.r.
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(i) Ist 0 < g(x) < f(x) fir alle x € [a,b] und divergiert f:g(x) dz, so divergiert auch

sinz

Beispiele floo L2 dx konvergiert, denn

sinz 1 ® 1 _
| <— und / — dz konvergiert.
x x L
floo 1f$:§$5 dx konvergiert, denn
3z 42 31 1 o 3
Tror205| Sagm T Ud S Ldr konvergiert
‘1 44225 = 244 + s /1 ot + T  konvergier

Anwendung: Integralkriterium fiir Reihen

Ist f:[1,00[— [0, 00[ monoton fallend, so haben
Zf(k) und / f(z)dz
k=1 1

dasselbe Konvergenzverhalten, d.h. beide Terme sind entweder konvergent oder bestimmt
divergent.

Beispiel Fiir o € [0, oo haben

=1 > d
Z e und / —f dasselbe Konvergenzverhalten.
1

k=1
Also gilt

i 1. <t konvergent fir a > 1
—~ k* bestimmt divergent fiir o < 1
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10 Potenzreihen und Taylorreihen

Reihen der Form

o0

Zak(x—xo)k:a0+a1(:c—a:0)+a2(:v—:v0)2+... (10.1)
k=0

mit z € R variabel und 2, a; € R konstant, heiRen Potenzreihen.
® ag, a1, ds,... heilen Koeffizienten
e 1z, heillt Entwicklungspunkt der Potenzreihe
e Der Konvergenzbereich der Potenzreihe (10.1) ist die Menge
M = {x eR: Zak(:v — )" konvergiert}
k=0

Ist M # R, so gibt es ein r > 0 mit

[e.e]
|z — o] <7 = E ar(z — x0)*  konvergiert
k=0
o
|z — zo| > 7 = E ar(z — x0)*  divergiert
k=0
| | | .
1 1 1 >
To—T To To+ T
Divergenz Konvergenz Divergenz

Fiir |z — x| = r kann die Reihe konvergieren oder divergieren. r heilt Konvergenzradius

der Potenzreihe Y77 ai(z — zo)F.

Beispiele

(i) Die geometrische Reihe Y77 ' z* hat den Konvergenzradius 7 = 1, denn fiir |z| < 1
ist die Reihe konvergent und fiir || > 1 divergent (siehe Kapitel 6).

(i) Die Reihe >~° %xk hat den Konvergenzradius 1, denn

o+

k
li k+1 9 B
kg?o Iwklk kggo 2] k+1 2]

. - - —_ k ) .
Also folgt aus dem Quotientenkriterium, dass ZZ’;I( ,i) x* fiir |z| < 1 konvergiert
und fiir |z| > 1 divergiert.
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— Fiir x = 1 konvergiert die Reihe aufgrund des Leibniz-Kriteriums fiir alternierende
Reihen.

— Fir x = —1 ist die Reihe divergent (harmonische Reihe).
(iii) Die Reihe > 77, gl”c—’: ist fiir alle z € R konvergent und damit ist 7 = co.

(iv) Die Reihe >";°  k!z* hat Konvergenzradius 0. Sie konvergiert nur fiir z = 0.

Fiir den Konvergenzradius r der Potenzreihe Y27 ax(z — o) gilt die Formel

1

r=_-—-—
limy o0 /| 0|

Beispiel >, , kz* hat Konvergenzradius +1, denn

lim W: lim k% = lim e%h‘k = =1

k—o0 k—o0 k—o0
und damit folgt
1
r=———=1

Eigenschaften von Potenzreihen

Potenzreihen konvergieren innerhalb des Konvergenzbereiches absolut und zwei Potenz-
reihen diirfen im gemeinsamen Konvergenzbereich gliedweise addiert, subtrahiert und
multipliziert werden.

Es sei > oo, ar(x — )" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius 7. Die durch

o0

fileo—r,zo+r[—= R, f(z)= Zak(x—xo)k

k=0

definierte Funktion heiRt die durch die Potenzreihe >";° ax(z — z¢)* dargestellte Funk-
tion. Umgekehrt nennt man Y72 ax(z — 0)* die Potenzreihendarstellung von f (im
Entwicklungspunkt z).

Die Funktion f ist beliebig oft differenzierbar und ihre Ableitungen erhilt man durch
gliedweises Differenzieren der Potenzreihe, also insbesondere

fi(z) = fO() = kag(z — o).

Fiir die hdheren Ableitungen gilt:
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Die Reihe >~.° | kay(z —zo)** hat denselben Konvergenzradius wie die Reihe >~ ay(z —

7o), denn

lim &/klag| = lim vk lim {/]ag| = lim &/|a .

k—o0 k—o0 k—o0 k—00

=1
Beispiel
Die durch >~.°, "’2—’: dargestellte Funktion f ist fiir alle z € R differenzierbar und es gilt
k-1 O k-1 L
! = k— g _— = —_— = .
@) kz:; k! ; (k—1)! & &l /(@)

In der Tat ist f die Exponentialfunkntion, d.h. es gilt

- " .
e’ = Z 5 fir zr € R.
k=0
Weitere wichtige Potenzreihendarstellungen

o0
—1)k 3 5
Z (=1) 22k T T

sinx=k20(2k+1)! x—i—l—a?... firzeR
cosx:i((;lgfx%:1—;—T+Z—j:|:... firz e R
k=0
1n(1+:5)=§(k_i)ka“:x—%2+%3$... fur |z| < 1
arctanngélzi)klx%“—x ;-l—%s:F... fiir 2| < 1

Analog zur Differentiation gilt, dass Potenzreihen innerhalb ihres Konvergenzbereiches glied-
weise integriert werden diirfen, d.h. fiir

f(z) = Zak(x — x)F
k=0
mit Konvergenzradius r gilt:
o ay k+1
F(x) = rT—x
0= -

ist Stammfunktion von f, sie hat denselben Konvergenzradius. Insbesondere folgt hieraus fiir
bestimmte Integrale

f(z)dz = iak /b(x — z0)fdx = i kak : (z — )"+ |

Taylorreihen

Die Potenzreihenentwicklung einer Funktion kann dulerst niitzlich sein. Daher betrachtet
man fiir beliebige Funktionen
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e Approximationen durch Polynome

e Entwicklungen in Potenzreihen

Es sei dazu f :]a, b[ — R n-mal stetig differenzierbar und zy €a, b|.

Ansatz zur Approximation

Bestimme ein Polynom
p(ﬂ?) = a9 + al(x - .7)0) + az(ib‘ - 330)2 + ...t an(:v — xo)n

mit p¥) (z4) = f®)(xo) fiir k = 0,1,...,n. Das heiRt, die ersten n Ableitungen von f und
p sollen im Punkt zy libereinstimmen. Notwendigerweise gilt dann

p(wo) = ag, also ag = f(xo)

P (z0) = ay, also a1 = f'(xo)

(2)
PP (w9) = 20z, also ay = / 2(960)
(n)
p(")(xo) =nla,, also a, = / (‘xo)
n!

Im Allgemeinen ist natiirlich f # p, aber durch die obige Approximation sollte der Fehler
(bzw. das Restglied)

Ryi1(z) = f(z) = p(2)

fir wachsendes n gegen 0 konvergieren.

Satz Es sei f :]a,b|— R (n + 1)-mal stetig differenzierbar und zy € ]a, b[. Dann gilt fiir
alle z €a, b[ die Taylorformel:

! " (n)
f(.l‘) _ f(CUO) + f (1x'0) (37 . CUO) + f gTO) (37 . 550)2 +o+ f n('xo) (:C . xo)n +Rn+1($)
mit | e
Run(a) = o [ (o= 0r s di
bzw. fiir ein £ € [zg, 7]
Ryyi(z) = _f(nﬂ)(f) oyt .
nt1(2) = 1) (x — zp) (Lagrangesche Restgliedformel).

Im Spezialfall 2y = 0 spricht man auch von der MacLaurinschen Formel.

Das Polynom f(xzq) + %(x —xo)+ ...+ %(w — x9)" heilt n-tes Taylorpolynom

von f im Entwicklungspunkt z;.

Ist £+ beschrinkt durch eine Konstante M, d.h.

D @) < M i alle 2 €]a, b
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so folgt
|f(z) —p(x)] = |Rus1(z)] < mLT _ $0|n+1

- >4

~
i.A. sehr gute Abschitzung

Beispiele

(i) f(z) = e* = f™(z) = e® insbesondere f(™(0) = ¢° = 1. Fiir den Entwicklungspunkt
2o =0 und n € N folgt
. r?  2? z"
mit R,11(z) = ef% fir ein £ € [0, z].
Folglich gilt
et | elel

nr T S mrn

Man erkennt: lim,, o |Ryy1(2)| = 0, also konvergiert die Folge der Taylorreihen fiir
alle x gegen e® und das sogar auRerordentlich schnell.

|Rpi1(z)] < "+,

|z

(ii) Fir f(x) = sinz erhidlt man

sin®(0) =0,  sin®*Y(0) = (=1)"

und damit
in® (0 in® (0
sinz = sin(0) + sml'( ):v + s1n2'( )a:2 +...
333 335 (_l)n )

= — §+5:‘:“.+m$2 +1+R2n+2($)
mit - (2n+2

| Ropio(z)| = Mﬁnﬁ w

nt (2n +2)! ~ (2n+2)!

Ist f beliebig oft differenzierbar, so kénnen wir fiir o € |a, b[ auch die unendliche Potenzreihe

% ) (2, .
Tya) = 3 T o )

bilden. T’ heilt Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt z, (und im Spezialfall zy = 0
auch MacLaurinsche Reihe von f).

Vorsicht
1) Der Konvergenzradius von T’ kann 0 sein.

2) Falls die Taylorreihe konvergiert, so konvergiert sie nicht notwendigerweise gegen f.
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3) Fir x €]a, b] konvergiert T (z) gegen f(x) genau dann wenn R, () gegen 0 konver-
giert.

Ein hinreichendes Kriterium fiir die Konvergenz der Taylorreihe Ty gegen f ist
|f™(z)] < A- B fiir alle z €]a, b]
fir Konstanten A, B unabhingig von n.

Ist der Konvergenzradius 7 von Ty > 0 und gilt Ty (z) = f(z) fir |z — 2| < r, so sagt man:
f ldsst sich um z, als Taylorreihe darstellen bzw. in eine Taylorreihe entwickeln.

Fiir Potenzreihen f(z) = Y72, ax(z — zo)* mit Konvergenzradius r > 0 gilt speziell:
Die Taylorreihe Ty von f stimmt mit f iiberein, d.h.

f(k)

F, k:0,1,2,...

Qap =



