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Mengen von Zahlen:

N={1,2,3,...}
Z=1{.,-2,-10,1,2...}
Q:{%:aEZundbeN}
R = Menge aller Dezimalbriiche
[a,b] ={r €eR:a <z <b}
la,bl={r€eR:a <z <b}
[a,b[={x € R:a <z < b}

Ja,b] ={r € R:a <z <b}
C={a+ib:a,beR}

natiirliche Zahlen

ganze Zahlen

rationale Zahlen

reelle Zahlen
abgeschlossenes Intervall
offenes Intervall
halboffenes Intervall
halboffenes Intervall

Menge der komplexen Zahlen
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5 Komplexe Zahlen
In Kapitel 1 hatten wir bereits die Menge der komplexen Zahlen kennengelernt:
C={z=a+ib: abeR}

Komplexe Zahlen lassen sich als Punkte der GauRschen Zahlenebene veranschaulichen (siehe
Kapitel 1). Der Betrag |z| der komplexen Zahl z = a + ib ist definiert durch

|z| = Va? + b2.
Indem wir z = a + ¢b mit dem Ortsvektor { Z
NIl

d.h. die euklidische Norm des zugehdrigen Ortsvektors.

} im R? identifizieren, ist also

Polardarstellung komplexer Zahlen

Komplexe Zahlen z = a + ib sind durch ihren Betrag |z| und ihren Winkel ¢ mit der reellen
Achse eindeutig bestimmt. ¢ heillt Argument von z (Schreibweise arg(z)).

< \ p=argz

Re z

Beispiele arg(i) = Z,arg(—i) = 37

arg(z) ist nur bis auf Vielfaches von 27 eindeutig bestimmt und fiir z = 0 undefiniert.
Es gilt:

Re(z) = |z| cos(arg(z))
Im(z) = |z|sin(arg(z))
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|2 sin(arg(2))

\ arg z

} { Re z
|| cos(arg(z))

Damit erhalt man die Polardarstellung komplexer Zahlen

z = |z| (cos(arg(z)) + isin(arg(z)))

Geometrische Deutung der Multiplikation

Es seien

21 =ri(cospy +isingy), 1 =|z1|, 1 =arg(z)
Zo = 7"2(005 o +isings), 1o = |2, @2 =arg(z)

komplexe Zahlen in Polardarstellung.

Dann folgt aus den Additionstheoremen fiir Winkelfunktionen

21 29 = 1112 ((cos(p1) - cos(p2) — sin(g1) - sin(pa)) + i (cos(e1) - sin(pa) + sin(p1) - cos(¢1)))
=11 - 72 (cos(p1 + p2) +isin(pr + p2))

Es gilt also
|21 - 2| = |21] - |22]

arg(z1 - z2) = arg(z1) + arg(z2)
Mit anderen Worten: Komplexe Zahlen werden multipliziert, indem man ihre
e Betrage multipliziert

e Argumente addiert.
Geometrisch entspricht dies einer Drehstreckung.

Beispiel

z1 =1, also |z1| = 1,arg(z1) = §
2o = —2i, also |z| = 2,arg(z) = 3
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3
= |z1- 20| =2 und arg(zl-22)2g+§7r:27r (£0)

Also gilt z; - zo = 2 (cos(27) + isin(27)) = 2.

Geometrische Deutung der Division

Ist 2z # 0, so gilt

<1
- — Zl —
22 22
Fiir den Reziprokwert % gilt die Formel
1 Zo
Z9 ‘22’2

wobei Z, die konjugierte komplexe Zahl von 2z, ist. Die Polardarstellung des Reziprokwertes
ist

1 1 .
— = —(cos(—2) + isin(—ps3))
zZ9 (]
und damit
z r .
=L = (cos(p1 — o) +isin(pr — pa))
zZ2 T

Zwei komplexe Zahlen werden also dividiert, indem man ihre
e Betrige dividiert

e Argumente subtrahiert.

Komplexe Exponentialfunktion

Fir o € R definiert man

e'? 1= cos(y) + isin(yp) (Eulersche Formel)
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Damit gilt insbesondere arg(e’¥) = ¢, also lasst sich jede komplexe Zahl in der Form
2= |2]ef®8E) = ret® = |2, ¢ = arg(2)
schreiben. Es gilt insbesondere
i1 L piv2 — pilprte2)
und damit hat die komplexe Multiplikation die besonders einfache Gestalt

21 29 = (11€Y) - (rpe'??) = rirgetP1He2)

Fiir beliebige komplexe Zahlen z = a + ib definiert man schlieRlich
e* = e - e = ¢(cos(b) + isin(b))

Dann gilt insbesondere:

e

el . %2 = 621+Z27 = e*17*2
e*2
. . T . . o
Beispiele ¢ = e?™ =1, ¢'2 =i, €7 = -1, e ‘2 = —i,e*"™ = —¢?

Komplexer Logarithmus
Die Umkehrfunktion der e-Funktion heit natiirlicher Logarithmus (Bezeichnung: In).

Es gilt

In(z) = In([=]) + i arg ()
wobei In(z) den natiirlichen Logarithmus der reellen Zahl |z| meint (siehe Kapitel 7).
(Begriindung: e™(zDtiara() — || eiare(z) — )

Der (komplexe) Logarithmus ist fiir 0 nicht definiert und die Mehrdeutigkeit des Arguments
ibertragt sich auf den Logarithmus. Eindeutigkeit erhalt man durch die Forderung arg(z) €
[0, 27].

Beispiele In(—1) = im, In(—e)=1+4ir, In(i)=1i%, In(3+4i)=In(5)+iarctan (3)

Komplexe Potenzfunktion

Fir x # 0,y € C definiert man
2V = eV @) (5.1)

Die komplexe Wurzelfunktion ist gegeben durch

1 1
YVzi=zn =en®) peN

Beispiele
i — eiln() — o3
\/_—1 _ eéln(—l) —ei5 =4
V=16 = iV16 = 4i
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6 Folgen und Reihen
6.1 Folgen

Eine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung

N —- R

n— a,

Schreibweisen: (a,,)nen oder auch aq, as, as, . ... Das Element a,, heillt n-tes Folgenglied,
n der zugehdrige Index.

Allgemeiner kann man auch Folgen
(an)nzno oder gy Ang+15 Ang4+25 - - -

fir beliebiges ng € Z betrachten.

Folgen (a,)n>1 konnen explizit oder rekursiv definiert sein:

e explizite Definition

a, =c¢, c€R, also ¢, c,... (konstante Folge)
1 111

a, = o) also 1’§’§’é_l""
_ (=" 1 _1 1

Up = ——, also —1,+5,—3,+7,.--

a, = n?, also 1,4,9,16,25, ...
a, = (—1)", also —1,+1,—1,+1,...

e rekursive Definition

ap=1, ap1=(Mn+1a, firn>1, also 1,2,6,24,...
a4 = V2, pp1 = %(an + %) firn > 1, also vV2,v2,...
ag=1,a1 = 1,a,42 = apy1 + a, firn >0, also 1,1,2,3,5,8,...

(Fibonacci Folge)

Eine Folge (a,,)n>1 heift

positiv / negativ, falls alle Folgenglieder a,, positiv/negativ sind

alternierend, falls aufeinanderfolgende Folgenglieder verschiedene Vorzeichen haben
(also gilt, dass a1 - a, < 0)

monoton wachsend/fallend, falls a,,,1 > a,, bzw. a,,11 < a, fir alle n

streng monoton wachsend/fallend, falls a,,.; > a, bzw. a,1 < a, fiir alle n

beschrankt, falls eine Zahl M € R existiert mit |a,,| < M fiir alle n
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Definition Es sei (ay,),>n, eine Folge reeller Zahlen. Die Folge heit konvergent gegen
a € R, falls gilt: Fiir alle ¢ > 0 existiert ein N, € N mit

la, —a| <e fiiralle n > N.
a heillt Grenzwert der Folge (a;,)n>n, und wir schreiben
lim a, = a
n—oo

Nicht konvergente Folgen heien divergent.

Die Folge (ay)n>n, konvergiert also genau dann gegen a, falls fiir alle € > 0 alle, bis auf
endlich viele, Folgenglieder im Intervall Ja — €, a + €[ liegen.

Beispiele

(i) Die Folge a,, = % konvergiert gegen 0, denn fiir alle ¢ > 0 gibt es ein N. € N mit

1 1
N.>- & > —
€ c N,
und fiir n > N, folgt
1 0 1< 1 -
—_ e N £
n n - N,

Folgen (an)n>n, Mit lim, o a, = 0 heifen auch Nullfolgen.

(ii) Die konstante Folge ¢, ¢, ... konvergiert offensichtlich gegen c.

Der Grenzwert a einer konvergenten Folge (a,),>n, ist eindeutig bestimmt, denn ist
a' # a, so folgt fiir e = 3 | @’ —a | (> 0) dass nur endlich viele Folgenglieder auBerhalb von
la —e,a + €| liegen, also nur endlich viele Folgenglieder innerhalb o’ — ¢, a’ + ¢

Y

a'-e a' a'+e a-¢ ate

o))

endlich viele alle bis auf
endlich viele

Konvergente Folgen (a;,),>n, sind beschrankt, denn:
Gilt lim,, .o a, = @, so gibteszue = 1 ein N € N mit |a, —a| < 1 fiirn > N. Insbesondere
lan| < la, —al+]a| <1+]a| firn>N
Also gilt
la,| < max{ |an,l, |angs1l,-- -, lan-1],1+|a| } = M

fir alle n. max{...} bezeichnet hierbei das Maximum der in der Menge {...} enthaltenen
Zahlen.
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Beispiele

e Die Folgen a,, = n, (—1)"n,n? sind divergent, da unbeschrinkt.

e Die Folge a, = (—1)™ ist divergent, denn fiir jedes a € R gilt entweder

N | —

oder |agpi1 —al >

N | —

|a2n - (l| 2

Rechenregeln fiir Grenzwerte
Es seien (a,) und (b,) zwei konvergente Folgen mit Grenzwerten a und b. Dann gilt
(i) lim, _oo(a, + b,) = lim,, o a, + lim, oo b, =a+b
(i) lim, oo(ay - by) = lim, o0 ay, - lim, oo b, = a-b
(iii) lim, oo Cc-ay, =c-lim, a, =c-afiralleceR
)

(iv) Ist b # 0, so gibt es ein ng € N mit b, # 0 fiir n > ny und dann

. a, lim,_..a, a
im —=———— = —
n—oo b,  lim,_,sob, b

Wichtige Grenzwerte

lim
n—oo gnt + qant~t + -+ qo

pEn® + pp_inF T 4 p _ 0 fir k<l
57’2 fir k=1

mit k,1 > 0 und py, q # 0.
Fir k > [ ist die Folge divergent.

o lim, . Br=0 fira>0

no

[e3

o limy, .o 5 = lim, .o ne =0 firaecR,3>0
e lim, ., n%"=0 firacR gl <1

o lim, . Vn=1
o lim, (1 +%)"=¢e” firallexcR

: n
° llmn*)oo W =€

Konvergenzkriterien

e Monotoniekriterium Jede monoton wachsende/fallende beschrinkte Zahlenfolge ist
konvergent.
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e Cauchy-Kriterium Eine Folge (a,) ist konvergent, genau dann wenn fiir alle ¢ > 0
ein N, € N existiert mit

la, — an| < e firalle m,n > N

(Beachte: Mithilfe des Cauchy-Kriteriums kann mann eine Folge auf Konvergenz testen,
ohne den Grenzwert a kennen zu miissen.)

e Intervallschachtelung Es seien (a,,) monoton wachsend, (b,,) monoton fallend und
(b, — ay,) eine Nullfolge. Dann konvergieren (a,,), (b,,) gegen denselben Grenzwert und
es gilt

lim a, = lim b, € [ay, by] fiir alle k

n—oo n—oo
Bestimmte Divergenz

Eine Folge (an)n>n, heilt bestimmt divergent gegen +oo (bzw. —o0) falls zu jedem
M € R ein N € N existiert mit

a, > M ( bzw. a,, < M) fiir alle n > N

Wir schreiben
lim a, = +o00 ( bzw. lim a, = —0)

n—oo n—oo

Beispiele
(i) a, = n,n? n3 usw. sind bestimmt divergent gegen +o0
(ii) Die Folge ¢", n € N ist

— konvergent gegen 0 fiir |¢| < 1

— konstant 1 fiir g =1

— bestimmt divergent gegen +oo fiir ¢ > 1
— divergent fiir ¢ < —1

Y

-1 1
Divergenz Konvergenz / bestimmte Divergenz
gegen 0 Konvergenz  gegen +o0

gegen 1
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Vektorfolgen

Eine Folge von Vektoren (a,),>n, ist eine Abbildung n — @,, die jeder Zahl n einen
Vektor @, € R? zuordnet. Die Vektorfolge heilt konvergent mit Grenzwert @, falls die Kom-
ponentenfolgen (a;,)n>n, von @ gegen die Komponenten a; von a konvergieren.

A1n (5]

S
3
Il
ST
I

Qd n Qq
Wir schreiben dann lim,, ., @,, = d.

Funktionenfolgen

Es sei I C R ein Intervall. Eine Funktionenfolge (f,)n>n, ist eine Abbildung n +— f,, die
jeder Zahl n eine Funktion f,, : I — R zuordnet. Die Funktionenfolge (f,,)n>n, heift punkt-
weise konvergent mit Grenzfunktion f, wenn fiir alle z € I die Folge der Funktionswerte

(o (2))nzna gogen f(x) konvergiert.
Wir schreiben dann

lim f, =f oder lim f,(x)=f(z),x €l

Beispiele
(i) fa(x) = (14 £)™ ist punktweise konvergent auf R mit Grenzfunktion e”

(i) fo(z)=2a™ist
— punktweise konvergent auf | — 1, 1] gegen 0
— nicht konvergent auf [—1,+1], da (f,,(—1)),>1 divergent.

6.2 Reihen

Es sei (a,)n>n, eine Folge reeller Zahlen. Die Folge

n
Sp 1= g a, N =N

k=ng
der Partialsummen heift (unendliche) Reihe und wird mit > 7% a;. bezeichnet.
Definition Die Reihe > 7" a; heift konvergent (bzw. divergent oder bestimmt diver-

gent), falls die Folge der Partialsummen (s,),,>n, konvergiert (bzw. divergiert oder bestimmt
divergiert).

Im Falle lim,,_, o 5, = lim,,_.oo Zzzno ar = s mit s € RU{—00, 00} nennt man s den Wert
oder die Summe der unendlichen Reihe und man schreibt

oo
E ap — S

k=no
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Beispiele

(i) geometrische Reihe: >0 ¢* fir ¢ € R
Fiir die Partialsummen gilt (siehe Kapitel 1):

_gntl .-
. :{11qq fir g #£1

n+1 firg=1

Folglich

T fir |q| <1

qu =< 0 firg>1
k=0 divergent fiir ¢ < —1

(ii) harmonische Reihe: >~77 | + ist bestimmt divergent gegen +o0, denn fiir die Partial-
summen gilt die Abschitzung:

In(l+n)<s,<1+In(n) firn>1
——

— 00

Konvergenzkriterien

e Cauchy-Konvergenzkriterium Die Reihe Zzozno ay, ist genau dann konvergent, wenn
es zu jedem € > 0 ein N, € N gibt mit

n
| — Sm| = g ap < e firallem,n > N,

k=m+1
Bemerkung Insbesondere gilt
o]
Z ay konvergent =  (@n)n>n, ist eine Nullfolge
k=ng

Umgekehrt ist die Bedingung, dass (a,,)n>n, eine Nullfolge ist, jedoch nicht hinrei-
chend fiir die Konvergenz der Reihe /" a;, wie man am Beispiel der harmonischen
Reihe sieht. Jedoch gilt das

e Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen Ist (a,),>,, eine monoton fallende
Nullfolge, dann ist die alternierende Reihe

> (Dray

k=no

konvergent.
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Fiir Reihen mit nichtnegativen Reihengliedern ist Konvergenz einfacher zu untersuchen:

Definition Die Reihe > " a; heift absolut konvergent, falls die Reihe > [ay.| der
Absolutbetrage der Reihenglieder konvergiert.

Bemerkung
(i) Dope,, ax absolut konvergent = >~ aj konvergentund |27 ap| < D777 ayl

(ii) >_h., ax absolut konvergent < Folge der Partialsummen s, = |a,,| 4 [@ng 41|+ - -+
|a,| ist beschrankt (Anwendung des Monotoniekriteriums auf die Folge der Partial-
summen s,!)

Beispiel Die Reihe > 77 | T klﬂ) ist absolut konvergent, denn

- 1 " /1 1 1
n — 7 =1-
° Zk( 1) ;(k k+1) nt1
%

1

k+1

Es ist lim,,_,~ 5, = 1, also hat die Reihe den Wert 1.
Kriterien fiir absolute Konvergenz

Vergleichskriterien

Gilt fiir die Reihenglieder der Reihen Zf’:no ax und Zzozno b, ab einem Index ny die
Ungleichung
|an] < b,

dann gilt

(i) Majorantenkriterium ) % b, konvergent = > 7 a; absolut konvergent
(i) Minorantenkriterium » "  lay| = +oo = > 7 by = +oo

Beispiele
(i) Die Reihe 377 | 5 ist (absolut) konvergent, denn

1 1
—<2——— firallek>1
2 S 25T D ir alle £ >

und die Reihe > 72 2 k+l) =23 0w k+1) ist (absolut) konvergent.

Damit sind dann auch die Reihen

1 =1 = 2k2 4+ 4
ZE’ZE’”' und Zk3+1 k:5+17'”

k=1 k=1

absolut konvergent.
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(ii) Die Reihe 377, — ist divergent, denn

furalle £ > 1

| =

1
_— >
\/E_

und die harmonische Reihe }".° | 1 ist divergent.

1
k

Durch Vergleich mit der geometrischen Reihe erhilt man aus den Vergleichskri-
terien zwei wichtige Spezialfalle:

a) Quotientenkriterium Es gebe ein ny mit a,, # 0 fiir n > ny. Dann gilt

An41
a

(i) lim, oo <1 = > 2., @ absolut konvergent

(ii)

>1 = 2, a divergent

an

Den angesprochenen Vergleich mit der geometrischen Reihe erhilt man wie folgt:

Im Falle von (i) gibt es ein ¢ < 1 und ein N € N mit

i1 <gq firalle n>N.
ap
Daher gilt
Ap—1 Ap—2 N
S~ Y~ =
<q <q <q
und damit
Z |ay| < Z |ak|+zqk Milay| < oo
k=no k=ng

Im Falle von (ii) gibt es ein ¢ > 1 und ein N € N mit

Qp41
G,

>q furalle n > N.

Daher gilt |a,| > ¢" " |ay| und damit ist (a,,) keine Nullfolge, also die Reihe ~°  a
divergent.

Beispiele Folgende Reihen konvergieren fiir alle z € R absolut:

Ak+1
ag

= 2L <1 fiir k > |x]

oo gk 22 23
(1) Yo =1+o+5 +5+..., denn T

p2k+1 3 .
(2) Zk o(— 1)k2k—+1):x_§+ﬁ_
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b) Wurzelkriterium

(i) limy, oo {/fan| <1 = >7;2,, ax absolut konvergent
i) lim, oo Vla,| >1 = Y00 a; divergent
k)—?’LO g

Beispiele
> pe ko ist absolut konvergent, denn

1 1 1
lim §fnos = lim Yn - lim o0 =2

=1 S~

1
2
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7 Abbildungen und Funktionen

Grundlegendes

Definition Es seien D,Y zwei nichtleere Mengen. Eine Vorschrift f, die jedem = € D
genau ein Element f(x) € Y zuordnet, heifft Abbildung (oder Funktion) von D nach Y.

Schreibweise:
f:D—=Y

z = f(x)
Dabei ist
D = Definitionsbereich (von f)

Y = Wertebereich (von f)

x = unabhangige Variable (Argument)

f(z) = abhidngige Variable (Funktionswert)

x +— f(z) heift Abbildungsvorschrift
f(D) :={f(xz) : x € D} CY heit Bild von f

Ist f(z) =y, so heillt z Urbild von y.
Ist D.Y C R (bzw. D,Y C C), so spricht man von reellen (bzw. komplexen) Funktionen.

Beispiele
(i) D,Y =R, z — 2% also f(x) = z?, Bild = [0, o0
(i) D,Y =[0,00[,2 — &

(iii) Die Abbildung
D—=Y, =z (|z],arg(2))
mit D =C\{0},Y =]0,00[x[0,27[:= { (r,¢) | r€]0,00[,¢ € [0,2n[} ordnet
der komplexen Zahl z # 0 ihre Polarkoordinaten zu.

Verkettung von Abbildungen
Definition Fiir Abbildungen f: D — Y, g:Y — X heiRt die Abbildung

gof:D—X, zw g(f(z))
die Verkettung von ¢ und f.

Beispiel DY, X =R, f(z) = sinx, g(z) = 2?
= (90 f)(z) = g(f(x)) = g(sinz) = (sinz)*,d.h.
gof:R— Rz (sinz)?
Aber: fog(z) = f(g9(x)) = f(2?) = sin(z?), d.h. im Allgemeinen also go f # fog.
Umkehrabbildungen
Definition Es sei f : D — Y eine Abbildung. f heift
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e injektiv, falls f(x1) # f(x2) fir alle zy, 29 € D, 21 # x5
e surjektiv, wenn f(D) =Y, also wenn jedes y € Y mindestens ein Urbild besitzt

e bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Beispiele f : R — R, 2 +— 22, ist weder injektiv noch surjektiv. Durch Einschrinkung auf
das Bild [0, co] wird

2

f:R —[0,00[,x+ z° surjektiv.

[ ist nach wie vor nicht injektiv, denn f(,/y) = f(—/y) = y. Jedes y > 0 besitzt also zwei
Urbilder. Durch Einschrankung des Definitionsbereiches auf [0, co| wird

f 10,00 [0,00[, 2 — 2”
bijektiv mit Umkehrabbildung
f7H1[0,00[= [0, 00,y — V.
Aber auch f :] — 00,0] — [0, 00[, z — x* bijektiv mit Umkehrabbildung f~'(y) = —/y.

Ist f bijektiv, so gibt es zu jedem y € Y genau ein Urbild (Schreibweise: f~'(y)). Die
Zuordnung

y [Ty
definiert eine Abbildung
'Yy —-D
71 heikt Umkehrabbildung von f.
Es gilt:
f(f )=y firalleye f(D)=Y
fYf(x)=x firalle x €D
Man erhilt f~!(y) durch Auflésen der Gleichung
y=[f(z)
nach z.

Beispiel Fiir a > 0 ist f(z) = e~**", [0, 00[—]0, 1] bijektiv. Die Gleichung

y=e

besitzt die positive Losung = = ,/—é Iny, denn:

1
Yy = e o Iny =—ax 2

2 o 2'=——Iny
Q
Beachte Ist f : D — Y injektiv, soist f : D — f(D) bijektiv und damit umkehrbar. In

diesem Sinne ist jede injektive Abbildung umkehrbar und wir werden den Begriff Umkehrbar
in diesem erweiterten Sinne ebenfalls verwenden.
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7.1 Reelle Funktionen einer Variablen

In diesem Abschnitt gilt stets D,Y C R. f : D — Y ist also eine reelle Funktion einer
Variablen.

Typischerweise D = R oder D Intervall der Form

[a,b) Ja,b] Ja,b], [a, b]
N—_—— N—_—— N g v
abgeschlossen offen halbhoffen
oder
l[a,00[:={x eR :a<x}, | —o0,al :={zreR : z<a}

Graphische Darstellung
Der Funktionsgraph von f ist die Menge

{(z,f(z)) €D} CDxY (CR?)

y=f(z) P = (o, f(0)) /

Nullstellen

xg € D mit f(zg) = 0 heilt Nullstelle der Funktion f. (zq, f(zo)) ist in diesem Falle
Schnittpunkt des Funktionsgraphen mit der z-Achse.

Symmetrie

f heilt gerade, wenn ihr Funktionsgraph spiegelsymmetrisch zur y-Achse ist:

Beispiel f(z) = z™, n gerade; f(z) = cosx

f heilt ungerade, wenn ihr Funktionsgraph punktsymmetrisch zum Nullpunkt ist:

Beispiel f(z) = z™, n ungerade; f(x) =sinx
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Monotonie

f heift monoton wachsend (bzw. monoton fallend), falls

flz1) < f(xg) ( bzw. f(x1) > f(z)) fir alle x1, 29 € D, 21 < x5

f heit streng monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend), falls

flz1) < f(xq) ( bzw. f(x1) > f(x2)) fir alle z1, 29 € D, 21 < x4

Regeln

e streng monotone Funktionen sind injektiv, also umkehrbar
Beispiel f(x) = 2™ auf [0, oo mit Umkehrfunktion f~'(y) = v/y

Verkettungen monoton wachsender Funktionen sind wieder monoton wachsend

Verkettungen monoton fallender Funktionen sind wieder monoton fallend

Verkettungen gerader Funktionen sind wieder gerade

Verkettungen ungerader Funktionen sind wieder ungerade

Funktionsgraph der Umkehrfunktion

Den Funktionsgraph der Umkehrfunktion f~! erhilt man durch Spiegelung des Funktions-
graphen von f an der Winkelhalbierenden

y = x Winkelhalbierende

M // f -1
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7.2 Elementare Funktionen

A) Polynome

Eine Funktion
f(2) = anz™ + ap_12"t + - 4 arx + ag

mit a,, # 0 heilt Polynom n-ten Grades. Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt, dass
sich f schreiben lasst als Produkt von

e Linearfaktoren (z — z;) (wobei x; die reellen Nullstellen)

e quadratischen Faktoren (22 + p;x + ¢;), wobei die Nullstellen von 22 + p;z + ¢; ein
konjugiert komplexes Nullstellenpaar von f sind.

f(2) = anz™ + ap_12" -+ arz + ag
=ap(v—x1) ... (x—2) - (@ Fpri+q) - (@2 Fp+q)

mitk+2l=n,z,....,2. €ER, p1,q1,...,p,q €ER

B) Potenz- und Waurzelfunktionen

f(z) =2 fir a € R mit D(f) =]0, 00|
Fiir ganzzahlige Exponenten v kann man den Definitionsbereich erweitern:
o fiir « € NU {0} kdénnen wir D(f) = R wahlen,
o fiir « € —N kénnen wir D(f) =R\ {0} wahlen.

Potenzgesetze Fiir z,y > 0,a, 5 € R gilt:
(z-y)* =2y~ (§>a:£

Y y ; .

2018 = g . 2 0P =

2 = (@) = (@)"

C) Exponentialfunktion und Logarithmus

Halt man in der Potenzfunktion a* die Basis a konstant, so erhalt man eine Funktion vom

Exponenten x:
flz)=a", xz€R,a>0

f heilt Exponentialfunktion zur Basis a.

Spezialfall Natiirliche Basis ¢ = lim,,_...(1 + )" & 2, 71828 (Eulersche Zahl)

f(z) = e® = exp(x) e-Funktion
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Rechenregeln fiir Exponentialfunktionen
aV =a" - a¥
a® - b* = (ab)”
(a7} = @
Fir a > 0, a # 1, ist a® injektiv, also umkehrbar mit Umkehrfunktion

log, 10, 00— R,z — log, (x)

Logarithmusfunktion zur Basis a

Insbesondere gilt also
y = log, () & a’ =x

Im Spezialfall @ = e spricht man von der natiirlichen Logarithmusfunktion und schreibt In x:

Inx = log,(x)
Rechenregeln fiir Logarithmusfunktionen
1Oga(x ’ y) = loga(x) + loga(y)

log,(2") = blog,(z)

also .
log, (—) ~ log,(x) und log, (—) — log, () — log, (y)
x Yy
Umrechnung
|
a:p — elna-:p loga(ac) — %

D) Trigonometrische Funktionen

Im Einheitskreis

1 \ tanx

sin @ \

COs T
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sin ist injektiv auf [—7, 7], da streng monoton wachsend. Die Umkehrfunktion

arcsin : [—1,1] — [—g, g]

heilt Arcussinus.

cos ist injektiv auf [0, 7], da streng monoton fallend. Die Umkehrfunktion
arccos : [—1,1] — [0, 7]

heillt Arcuscosinus.

tan ist injektiv auf | — 7, 7[, da streng monoton wachsend. Die Umkehrfunktion

arctan : R — ] — g,g[

heilt Arcustangens.

7.3 Grenzwerte von Funktionen

Definition Die Funktion f sei in einer Umgebung von x( definiert. Gibt es dann ein ¢ €
R U { £00 } mit folgender Eigenschaft: fiir jede Folge (z,)n,>1 mit z, € D,n > 1, und
lim,, o0 T, = xg gilt

lim f(z,) =c.

n—oo

Dann sagen wir [ besitzt den Grenzwert ¢ an der Stelle x4 und wir schreiben in diesem
Falle

lim f(z) =c.
T—x0

Beispiele

° limxﬂoxsin(l) =0

T

Denn fiir jede Folge (z,,),>1 mit lim,, o z, = 0 gilt

lim

n—oo

(1 .
T, sin (—)‘ < lim |z,| =0
x

n n—oo

e Heaviside-Funktion: H : R — R

H(x) = 0 ffj.rx<0
1 firz>0

H besitzt an der Stelle 0 keinen Grenzwert, denn
i 1 ] 1
lim H (——) =0 aber lim H <—) =1
n—oo n n—0o0 n

Im Sinne folgender Definition besitzt H an der Stelle 0 den linksseitigen Grenzwert 0
und den rechtsseitigen Grenzwert +1.
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Definition f besitzt in 2 den linksseitigen (bzw. rechtsseitigen) Grenzwert ¢, falls

lim f(z,)=c

n—oo

fir jede Folge (z,)n>1 mit z, € D,n > 1,lim, oz, = o und z,, < o (bzw. z, > x¢)
fur alle n. In diesem Falle schreiben wir

lim f(x)=¢, (bzw. lim f(z)=c)

T—TO— T—T0+

Grenzwerte fiir z — +00

Wir schreiben lim, ... f(z) = ¢ (bzw. lim,_. ., f(z) = ¢) falls

lim f(x,)=c
fir jede Folge (z,)p>1 mitz, € Dyn > 1, und lim,, o x,, = +00 (bzw. lim,, o, z, = —0).

Beispiel Fiir o > 0 gilt lim, . = = 0, denn fiir jede Folge (2,),>1 mit lim,, o 2, = 400
gilt

lim z; = o0, also lim — =0

n—00 n—00 Qj%

Rechenregeln fiir Grenzwerte

Es gelten dieselben Rechenregeln wie fiir Grenzwerte von Folgen:
(i) lmy—u f(z) + g(z) = lim, .y, f(2) + limy sy g(2)
(il) limy_y f(2) - g(z) = limy_y, f() - lim,_., g(2)
(iii) limg_,, c- f(x) = ¢ lim,_,, f(2)

(iv) Timy gy 12 = pe==ol8 falls lim, ., g(x) # 0

g(z) limg g g(z)

4a3+4+2x—10

Beispiel lim, .., 557

1
=3, denn

4x3+2x—10 44———m

83 — 1 —z%
und
4+ 2 -8 lim, 4+ 3-8 4
lim T - - ===
700 — = lim, 008 — 8

Stetigkeit von Funktionen
Definition Die Funktion f : D — R heilt stetig im Punkt z, € D, falls

lim f(z) = f (o)

T—xo

f heilt stetig auf D, falls f stetig in jedem Punkt aus D.
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Beispiele
e stetig sind ¢, z, 22, ..., allgemein 2% und Polynome,
sinx, cosz, tanx, ..., exp(z), a® und deren Umkehrfunktionen jeweils auf ihrem
Definitionsbereich

e Die Heaviside Funktion ist nicht stetig in x = 0.

Aus den Grenzwertsatzen fiir Funktionen folgt:

Sind f,g: D — R stetig, so sind auch die folgenden Funktionen stetig:

)
)

(iii) ¢ f furalleceR
) 5 auf Dy := {x : g(x) # 0}
)

Ist h: E'— R stetig und f(D) C E, so ist auch h o f stetig

Eigenschaften stetiger Funktionen

Im Folgenden sei f : [a,b] — R stetig. Dann gilt:

(i) f ist beschrankt.
(i) Existenz des Maximums/Minimums Es existieren Z,in, Tmas € [a, b] mit

(iii) Zwischenwertsatz f nimmt alle Werte zwischen Minimum und Maximum an, d.h
zu ¢ € [f(Tmin), [ (Tmaz)] gibt es ein z. € [a, b] mit

f(z.) =c.

Insbesondere

— Ist f(a)- f(b) <0, so besitzt f eine Nullstelle in [a, b].

— Ist f ein Polynom ungeraden Gerades, so besitzt f mindestens eine reelle Null-
stelle.

(iv) Der Funktionsgraph einer stetigen Funktion weist keine Spriinge auf.
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8 Differentialrechnung

Bekanntlich ist die Steigung einer Geraden f(x) = mx + b definiert durch

f(x2) — f(21) _ mzy+b— (maq +b)
To — Iq N To — Iq

Fiir allgemeine f definiert man die Steigung in x als Grenzwert von Sekantensteigungen fiir
T — Xg.

Sekante durch
(2o, f(w0)) und (z, f(x))

Y

r — 2o

Die Steigung W der Sekante bezeichnet man auch als Differenzenquotient. Fiir x —

xo geht die Sekante in die Tangente an f im Punkt (x¢, f(xo)) iiber und damit die Sekan-
tensteigung in die Steigung der Tangente an f in x.

Definition Eine Funktion f : D — R heilt differenzierbar in zy € D, falls der Grenzwert
df o g f@) = flao)
A T
existiert. f’(xo) heilft Ableitung der Funktion f in zy und f heilt differenzierbar auf D,
falls f differenzierbar in jedem Punkt xq € D ist.

Bemerkung Mit h = x — ¢ erhilt man: f ist differenzierbar in zy, genau dann wenn

lim J(@o+ h]z —f(@o) _ Hen

h—0

Beispiele

(i) Lineare Funktionen: f(z) = mxz +b= f'(z) =m
Denn es gilt

f/(x)zlimf(x+h)_f(x) :1imm($+h)+b—(mx+b) -

h—0 h h—0 h
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(i) f()=a? = f(z) = 2

Denn es gilt
:% (z24-2hx+h?—z2)

——~
I €0 ) R -
f(x)—’lgr[l) — —}11%2$+h—2x

(iii) Die Betragsfunktion f(z) = |z| ist nicht differenzierbar in x = 0, denn

F(x) = £(0) {1 fiir > 0

z—0 - -1 firxz<0

f(z)—=f(0)
z—0

damit existiert kein Grenzwert lim,_, , also ist f nicht differenzierbar.

Bemerkung Ist f in xq differenzierbar, so ist f auch stetig in z, denn
(M> (x = x0) +f(20) = f(20)
T — X N——

v~ —

—f"(z0)

lim f(z) = lim

T—T0 T—T0

Ableitung elementarer Funktionen

e f@
Potenz- und " na™ 1 firn=0,1,2,...
Wurzelfunktionen x® az®! fira e R,z >0
NG ﬁ% firxz >0
Exponential- e* e’ firx e R
und Logarithmusfunktion Inz % firz >0
Trigonometrische sinx COS T firz e R
Funktionen COS T —sinx firx eR
tanz 1+ (tanx)® firz# (k+3)m ke Z
Arkusfunktionen arcsin x ey firze]—1,1]
arccosr = — 11_362 firxe]—1,1]
arctan x 1+1x2 firz e R
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f(x) f'(x)
Hyperbel- sinh cosh x firz e R
funktionen cosh x sinh z furx € R

tanhz 1 — (tanhx)? firz € R

Areafunktionen | arsinh x 1 firx e R
z2+1
arcosh z 1 fir x > 1
r4—1
artanh — firze]—1,1]

Rechenregeln der Differentialrechnung

Sind f,g : D — R in xqg € D differenzierbar, so sind auch die folgenden Funktionen
differenzierbar in z:

(i) Linearitat af + (g fir a, f € R mit
(f + Bg)'(w0) = auf'(xo) + By (x0)
(i) Produktregel f - g mit
(f - 9)'(xo) = f'(w0) - gwo) + f(0) - ¢ (o)
(i) Quotientenregel Ist g(x) # 0 fiir z € D, so ist auch L differenzierbar in o mit

(i)/ (20) = f'(xo)g(wo) — f(0)g' (o)

9*(x0)

(iv) Kettenregel Ist h : £ — R diferenzierbar und g(D) C E, so ist auch f = hog :
D — R differenzierbar in 2y und es gilt

f/<I0) = (ho 9)/(%) = h’(g(xo)) 'w

duBere innere  Apleitung

f.. df _ df  dg
Merkh||fe. 4z = d_g " de

(v) Ableitung der Umkehrfunktion Ist f : D — R streng monoton wachsend (bzw.
fallend), so ist die Umkehrfunktion f~! differenzierbar in zy € f(D) mit

v
f'(f = (o))

Das ist eine Anwendung der Kettenregel, denn aus z = f(f~(x)) fir x € f(D) folgt
durch differenzieren 1 = f/(f~(z)) - (f71) ().

(f ) (o) =
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Beispiele
zu (i) (4lnz +2cosz) =41 —2sinx
zu (i) (2% e%) = 2xe® + z2e”
2u (iil) (tanz) = (s22)' = (sinx)’-co(scrf);;i)gx-(cosx)’ _ (COS?EZ::S;nm)Q — 1+ (tang)?

zu (iv) a) f(z) = e* = exp(ax) = h(g(x)), fir h(z) = €*, g(x) = az. Also folgt

f(x) =N (g(x))- ¢ (x) = ae™
—_— <~

—eT =a

b) f(x) = x* = exp(alnz) = h(g(z), fir h(x) = €e”, g(x) = alnz. Also folgt

f'(x)="h(g9(x)) ¢ (x) = ozl ~exp(alnz) = a- lxo‘ = ar
—— N =z x

a—1

zu (v) a) (Inz) = Wllnx) =1
———

=exp(lnz)=z

. ;o 1 o 1 _ 1 — 1
b) (arCSID :C> " sin’(arcsinz) ~  cos(arcsinz) \/1—(sin(arcsinz))2 o Vi-a?

Mittelwertsatz Es sei f : D — R differenzierbar und [a,b] C D. Dann gibt es eine
Zwischenstelle x € |a, b] mit

f) —fla)
Sekantensteigung
f f(bl))—f(a)

Tangentensteigung f'(x)

Y

Folgerungen aus dem Mittelwertsatz

Im Folgenden: I C R ein Intervall und f : I — R differenzierbar.
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o f'(x) >0 (f'(x) <0)auf I = f streng monoton wachsend (fallend) auf 7, denn es

gilt
w =f(z) >0 = f(b)> fla)

e f'(x) >0 (f'(x) <0)auf I = f monoton wachsend (fallend) auf I

a,bel,a<b =

o f'(x) =0 auf I = f konstant auf I

Regel von I'Hospital

Die Regel von I'Hospital kann dabei helfen, Grenzwerte vom Typ  (bzw. %) zu bestim-
men. Beispiele fiir solche Grenzwerte sind etwa

sin x . x
lim ,  lim —
z—0 X x—o0 e¥
d.h. Grenzwerte vom Typ
o (@)
T—T0 (I

fur Funktionen mit

lim f(z) = lim g(z) =0 ( bzw. = +o0)

T—T0 T—T0

Regel von I'Hospital Es sei I C R ein Intervall und 2y € I oder Randpunkt von I (auch
xog = 400 oder £p = —oo bei unbeschrinkten Intervallen zugelassen) sowie

f,9: 1\ xy— R differenzierbar

Ist dann
lim f(z) = lim g(z) =0 (bzw. = +00)
T—T0 T—T(0
und exisitert lim, ., ﬁ so existiert auch lim,_.,, Tf:)) und es gilt
/
lim —f@) = lim f/(x)
Ao glz) e g(a)
Beispiele
%: lim, o *2% ST _ Jim, 952 €t =cos(0) =1
hmx—>0 1 Cosx _ hmx—>0 in — hmx—»O Cosx _ 1

2
Also: mitunter fiihrt erst eine mehrfache Anwendung der Regel von I'Hospital zum Ziel.

i limg oo 5 = lim, o — ==0
1
lim, gz =1lim, c—+ =lim, .o—2z=0
~~ 2
xT

Inz

s

lim, oo me = lim, o 2

Hl’-& =
I
e}
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Hoéhere Ableitungen

Ist f: D — R differenzierbar und die Agbleitung "+ D — R ebenfalls, so heifit f zweimal
differenzierbar. Wir schreiben f” oder Z—x’; fir die zweite Ableitung von f. Entsprechend
definieren wir die hoheren Ableitungen von f. Wir schreiben (™ oder g—f fir die n-te

Ableitung von f.
Beispiele

(i) fl2) =2*= fD(2) =22, fP =2, f(z) =0,n >3

(i) f(z)=e*= fO(2) =e* = f(z) = fM(z) =€ firn=1,2,3,...

(i) f(z) =sinz = fY(2) =cosz, ¥ (r) = —sinz = —f(z), usw.
Die zweite Ableitung f” bestimmt die Kriimmung des Funktionsgraphen. In Punkten mit
f" >0 (f" < 0) ist der Funktionsgraph nach links (rechts) gekriimmt. Punkte, in denen
der Funktionsgraph die Kriimmungsrichtung dndert, heilen entsprechend Wendepunkte.

In Wendepunkten z gilt notwendigerweise f”(x¢) = 0. Umgekehrt gilt: Ist f”(z¢) = 0 und
zusatzlich " (xg) # 0, so ist xg Wendepunkt.

\/Wendepunkte \/

~ vz / . /
~~ ~~ ~~

f//>0 f//<0 f//>0
Anwendung: Bestimmung von Extremalstellen

Definition Es sei f : D — R eine Funktion. f hat in 2y € D ein lokales Maximum
(Minimum), falls ein ¢ > 0 existiert mit

f(wo) = flx)  (baw. f(xo) < f(x))

fir alle z € D mit | — x| < €.

Gilt sogar f(xg) > f(x) (bzw. f(zo) < f(z)) fir alle x € D, so heilt z, absolutes
Maximum (Minimum)

Notwendiges Kriterium Ist f : D — R differenzierbar und xz( lokales Extremum (=Maxi-
mum oder Minimum), so ist f'(zy) = 0.
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Umgekehrt gilt:
Satz Ist f zweimal differenzierbar und z¢p € D mit f'(x¢) = 0, dann gilt

f"(z0) > 0= x¢ ist lokales Minimum

f"(x0) < 0=y ist lokales Maximum

Verschwindet auch die 2. Ableitung in g und gibt es ein n € N, n > 2 mit

f(?) (o)== f(nfl)(xo) =0, aber f(n) (z0) # 0

so folgt
f™(2) > 0 = xq ist lokales Minimum

n gerade und _ )
f™ () < 0 = xq ist lokales Maximum

n ungerade = x ist kein lokales Extremum sondern Sattelpunkt (d.h. Wendepunkt mit
waagerechter Tangente).

Beispiel f(x) = 2", n > 2, besitzt in zy = 0 ein (lokales) Minimum fiir n gerade und einen
Sattelpunkt fiir n ungerade.



10. Februar 2010 32

9 Integralrechnung

9.1 Das bestimmte Integral

Es sei f : [a,b] — R stetig und positiv.

Wie berechnet man den Flacheninhalt I des schraffierten Bereichs?

Als N&herung fiir I wahle eine Zerlegung Z von [a,b] in n Teilintervalle:

[0, 1], [x1, 2], - . -, [Tn1, Tp)
wobeia=azg <11 < - <ap1<T,=0>
Fiir jedes Teilintervall [z;_1, z;] sei
m; := Minimum von f auf [z;_1, ]
M; := Maximum von f auf [z;_1, x;]

Hierzu bilden wir die Untersumme von f bzgl. Z

s¢(Z) = Zmz(% — T 1)

und die Obersumme von f bzgl. Z

Offensichtlich gilt s¢(Z) < I < S¢(Z). Verfeinert man Z durch weiteres Unterteilen der
Intervalle [z;_1, x;], so wichst offenbar die Untersumme und fillt die Obersumme.

Es sei
0(Z) := groBte Lange eines Teilintervalls von Z

= max {z;—x;1 : 1 <i<n}
Maximum

die Feinheit der Zerlegung ~7.
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Lasst man 0(Z) gegen 0 konvergieren, so konvergieren die Folgen der Untersummen und die
Folgen der Obersummen gegen den gemeinsamen Grenzwert I, d.h. es gilt
li Z) = 1li S 1
sim 5p(7) = lim 55(2) =

Wichtig Der Grenzwert [ ist unabhangig von der Wahl der Folge der Zerlegungen Z

Beispiel f(z) =z auf [0,1]. Zu n € N wahle Zerlegung in Teilintervalle
1. .1 2 n—1
0,~], [, 2,..., 1
0,102, )
dh. z; = % Da f monoton wachsend, folgt
flro)=""" und M= fz)="
mi = :C,L-i e un i f— 371‘ — —
! n n
Also )
- 1 «—. 1n-1 1
Sf(Z):Zl m; (xi_xz’—1>:§ ;z =5 T g
1= i _1 1=
:%(n—l)n
Dasselbe gilt fiir die Folge der Obersummen
1n+ 1 1
—“n—oo o

n
= E Mi — Tj— 1
=1 _ i=1
v
n(n+1)

n

m\»—t

Definition Es sei f : [a,b] — R eine beschrankte Funktion. Gilt dann
=1 Z)=1i
sim 57(2) = Mm 54(Z)
so heift f (Riemann-)integrierbar (auf [a,b]) und der gemeinsame Grenzwert I der
Unter- bzw. Obersummen heifft das (Riemann-) Integral von f (auf [a,b]).

Schreibweise ,
/ flx)dx =1

Bezeichnungen

= Integrand
x = Integrationsvariable

a/b = untere/obere Integrationsgrenze
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Integrale iiber negative Funktionen sind negativ ("negativer Flacheninhalt"). Ist die Funktion
sowohl negativ als auch positiv, so ergibt die Summe der positiven und negativen Flachen-
inhalte das Integral.

Vereinbarung Vertauscht man die Integrationsgrenzen, kehrt sich das Vorzeichen des Inte-
grals um:
b a
/ f(z)dx = —/ f(z)dx
a b

Satz Es sei f : [a,b] — R stiickweise stetig (d.h., es gibt eine Unterteilung a = zo < 1 <
- < Tpq < T, = bvon [a,b], so dass f auf |z; ;| stetig und stetig fortsetzbar auf
[x;_1,x;] fir alle 7). Dann ist f (Riemann-)integrierbar.

Rechenregeln fiir bestimmte Integrale
(i) Linearitat
b b b
/ (af(x) + By(x))dx = a/ f(x) dx+ﬁ/ g(x)dr fir o, €R

(i)
/abf(x)dxz/acf(x)dx—i-/cbf(:c)da: fira<c<b

(i) Monotonie
f(z) < g(z) fir alle z € [a,b] = / f(z)dx < / g(x)dz

9.2 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Die Berechnung bestimmter Integrale als Grenzwert von Untersummen bzw. Obersummen
ist dulerst mithsam. Weitaus h3ufiger fiihrt man die Berechnung bestimmter Integrale mit
Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung auf die Berechnung von Stamm-
funktionen zuriick:

Definition Eine differenzierbare Funktion F' : [a,b] — R heilt Stammfunktion von f,
falls F'(x) = f(x) fir alle z € [a, b].

Wichtig Eine Stammfunktion von f ist nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt, d.h.
sind F, G Stammfunktionen von f, so gibt es eine Konstante ¢ € R mit F(z) = G(x) + ¢
fur alle z € [a, b].

Beispiele
f ‘ Stammfunktion zu f
T %2 +c
CcoS ¥ sinx + ¢

er e +c
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Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

Es sei f : [a,b] — R stetig. Dann gilt:
(i) Ist F' Stammfunktion von f, so gilt

/f F(z) )= F(b) - F(a)

(ii) Umgekehrt ist F,(z) := [ f(t) dt,z € [a,b], eine Stammfunktion von f, d.h. es gilt

([ roa)=rw

Jede andere Stammfunktion von f hat die Form
F(z) =F,(z)+c
fir eine Konstante ¢ € R.

Der Hauptsatz besagt also, dass Differenzieren und Integrieren zueinander inverse Probleme
sind (daher spricht man manchmal auch vom Aufleiten statt vom Integrieren einer Funk-
tion). Der Hauptsatz reduziert die Berechnung des Integrals einer Funktion auf die
Bestimmung einer Stammfunktion.

Beispiele
b _ 1.2 b _ d? 1 _1
1) [Jxde = 32* |i=% — %. Insbesondere [ zdx = 3.

2) f: cos ¥ dr = sinx |’= sin b—sin a. Also etwa f_%g coszdx = sin (5)—sin (—3) = 2.

3) fabemdx:e b= el — e?

Beweisskizze von Teil (ii) des Hauptsatzes Da f stetig ist, folgt

;L(F(x+h) (/ F(t)dt — /f(t)dt)

Zzl i) d {<mmm””m) i @),

> My e[z z+h) f(t)

Berechnung von Integralen

Jede Stammfunktion F' einer Funktion f : [a,b] — R heift unbestimmtes Integral von

f. Man schreibt
:/f(x)dx

Die unbestimmten Integrale der elementaren Funktionen erhilt man also durch Umkehren
der Tabelle fiir die Ableitungen aus Kapitel 8. Insbesondere:
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f(z) J f(z)dz
x“,aeR,a;ﬁ -1 O%Hxa—&-l
- Inz

ax 1 _ax
e aeR a#0 ~e

sinx —COoS X
CcoS T sinx
! t
1_’_7 arctan xr
1 .
\/T7 arcsin x

Die unbestimmten Integrale weiterer elementarer Funktionen findet man in mathematischen
Formelsammlungen (Stichwort Integraltafeln). Die Berechnung unbestimmter Integrale an-
derer Funktionen fiihrt man méglichst mit Hilfe der folgenden Integrationsmethoden auf
bekannte Integrale zuriick:

(i) Partielle Integration (Produktintegration)

Sind f, g : [a,b] — R stetig differenzierbar, so folgt aus der Produktregel der Differen-
tialrechnung:

d
—(f9)(@) = f(z)9(x) + f(2)d(x)
Daher ist fg Stammfunktion von f’g + fg¢’ und somit gilt

/f@M@szﬂwmm—/?@WMMx

Fiir das bestimmte Integral gilt also:

/fwmwM—mwmm—/fMMwm

Beispiel
b b
cos x)* dx = sinzcosz |° — sinx(—sinx) dx
—~— a
“ f(z)=sinz,g(z)=cosz N -~
=f;(sin x)2 dx:f: 1—(cos )2 dx
also
’ 2 1 b 1 b 1 b
/ (cosz)” dr = ésinxcosw o —1—5/ 1dr = é(sinmcosx +a)
¢ o

=z[j,
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(ii) Substitution

37

Sind F' und g stetig differenzierbar, so folgt aus der Kettenregel der Differentialrech-

nung
L(Fog)(a) = F'lgle) - o (2

Es folgt also mit f(x) = F'(z)

[ atend@ie = (F o) = [ 1)y lyea

Merkhilfe Mit y = g(z) ist dy = ¢'(z) also

Fiir das bestimmte Integral gilt also die Substitutionsregel

b 9(b)
| Hlo@ng @)z = Flo(®) - Flgta) = [ s(w)d

g(a)
Die Substitutionsregel kann in zwei Richtungen angewandt werden:
A) Berechnung von ff flg(x))d'(z) dx

a) Substitution g(z) =y und ¢'(z) de = dy
b) Berechnung der Stammfunktion [ f(y)dy = F(y)
c) Riickwartssubstitution y = g(x), F(y) = F(g(z)), also

b
/ f(9(2))d () dz = F(g(b)) — F(g(a))

Beispiele

1) fab sinx cosx dx = ffg(m)g’(x) dx = fg(;)) ydy = 3y? |g(b): 5 ((sinb)? —

fir g(x) = sinz.

; =10 _ 1 (o) _ b _
2) [, whpdr =3 [, supd (@) de =5 [0 5 dy = =3y [50=3(Zm —

fir g(r) =22 + 1.

B) Berechnung von f: f(z)dx

a) Substitution z = ¢(y) und dz = ¢'(y) dy mit einer geeigneten umkehrbaren

Funktion g
b) Berechnung der Stammfunktion [ f(g(y))g'(y)dy = H(y)
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c) Auflésen von x = g(y) nach y, d.h. y = g7'(x), also

b 97 (b)
[ = [ ey =1 0) - g @)

Beispiel Berechnung der Flache des Einheitskreises

14
f(z) =1 — a2

-1
Die Grafik macht deutlich, dass sich der gesuchte Flacheninhalt I schreiben l3sst als
+1
I = 2/ V1—ax2dx
-1

Substituiere = = siny, also dr = cosy dy

1
/\/1—x2dx:/\/1—(siny)%osydy:/(cosy)Qdy:é(sinycosy—i-y)
——_— ——

cosy

Die Riicksubstitution y = arcsin z fiihrt auf

+1
1
V1= 22de = 3 (z cos(arcsin x) + arcsinz) |1
1

1
= §(x\/1 — 22 4 arcsinz) |1}

1
= —(arcsin(1) —arcsin(—1)) = T
2 —— —— 2

s

2

Wl

Beim zweiten Gleichheitszeichen haben wir dabei verwandt, dass

cos(arcsinz) = /1 — (sin(arcsinz))2 = V1 — 22.

Die Flache I des Einheitskreises betragt also .
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9.3 Uneigentliche Integrale

Bei der Integration kdnnen zwei Schwierigkeiten auftreten, die es erfordern, den Integrati-
onsbegriff zu erweitern:

(i) der Integrand besitzt eine Polstelle

(ii) das Integrationsintervall ist unbeschrankt
Beispiel f(z) = = auf ]0, 1]. Fiir ¢ €]0, 1] gilt

1
1
/c %d:c:Nﬂ;:Q—wE

Also existiert lim,_,o fcl \/LE dx = 2.
Dies motiviert:
Definition
(i) be R,a < b (auch a = —oc0), f :]a,b] — R integrierbar auf [c,b] fir alle a < ¢ <b
f heiBt uneigentlich integrierbar auf |a, b], falls
b

b
lim [ f(x)dx ::/ f(z)dx existiert.

c—a
Cc

Man sagt auch, dass das uneigentliche Integral konvergiert .

(ii) Analog fir a € R, b > a (auch b = +o0):

lim/acf(a:)dx _. /abf(:c) dz

c—b

(iii) SchlieBlich fiir a < b (auch a = —00,b = +00): Ist
f :]a, b — R integrierbar auf [c, d]

fir alle a < ¢ < d < b, so heift f uneigentlich integrierbar auf |a,b] , falls

d b
Cﬂl[il%lﬂb/c f(z)dx ::/a f(z)dx

existiert.

Beispiele

1) Essei a € [0, 0]

Tl falsa<1 (konvergent)

-«

Ydx {—i—oo falls a > 1 (bestimmt divergent)
0o ¢
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denn fir a # 1 gilt

Udx I | T, +oo  fiira>1
— = |c: c —c—0

ca:a_l—ax l—a 1-a — fira<l1

und fiir « =1
Udax 1
— =Inz|,=—Inc—..0+x©

/°° de |- fallsa > 1 (konvergent)
L ¢ J+oo fallsa <1 (bestimmt divergent)

denn fir a # 1 gilt

“dx 1 0w 1T . 1 {ﬁ falls a > 1
— = —7c—00

= €T =
11—« "1-a 1 —a oo fallsa <1

und fira =1
“dx
— =Inc —. 0 +00
.

2) Fira>0ist [[“e " dx =<, denn
1

¢ 1 1 1
e dpr = —_ 0% |8: _—eac L T e —
0 (07 (07 07

12 . .
3) [[Fxe zdx =1, denn mit y = % gilt

0
oo ;{:2 o0
/ xe?dx:/ e Vdy=1.
0 0

4) [ 4z —1, denn mit y = Inz gilt

e z(lnx)
< dx <1
_® [ Zay=1.
/ r(in)? Jow

Ist eine Stammfunktion zu f nicht bekannt, kann man die Existenz des uneigentlichen Inte-
grals manchmal auch mit folgendem Satz rechtfertigen:

Satz (Vergleichskriterium) a € R, a < b (auch b = +00). f und g seien integrierbar auf
la, ] fir alle a < ¢ < b. Dann gilt:

(i) Ist |f(z)| < g(z) fur alle z € [a,b] und konvergiert fabg(x) dx, so konvergieren auch
die uneigentlichen Integrale

/abf(a;)dx und /ab|f(x)\dx.
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(i) Ist 0 < g(x) < f(x) fiir alle x € [a,b[ und divergiert f:g(a;) dz, so divergiert auch

Beispiele [~ S%% dz konvergiert, denn
sin 1 <1 ,
| <— und / — dx  konvergiert.
x T L

oo 3x+2 .
IR 25 da konvergiert, denn

3z + 2
142+ 225

31 1 >~ 3
< P + = und /1 o + — dx konvergiert.

Anwendung: Integralkriterium fiir Reihen

Ist f:[1, 00[— [0, 00[ monoton fallend, so haben
> f(k) und / f(x)da
k=1 1

dasselbe Konvergenzverhalten, d.h. beide Terme sind entweder konvergent oder bestimmt
divergent.

Beispiel Fiir « € [0, oo haben

= 1 > d
Z o und / —i dasselbe Konvergenzverhalten.
P 1

a

Also gilt

i 1. <t konvergent fiir a > 1
— ko bestimmt divergent fiir a < 1



10. Februar 2010 42

10 Potenzreihen und Taylorreihen

Reihen der Form

o0

Zak(az—xg)k:ao—i—al(:c—xo)—|—a2(a:—:cg)2—|—... (10.1)
k=0

mit z € R variabel und zg, a; € R konstant, heilen Potenzreihen.
® ag,ay,as,... heiBen Koeffizienten
e 1 heilt Entwicklungspunkt der Potenzreihe
e Der Konvergenzbereich der Potenzreihe (10.1) ist die Menge

M = {x eR: Zak(x — 20)" konvergiert}

k=0

Ist M # R, so gibt es ein r > 0 mit

oo
|z —zo| <7 = E ap(z —x0)*  konvergiert
k=0
o
|z — x| > 1 = g ar(r — x20)*  divergiert
k=0
| | | >
| | | >
To— T Zo To+T
Divergenz Konvergenz Divergenz

Fiir |x — xo| = r kann die Reihe konvergieren oder divergieren. r heillt Konvergenzradius

der Potenzreihe > ax(x — o).

Beispiele

(i) Die geometrische Reihe Y ;7 x* hat den Konvergenzradius r = 1, denn fiir |z| < 1
ist die Reihe konvergent und fiir || > 1 divergent (siehe Kapitel 6).

(i) Die Reihe >~/ D% 2k hat den Konvergenzradius 1, denn

k
o]
. k+1 9. A
L = lim ] -7 = e

- . - —_ k e -
Also folgt aus dem Quotientenkriterium, dass 220:1( ;) z* fiir |x] < 1 konvergiert

und fiir |z| > 1 divergiert.
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— Fiir z = 1 konvergiert die Reihe aufgrund des Leibniz-Kriteriums fiir alternierende
Reihen.

— Fiir x = —1 ist die Reihe divergent (harmonische Reihe).
(ii) Die Reihe > 77, ””k—lf ist fiir alle x € R konvergent und damit ist 7 = oo.

(iv) Die Reihe >~ klz* hat Konvergenzradius 0. Sie konvergiert nur fiir z = 0.

Fiir den Konvergenzradius r der Potenzreihe > ax(x — x0)" gilt die Formel

1

r=
li.l'nk_wo 5/|ak|

Beispiel > -, kz* hat Konvergenzradius +1, denn

lim \k/E: lim k% = lim eilnk:eozl

k—oo k—o00 k—o0
und damit folgt
1
r=——""7—=1
limk_m \IC/E

Eigenschaften von Potenzreihen

Potenzreihen konvergieren innerhalb des Konvergenzbereiches absolut und zwei Potenz-
reihen diirfen im gemeinsamen Konvergenzbereich gliedweise addiert, subtrahiert und
multipliziert werden.

Es sei > oo, ar(x — zo)* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius 7. Die durch
filzo—rao+r[— R, fl@)=> (- )"
k=0

definierte Funktion heift die durch die Potenzreihe >~ ax(z — x0)" dargestellte Funk-
tion. Umgekehrt nennt man "7 ax(z — x0)* die Potenzreihendarstellung von f (im
Entwicklungspunkt z).

Die Funktion f ist beliebig oft differenzierbar und ihre Ableitungen erhalt man durch
gliedweises Differenzieren der Potenzreihe, also insbesondere

f,(l') = f(l) (f) = Z k@k(l‘ — l‘o)k_l .

Fiir die hdheren Ableitungen gilt:

fM(z) = Zlﬂ(lﬂ— Do (k—(n—1))ap(z — x0)"™

J/

k:’n vV
n—mal
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Die Reihe >~.° | kay(z —x0)"" hat denselben Konvergenzradius wie die Reihe >~.°  ay(z —

7o), denn

lim {/kfag] = lim \’“/Ekhm Viar] = lim {/Jag].

—00 —»o_o1 —00 —00
Beispiel
Die durch Y2, “’Z—I,C dargestellte Funktion f ist fiir alle 2z € R differenzierbar und es gilt

0 k=1 20 k-1 0 ok
) =S kL =5 N ).
/() ; Kl ;(k—m ;k! /(@)

In der Tat ist f die Exponentialfunktion, d.h. es gilt

e " .
e’ = g 1 fuirzxeR.
k=0

Weitere wichtige Potenzreihendarstellungen

sinx::io(;];—_il_)l;)!x%“l:x—z—i—kz—??... firx e R

cosx—:io((;;ifx%—l—z—?—l—z—?:ﬁ.. firz e R
ln(l—i—x):;(k_i)ka*l:x—?—i—%gqi... fir |z] < 1
arctanngz(;_li_)klx%ﬂ:x—%g—l—%sip.. fir |z| < 1

Analog zur Differentiation gilt, dass Potenzreihen innerhalb ihres Konvergenzbereiches glied-
weise integriert werden diirfen, d.h. fiir

flx) = Z ap(r — x0)"

mit Konvergenzradius r gilt:

> a
Fla) = Y 755 (0 a0
k=0

ist Stammfunktion von f, sie hat denselben Konvergenzradius. Insbesondere folgt hieraus fiir
bestimmte Integrale

b 00 b 00
_ Nk, Ak Nkt b
/a flz)dx = kzzoak/a (x — x9)"dx kZ:O L 1(1’ xo) .

Taylorreihen

Die Potenzreihenentwicklung einer Funktion kann duRerst niitzlich sein. Daher betrachtet
man fir beliebige Funktionen
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e Approximationen durch Polynome

e Entwicklungen in Potenzreihen

Es sei dazu f :]a,b[ — R n-mal stetig differenzierbar und x € ]a, b|.

Ansatz zur Approximation

Bestimme ein Polynom
p(z) = ap + ar1(x — 2) + ag(r — 20)* + ... + an(z — 3)"

mit p¥)(z¢) = f®)(x) fiir k = 0,1,...,n. Das heiRt, die ersten n Ableitungen von f und
p sollen im Punkt z( ibereinstimmen. Notwendigerweise gilt dann

p(xg) = ag, also ag = f(xo)

p'(z0) = ay, also a; = f'(xo)

2)
PP (20) = 2ay, also ay = f 2(%)
(n)
p(")(xo) =nla,, also a, = / ('xo)
n!

Im Allgemeinen ist natiirlich f # p, aber durch die obige Approximation sollte der Fehler
(bzw. das Restglied)

Ropi(x) = f(z) — p(z)
fiir wachsendes n gegen 0 konvergieren.

Satz Es sei f :]a,b[— R (n + 1)-mal stetig differenzierbar und xy €]a,b[. Dann gilt fiir
alle = €]a, b] die Taylorformel:

f'(xo
<1! )(x

f(n) (z0)

n!

f'/l(xo)

o (x —20)*+ ...+

f(@) = f(zo) + — %) +

(x —x0)" + Rpy1(x)

mit . .
Rpii(x) = ~ / (z — )" f () dt

bzw. fiir ein £ € [zg, 2]

FI(E)

CES (x — ao)"" (Lagrangesche Restgliedformel).

Rypi(z) =

Im Spezialfall 2o = 0 spricht man auch von der MacLaurinschen Formel.

Das Polynom f(zo) + M(m —zo)+...+ M(m — )" heilt n-tes Taylorpolynom

1! n!
von [ im Entwicklungspunkt xj.

Ist f(+1) beschrankt durch eine Konstante M, d.h.

|f ()| < M fiir alle z €]a, b]
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so folgt

|f(z) = p(x)] = [Rupr(2)] < %u—xdnﬂ

J/

Vv
i.A. sehr gute Abschatzung

Beispiele

(i) f(x) =e® = f™(x) = e” insbesondere £ (0) = ¢ = 1. Fiir den Entwicklungspunkt
xo =0 und n € N folgt

2 23 "
e’ —1+$+§+§+ +H+Rn+1(x>
mit R, 1(z) = ( +1), fiir ein £ € [0, z].
Folglich gilt
‘R (.I')’ < |6§| ’x‘n+1 < e|33| ‘ ’nJrl
PS4 1)! = (n+1)!

Man erkennt: lim,, o |Ru41(x)| = 0, also konvergiert die Folge der Taylorreihen fiir
alle x gegen e” und das sogar aulerordentlich schnell.

(ii) Fir f(x) = sinx erhdlt man

sin®(0) =0,  sin®"*(0) = (—1)"

und damit
inM (0 in® (0
sinx:sin(())—l—sml,( >x+81n2'( )x2—|—...
2P ‘ (—1)n 2n+1
:J]—g‘i‘gq:—i—m%’ +R2n+2('r)
mit . (942 2n+2
| Ropso(2)| = MI%H B i
nt (2n +2)! - (2n+2)!

Ist f beliebig oft differenzierbar, so kénnen wir fiir o € ]a, b] auch die unendliche Potenzreihe

£ (g,
7y(x) = 30 T 0

bilden. T heillt Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt z, (und im Spezialfall 2 = 0
auch MaclLaurinsche Reihe von f).

Vorsicht
1) Der Konvergenzradius von T kann 0 sein.

2) Falls die Taylorreihe konvergiert, so konvergiert sie nicht notwendigerweise gegen f.
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3) Fiir x €]a, b] konvergiert Ts(z) gegen f(z) genau dann wenn R, (z) gegen 0 konver-
giert.
Ein hinreichendes Kriterium fiir die Konvergenz der Taylorreihe T gegen f ist
|f™(z)] < A- B fiir alle z €]a, b]
fir Konstanten A, B unabhingig von n.

Ist der Konvergenzradius r von T > 0 und gilt Ty(x) = f(z) fir |x — x| < r, so sagt man:
f lasst sich um x, als Taylorreihe darstellen bzw. in eine Taylorreihe entwickeln.

Fiir Potenzreihen f(z) = > 7, ax(z — x0)* mit Konvergenzradius r > 0 gilt speziell:
Die Taylorreihe Ty von f stimmt mit f lberein, d.h.

f(k)(aro)
Kl

ay = k=0,1,2,...



