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Mengen von Zahlen:

N={1,2,3,...}
Z=1{.,-2,-10,1,2...}
Q:{%:aEZundbeN}
R = Menge aller Dezimalbriiche
[a,b] ={r €eR:a <z <b}
la,bl={r€eR:a <z <b}
[a,b[={x € R:a <z < b}

Ja,b] ={r € R:a <z <b}
C={a+ib:a,beR}

natiirliche Zahlen

ganze Zahlen

rationale Zahlen

reelle Zahlen
abgeschlossenes Intervall
offenes Intervall
halboffenes Intervall
halboffenes Intervall

Menge der komplexen Zahlen
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1 Zahlen

Am Anfang aller Mathematik stehen die natiirlichen Zahlen
1,2,3,4, ...
Fiir die Menge der natiirlichen Zahlen schreiben wir
N={1234,...}

Dabei versteht man unter einer Menge M allgemein eine Zusammenfassung von unter-
scheidbaren Objekten zu einer Gesamtheit. Objekte dieser Gesamtheit heilen Elemente.

Beschreibung von Mengen

Wir beschreiben Mengen durch Mengenklammern { }, zwischen denen die Elemente ange-
geben werden:

1. durch Aufzihlen

M={1,234}, M={1,273,...,100}
M = { He,Ne,Ar,Kr,Xe,Ra }  (=alle Edelgase, VIII. HG)
M ={ } =0 = leere Menge

2. durch charakterisierende Eigenschaft

M = {z : x hat Eigenschaft E }

Etwa:
M = {z : x ist natiirliche Zahl zwischen 2 und 5}

Mengen sind gleich, wenn sie dieselben Elemente enthalten. Darstellung und Anordnung
spielen dabei keine Rolle:

{z : x ist Primzahl kleiner 10} = { 2,3,5,7} ={3,7,2,5 }
Wir schreiben:

x € M falls x Element der Menge M
x ¢ M falls x kein Element der Menge M

1.1 Naturliche Zahlen
N={1,2,3,...}

Natiirliche Zahlen kann man addieren und multiplizieren, die Summe und das Produkt zweier
natiirlichen Zahlen ist wieder eine natiirliche Zahl, d.h.

N ist abgeschlossen unter Addition und Multiplikation
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1.2 Ganze Zahlen
Z={0,1,-1,2-23-3,...}

Z ist ebenfalls abgeschlossen unter Addition und Multiplikation, aber auch beziiglich Sub-
traktion.

Folglich besitzt die Gleichung
a+x=>0 a,beZ

eine Losung = € Z, namlich z = b — a.

Dies muss fiir die Losung der Gleichung a - x = b im allgemeinen nicht gelten.

1.3 Rationale Zahlen

b

Q:{x : m:—,bEZ,aEN}

a
Q ist abgeschlossen unter Addition, Multiplikation und Subtraktion, aber auch beziiglich
Division.
Folglich besitzt die Gleichung

a-r=>=0 a,beQ,a#0

b

eine Lésung = € Q, ndmlich = = o
Darstellung rationaler Zahlen

Die Darstellung rationaler Zahlen als Quotient ganzer Zahlen ist nicht eindeutig:

10 1 372 31-12 31

40 4 468  39-12 39

Die Darstellung = = 2 wird erst dann eindeutig, wenn man fordert, dass a und b teilerfremd
sind, b € Z und a € N.

Das Divisionsverfahren liefert eine Darstellung als Dezimalbruch:

ézl =1.75 (abbrechender Dezimalbruch)
1 - 2
3= 0.333---=0.3, i 0.0285714 (periodischer Dezimalbruch)

Beim Divisionsverfahren, angewandt auf x = g tritt als Divisionsrest eine Zahl zwischen
0 und a — 1 auf. Bei 0 bricht der Dezimalbruch ab. Wiederholt sich einer der Divisionsreste,
so liegt ein periodischer Dezimalbruch vor.

Da es hochstens a — 1 verschiedene Divisionsreste gibt, hat die zugehorige Periode hochstens
Lange a — 1.

Jede rationale Zahl l3sst sich also durch einen endlichen oder periodischen Dezimalbruch
darstellen.
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Umwandlung periodischer Dezimalbriiche in Briiche:

Ist © = 0.d1dsy . .. dy mit Ziffern d; € { 1,...,9 }, so gilt

_dldgdk
10k —1
Beispiele
= 3 1
03 =-=-
9 3
— 18 2
A8 = — = —
0.18 99 11
_ 1 _ 1 1 6 1 15 1
10 10(+)10<+9) 10 9 6

1.4 Reelle Zahlen

Der Zahlbereich der rationalen Zahlen ist nicht hinreichend machtig. Zum Beispiel ist der

Dezimalbruch
0.101001000100001 ...

weder endlich noch periodisch. Es kann sich also hierbei um keine rationale Zahl handeln.

Weiteres Beispiel

Fiir die Lange = der Diagonalen im Quadrat mit Seitenldnge 1 gilt nach dem Satz von
Pythagoras 22 = 12 4+ 12 = 2.

1
Wir werden in 1.6 sehen, dass /2 keine rationale Zahl ist. Daher besitzt die Gleichung

=2

in Q keine Lésung.

Da /2 keine rationale Zahl ist, bezeichnet man sie als Irrationalzahl. v/2 lisst sich auf
folgende Weise durch rationale Zahlen beliebig gut anndhern:

Weil 12 =1 < 2 und 22 = 4 > 2 gilt v/2 € [1,2] =: I,. Unterteile nun I, in zehn gleich
groRe Teilintervalle und suche dann v/2:
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esgilt 1.42=1.96 <2und 1.5 =2.25>2 = 2 € [1.4, 1.5 =1,
Wiederhole das Verfahren

V2 e, :=[1.41, 1.42]
V2 € Iy := [1.414, 1.415)

und erhalte damit eine absteigende Folge Io D Iy D I, D ... mit

1
Lange des Intervalls [,, = 107" = —

—
10" n—oo
d.h. eine Intervallschachtelung. Wir erhalten V2 als das Objekt, das durch diese Inter-
vallschachtelung approximiert wird.

Die Menge der reellen Zahlen R ist nun definiert als Gesamtheit aller Objekte, die sich
durch derartige Intervallschachtelungen approximieren lassen, und die Zahlengerade liefert
die richtige Anschauung fiir R:

e in jeder (noch so kleinen) Umgebung einer reellen Zahl gibt es unendlich viele rationale
Zahlen.

e jede reelle Zahl |3sst sich durch eine (unendliche) Dezimalbruchentwicklung darstellen:

dq ds ds
R = : Z,r = 0. = — 4 —
{k’—l-?" k c , T Odldgdg 10 + 100 + 1000 +

mit dy, dsy, d3, . .. 6{0,1,...,9}}

e die vier Grundrechenarten auf Q (4", ,,-", .-, ,,/") lassen sich auf R fortsetzen.

Ordnung reeller Zahlen

Ein Blick auf den Zahlenstrahl zeigt:
(A1) Fiir zwei reelle Zahlen a, b gilt genau eine der drei Beziehungen

a<b, a=b, b<a

» < " gibt eine Ordnung der reellen Zahlen mit folgenden weiteren Eigenschaften
(A2) Ausa <bund b < cfolgta <c
(A3) Aus a < b folgt a + ¢ < b+ c fiir alle c.
(A4) Ausa <bund 0 < cfolgta-c<b-c.
Vereinfachende Schreibweisen
a>bfallsb<a
a<bfallsa<bodera=25b

a>bfallsb<a
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a heilt positiv, falls a > 0

a heilt negativ, falls a < 0

Der Betrag einer reellen Zahl a ist definiert durch

al a fallsa>0
al =
—a fallsa<0

Es ist also stets |a| > 0.

Rechenregeln
(i) la- b = lal - |b]

(ii) la+b| < |a|+ |b| (Dreiecksungleichung)

1.5 Komplexe Zahlen

In R besitzt die Gleichung
vt =—1

keine Losung, denn Quadrate reeller Zahlen sind stets > 0.

Wir erweitern daher den Zahlbereich R um ein Element

i ( ,imagindre Einheit")
mit der Eigenschaft
it =—1
und rechnen mit 7 wie mit ,normalen” Zahlen. Wegen i> = —1 schreibt man auch i = /—1.

Die Menge
C={z=a+1ib:abeR}

heilt die Menge der komplexen Zahlen.
Fir z = a +ib heilt

a =: Re(z) Realteil von z

b =: Im(z) Imaginarteil von z

Rechnen mit komplexen Zahlen
Addition (a+1ib)+ (c+id)=(a+c)+i(b+d)
Subtraktion (a+ib) —(c+id)=(a—c)+i(b—d)
Multiplikation

(a+1ib)-(c+id)=ac+aid+ib-c+ jb-id = (ac—bd)+i(ad+ bc)
=42 bd=—bd
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Division
Fiir eine komplexe Zahl z = a +ib # 0 (d.h. a und b nicht beide 0) ist
1 a b

- = —3
z  a?+ b2 a? + b?

der Kehrwert (bzw. Reziprokwert bzw. die Inverse), denn

: a b
(a+ib)- <a2—|—b2_2a2+b2>

g (e N hi (e (Y
n a? + b? a? + b2 a? + b2 a? + b2

=1+:0=1.

Durch
21 1
_— = Zl [—
zZ9 2

ist dann die Division zweier komplexer Zahlen z1, z5 mit z5 # 0 erklart.

Die GauRsche Zahlenebene

Komplexe Zahlen lassen sich als Punkte in der Ebene veranschaulichen:

z=a+1b

Re z

Der Betrag einer komplexen Zahl z = a + i b ist definiert als die reelle Zahl
2] = Va2 + b
Offenbar gilt nach Pythagoras: |z| ist der Abstand des Punktes z zum Nullpunkt.
Rechenregeln
(i) |21+ 22 = |21] - |22
(i) |21 + 22| < |z1] + | 22| (Dreiecksungleichung)

(iii) |z| = 0 genau dann wenn z =0
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1.6 Allgemeines

Zum Abschluss diese Kapitels noch einige allgemeine Ergédnzungen.

Vereinfachende Schreibweisen

Sind ay,, Gy, - - -, ap reelle (oder komplexe) Zahlen, so schreiben wir

n

Zai =Gyt G .+ ap

i=m

fir die Summe und

fir das Produkt dieser Zahlen.

Im Falle m > n setzen wir

iai:zo und ﬁaizzl.

Beweismethoden

Mathematische Aussagen (Theoreme, Satze, Hilfssdtze, Lemmata und Folgerungen) bediirfen
eines Beweises im Unterschied zu Axiomen (,,Annahmen”), die sich nicht beweisen lassen.

Wir wollen auf drei Beweisschemata im Folgenden naher eingehen:

1. Direkter Beweis

ausgehend von den Voraussetzungen fiihren schrittweise Folgerungen direkt zur Aus-
sage.

Beispiele

(i) Aussage: Firg € Rund n=0,1,2,... gilt

ii_ 1:3“1 firg#1
izoq_ n+1 firg=1

Beweis: Es sei s, = > ¢’ Fir¢g=1ist s, =n+1. Fir ¢ # 1 gilt

(1 —q)sp = Sn — qSn
=ltqtq+- 4" =g+ ¢+ +.. + ")
=1—qg .
Division durch 1 — ¢ ergibt
1_qn+1
=g



14. Dezember 2009 10

(i) Aussage: Fiir n > 3 ist 2n? > (n + 1)%
Beweis: Fiir n > 3 ist

n2:n-n23-n:2n+n22n+l,

also
o =n4+n?>n*+2n+1=(n+1)>2.

2. Indirekter Beweis

Zum Beweis der Aussage nimmt man an, dass das logische Gegenteil richtig sei (Gege-
nannahme). Ausgehend von dieser Gegenannahme fiihrt man dann durch schrittweise
Folgerungen einen Widerspruch herbei. Das logische Gegenteil zur Aussage ist daher
falsch und die Aussage somit richtig.

Beispiel
Aussage: Es gibt keine rationale Zahl z mit 22 = 2.
Beweis: Gegenannahme: Es gibt ein z € Q mit 22 = 2.

Dann gibt es a € Z,b € N mit x = $. Also gilt weiter z* = ‘;—; = 2 oder a? = 2b%.
Durch Kiirzen konnen wir annehmen, dass a und b teilerfremd sind.

Wegen a? = 2b® muss a? gerade sein und damit auch a, also a = 2k fiir k € Z. Also
a? = 4k? = 2b? oder 2k? = b2. Damit ist aber b* gerade, also auch b gerade.

Dies ist ein Widerspruch dazu, dass a und b teilerfremd sein sollen. Die Gegenannahme
ist also falsch, die Aussage somit bewiesen.

3. Beweis durch vollstindige Induktion

Es sei ng € Z und fiir alle n > ng eine Aussage A(n) gegeben. Um die Richtigkeit
aller A(n) zu beweisen, kann man wie folgt vorgehen:

Schritt 1: Man zeigt, dass A(ng) richtig ist (Induktionsanfang)

Schritt 2: Man nimmt an, A(n) sei richtig fiir eine Zahl n > ny und zeigt,
dass daraus die Richtigkeit von A(n + 1) folgt (Induktionsschritt)

Dann ist die Aussage A(n) fiir alle n > ny richtig.
Beispiele

(i) Aussage: 37 i = "t fiir alle n > 1.
Beweis: (durch vollstindige Induktion)

Induktionsanfang: n =1

S i=1und w =1, also gilt A(1).
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Induktionsschritt: n — n + 1

Angenommen es gilt

A(n) : ZZZM

2
Dann folgt
n+1 n
: ‘ n(n+1)
1= t + n+l=—%-— + n+1
1 1 2
:§(n2+n+2n+2):(n+ )2(n+ )

Also ist A(n + 1) richtig.

Nach dem Beweisprinzip der vollstandigen Induktion ist damit die Aussage A(n)
richtig fir alle n > 1.

Die zu beweisenden Aussagen miissen nicht unbedingt Gleichungsform haben:
Bernoullische Ungleichung

Essei x € R,x > —1. Dann gilt

(14+2x)" > 1+ nx fir alle n € N.

Beweis:
Induktionsanfang: n = 1 gilt offensichtlich.
Induktionsschritt: n — n + 1

Angenommen es gilt
A(n) : (I4+2)">14nx.
Dann folgt

A+2)"M =0 +2)"(1+2)> 1 +nz)(1+2)
N e’ N\’
>(1+nzx) >0

=l+nz+a+n2>1+n+1)z.

>0
Also ist auch A(n + 1) richtig.

Nach dem Beweisprinzip der vollstandigen Induktion ist damit die Bernoullische
Ungleichung bewiesen.
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2 Vektorrechnung
Es sei n € N. Die Menge aller Punkte der Form
T

T2
P= . = |21, 29, ..., 2]

T
Tn

mit 2; € R wird mit R" bezeichnet. Die z; heilen Koordinaten des Punktes P.

Spezialfille
Fiir n = 1 erhalten wir die Zahlengerade R! = R, fiir n = 2 die Ebene

R2I{|:i;:|ll’1,x2€R}

und fiur n = 3 den Raum

T
R? = To | tx,x0,23 €ER
T3
Rechnen mit Punkten
Es seien
P:[l'l,...7$n]T, Q:[yl,,yn]TERn
Addition, Subtraktion
r1+ % T1— Y
To + Y2 To — Y2
P+Q= _ , P—-Q= .
Skalarmultiplikation
QAT
axo
aP = ] , a€elR
aT,

12

Insbesondere ist 1 P = P, (—1) P=—Pund 0P =0=0,...,0]7 ( = Nullpunkt).

Distributivgesetze:

(a+B)P=aP+pP, a(P+Q)=aP+a@, o R
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2.1 Vektoren in R"

Fiir zwei Punkte P, (Q € R™ heilt die Differenz
I=P—-Q

der Vektor mit Anfangspunkt @) und Endpunkt P.
Verschiedene Paare von Anfangs- und Endpunkten kénnen denselben Vektor definieren, etwa

Lo [5] (21 [7] [4]1 [3
s 3|7 |4 2| " |2 |
Die Lage eines Vektors im Raum ist also nicht eindeutig bestimmt, sondern kann durch

Parallelverschiebung beliebig verandert werden.

Wahlt man den Nullpunkt 0 als Anfangspunkt, ist der zugehdrige Endpunkt P durch den
Vektor ' eindeutig bestimmt. Man nennt dann 7 den Ortsvektor von P. Wir kdnnen also
durch

T=P-0

die Menge aller Vektoren im R™ mit der Menge aller Punkte im R" identifizieren. Fiir P =0
erhalt man als zugehdrigen Ortsvektor speziell den Nullvektor 0 = [0, ... ,0].

Durch diese Identifikation iibertragen sich Addition und Skalarmultiplikation von Punkten im
R™ auf Vektoren.

Norm eines Vektors

Die euklidische Norm des Vektors & = [z1, ..., z,]T ist definiert durch

|Z]] ;= /22 + ... + 22 =

||Z]| ist also der Abstand zwischen Anfangs- und Endpunkt des Vektors Z, also seine Lange.

Eigenschaften der Norm

(i) (Positiv-Definitheit) ||Z|| > 0 und

|Zl =0 genau dann wenn 7 =0.

(i) (Homogenitat)
|laZ]] = |a| |7]] fir a € R.

(iii) (Dreiecksungleichung)
12 + gl < (|21 + (17l
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Ubung: Aus der Dreiecksungleichung folgt: |||Z]| — [|7]|| < ||Z — #]|.

Normierung Ist 7 # 0, so erhilt man durch

—_

— —

Ty = —T

einen Vektor der Lange 1 der in dieselbe Richtung wie ¥ zeigt.

8

Vektoren der Lange 1 heilen Einheitsvektoren. Spezielle Einheitsvektoren im R™ sind

[ 1 [0 ] 0
0 1
er=| " |,ea=101|,. .. e,= :
: 0
L 0] | 0] L 1]

Weitere Operationen auf Vektoren

1) Skalarprodukt Fiir 7 = [x1, ..., 2,7, 7= [y1, ..., ys])T € R"ist das Skalarprodukt
(oder auch das innere Produkt) definiert durch

(T, 7) =z + ...+ Tl = Zfb’zyz
i=1

Eigenschaften des Skalarproduktes

(i) (Symmetrie) (Z,9) = (¥, 7)
(i) (Linearitat)

oz, y) = (ad,y) = (¥,ay) firaeR
({T+79,2) =(7,2) +(,2)
<f737+5> = <$7g> + <f,§>
(i) (@2) =12 (%,9) = 1 (IF+ g1I* — |Z - 1*)

Geometrische Interpretation des Skalarproduktes

(@, 4) = |17 - [|9]] - cos

wobei ¢ den Winkel zwischen ¥ und ¢ bezeichnet.

Insbesondere gilt fiir Vektoren # = 0 und § # 0:

(Z, ) =0 & cosp=0 < @zig
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d.h., genau dann wenn # und i senkrecht aufeinander stehen.

Cauchy-Schwarz Ungleichung
(@,7) < |1zl - |1

Beweis:
[(Z, )| = |1Z]] - (|1g]] - | cos | < [|Z]| - |5 -
——

<1
2) Vektorprodukt im R?

Fiir Vektoren & = [z1, x2, 23]", ¥ = [y1, 92, y3]" € R? ist das Vektorprodukt (oder
auch das duBere Produkt) definiert durch

To2lY3z — T3Y2
TXY= | x3y1 — T1Y3
T1Y2 — T2l

Eigenschaften des Vektorprodukts
(i) (Antisymmetrie)

Daraus folgt insbesondere ¥ x ¥ =

(i) (Linearitat)

=IX (ay) firaeR

(iii) (Orthogonalitat)

(¥ xy,7) =0
(Zxy,7)=0
(iv) [|Z x4l = |7 - ||7]| - | sinp|, wobei ¢ der Winkel zwischen Z und

Insbesondere ist also ||Z x /]| die Fliche des von den beiden Vektoren 7 und ¢ aufge-
spannten Parallelogramms.

Die drei Vektoren 7,7, Z x ¥ bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem, d.h. es
gilt die rechte Hand Regel: Zeigt der Daumen der rechten Hand in Richtung % und
der Zeigefinger in Richtung 7/, so zeigt der Mittelfinger in Richtung Z x /.
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3) Spatprodukt im R3

Fiir 7,7, 7 € R? heilt

das Spatprodukt von 7,3 und Z.

In Koordinatenschreibweise gilt:

(T, 7 X 2) = x1(y223 — Y322) + 22(ys21 — y123) + T3(Y122 — 21Y2)

|(Z,§ x Z)| ist das Volumen des von Z, i und Z aufgespannten Spats (oder auch Par-
allelepipeds).

Linearkombination

Es seien pi,..., P, Vektoren in R™ und Aq{,..., )\, reelle Zahlen. Dann nennt man den
Vektor

E=MPL+ 4 Anfn = Y Nifl
=1

eine Linearkombination der Vektoren pj, ..., p,, mit Koeffizienten Ay, ..., \,,..
Offensichtlich gilt
O-p1+...40-p,, =0.

Diese spezielle Linearkombination des Nullvektors 0 heiRt triviale Linearkombination der
Vektoren pi, ..., Pm.

Die Vekoren pi, ..., p, heifen linear unabhangig, wenn gilt
i=1
Es gilt also: Die Vektoren pj,...,p, sind genau dann linear unabhingig, wenn sich der
Nullvektor nur als triviale Linearkombination der pi, ..., p,, darstellen l3sst.
Sind die Vektoren pi, . .., Py, nicht linear unabhangig, so heilen sie linear abhdngig. In diesem

Fall gibt es also Ay, ..., A, nicht alle 0 mit \;p) + ...+ A\ppm = 0 Ist etwa Ay # 0, so folgt
durch Umformung

R Y -
P = /\1p2 /\1p3 TN Pm -
Der Vektor p; lasst sich also in diesem Falle aus den iibrigen Vektoren ps, ..., p,, linear

kombinieren.
Insbesondere gilt:

e Zwei Vektoren pi,py sind genau dann linear abhingig, wenn sie auf einer Geraden
liegen.

e Drei Vektoren pi,ps, p5 sind genau dann linear abhingig, wenn sie in einer Ebene
liegen.



14. Dezember 2009

Beispiel
Die Einheitsvektoren €}, . . ., €, sind linear unabhangig, denn fiir jeden Vektor 7 = [z, . ..
gilt
n
i=1
und damit )" | z;6; = 0 genau dann wenn 2, = ... =x,, = 0.

2.2 Geraden im R"

Es sei 7, 7 € R™, 7 # 0. Die Menge aller Vektoren der Form

g :T=p+Ar, AeR

17

wfn]

(2.1)

beschreibt eine Gerade in R™. Die Darstellung (2.1) heift parametrisierte Darstellung:

e p heilt Aufpunkt,
e " Richtungsvektor,

e )\ Parameter der Geraden g.

Beispiel 2.1 Gegeben sei die Geradengleichung
g:y=2x+1 im R?.

Wir wollen eine parametrisierte Darstellung von g bestimmen.

Dazu bestimmen wir zwei Punkte auf der Geraden, etwa

o[2] o [3]

Der Ortsvektor p'zu P liefert dann einen Aufpunkt, ¥ = ) — P den Richtungsvektor. Also

Ist
0 1
oo[0]4a[3] aem

eine parametrisierte Darstellung von g.

}ﬁjr)\:iiden Punkt [i]

O NI

Fir A = —% erhdlt man z.B. den Punkt [

Abstand Punkt-Gerade
Der Abstand vom Punkt ¢ zur Geraden g : & = p'+ Ar ist definiert als

d(q, ) := min |7 - g]|.

Dies ist der kleinste Abstand, den ein Punkt auf der Geraden von ¢ haben kann.
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Ist 2* = p'+ A\*7 ein Punkt, fiir den dieses Minimum angenommen wird, so gilt dass der
Verbindungsvektor 7* — ¢ zum Punkt ¢ senkrecht zum Richtungsvektor 7 der Geraden ist,
also

0= (1" —q,r) =P+ N7T—qr).

Auflésen nach \* ergibt

PO Ui 250
S
also e
% o q—p,T =
S TEe
und damit
g — ||7* _ 2 < C]af)
.0 =17 -7l = (15— ap - T L )
Beispiel

(]
1
S
—+

. . To 1 L
Fir g : m—{l}—k)\[Q}undq—[l

und
c_forL2[]_tge
Tl 52 T |
sowie ) . A
2 10
@o=17-a=|s[3]-5]'5]|- 7

Abstand Gerade-Gerade

Fiir zwei Geraden

g =p1+Ar, AMER
gs f _»+)\27”2, A €R

ist der Abstand definiert durch

d(g1,92) = /\Rm |71 — T -

Dies ist der kleinste Abstand, den zwei Punkte auf den Geraden voneinander haben kdnnen.

Sind

17 )\*Fl

%Jg 5



14. Dezember 2009 19

zwei Punkte auf den Geraden mit minimalem Abstand, so steht der Verbindungsvektor
Ty — Ty
senkrecht auf den Richtungsvektoren 7 und 7%:
0= (2] — @3, 7) = (7] — 25,72) .
Dies liefert die beiden linearen Gleichungen
0= (P — Pa, 71) + AL, 71) — A (7, 71)

— =

0 = (1 — P2, T2) + AT(71,75) — A5(72, 72)
die man mit den Methoden des nichsten Kapitels iiber lineare Gleichungssysteme 6st.

Im Falle n = 3 gibt es einen weiteren Lésungsweg:

Das Vektorprodukt 77 = 7 x 7% steht ebenfalls senkrecht auf den Richtungsvektoren 7 und
5. Ist @ # 0, so missen 77 und 7 — 2% in dieselbe oder in die entgegengesetzte Richtung
zeigen, d.h. es gilt

T — Ty =pn fir ein p e R.
Nimmt man das Skalarprodukt dieser Gleichung mit 7, dann erhilt man

—_————
=(p1—D2,7)

— =

denn (7, 1) = (5, 1) = 0. Auflésen nach pu ergibt

<ﬁ1 - ﬁ?? ﬁ>
(1, )

und damit L
|<p1 —p2an>|

Geraden in impliziter Form

Ist g : &= p+ A7 eine Gerade im R?, so gibt es genau eine hierzu senkrechte Richtung. Ist
7= [ :; } so ist 71 = [ _:i } ein Vektor, der senkrecht zu ¢ steht. Einen solchen Vektor
nennt man Normalenvektor zu g.

Multipliziert man die Geradengleichung ¥ = p'+ A7 mit 7, so erhdlt man die implizite
Darstellung

g+ (T,7) = (p,7). (2.2)
Die Gerade g ist also die Menge aller Punkte 7 € R?, die diese Gleichung erfiillen.

Mit & = [ Z } n= { Z } und ¢ = (p, ) kann man Gleichung (2.2) in der Form

g ar+by=c, a, b nicht beide 0
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schreiben. Ist b # 0, so erhalt man hieraus durch Auflésen nach y die vertraute Geradenglei-
chung

a +C
=——r+-.
Y=73" 7y

Hessesche Normalform

Eine Gerade g im R? ist endeutig bestimmt durch ihren Abstand d zum Ursprung und den
Winkel 3, den das vom Ursprung aus auf die Gerade gefillte Lot mit der positiven x-Achse
bildet.

Ist d = 0, also g eine Gerade durch den Ursprung, so ist 3 nur bis auf Vielfache von 7
eindeutig bestimmt.

Die Hessesche Normalform der Geraden lautet dann

g :cosf-x+sinf-y=d.

Umrechnung: implizite Form — Hessesche Normalform

Ist g : ax + by = c eine Gerade in impliziter Form, so lautet die zugehdrige Hessesche
Normalform

b c

a
_—r —y = — falls ¢ > 0
Va2 + b? \/a2—|—62y va? 4+ b? -
a b c
- —— = — falls c < 0.
Va2 + b? \/a2—|—62y va? + b?

Ist g in Hessescher Normalform, lasst sich der Abstand eines Punktes ¢ = [ Zl } zZu g
2

besonders einfach ausrechnen:

d(q,g) =|cosf-q +sinf-q —d|.
Beispiel
- 0 1 e N -2
Zug:@= LT A 5 lautet die implizite Form (mit 77 = 1 )
g: 2x+y=1

und damit die Hessesche Normalform
2 n 1 1
=Tt =Y = =
I V5 \/gy V5

Fiir den Abstand zum Ursprung erhalten wir also \/Lg Fiir den Abstand zum Punkt ¢ = [ 2 }

wie zuvor
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2.3 Ebenen in R?
Es seien p, 7, 7 Vektoren in R? und 71 := 7 X 7% # 0. Die Menge aller Vektoren der Form
E : Z=p+ M1+ X, A, eER (2.3)
beschreibt eine Ebene in R? in parametrisierter Form:
e p heilt Aufpunkt,
e 7,75 Richtungsvektoren,

e )\, \, Parameter der Ebene F.

71 heillt Normalenvektor der Ebene F. Er steht senkrecht auf der Ebene und zwar so, dass
die Vektoren 77, 7, 7 ein Rechtssystem bilden.

Abstand Punkt-Ebene
Ist ¢ ein Punkt, so ist der Abstand zur Ebene £ : p'+ A7) + Aoi% definiert als
d(¢,E) = min_||Z—q|
= kleinster Abstand zwischen ¢ und einem Punkt der Ebene.

Ist @ = p'+ \j71 + A37% ein Punkt mit minimalem Abstand, so steht der Verbindungsvektor
¥* — ¢ senkrecht auf den beiden Richtungsvektoren 7, und 7. Daher gibt es ein © € R mit

T —q=pun.
Multipliziert man diese Gleichung skalar mit 77, dann erhalt man
(T% — q,1) = p(ii, )
—_———
= (p—q,7)

denn (7, 7) = (7, @) = 0. Man erhilt

und damit fiir den Abstand

7~ )|
7

d(q, E) = |pll|7i]| =

Beachte die Analogie zur Berechnung des Abstandes Gerade-Gerade.

Beispiel
Es sei
1 1 2
E . Z=|2|4+M| -1 |4+X]| 0], A, A € R
1 1 1
—— — ~——
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Normalenvektor ist
—1

ﬁ:_iX’I?Q: 1 , ||ﬁ||:\/6
2

Fiir den Abstand der Ebene zum Ursprung ergibt sich

Hierbei ist

O I T 3 A
=672 - - 2 2
Ebenen in impliziter Form
Essei £ : = p+ \i71 + Ao eine Ebene und 7 der Normalenvektor. Dann erhdlt man
durch Multiplikation von ¥ = p'+ A7 + Ao mit 77 die implizite Darstellung
E (& 1) = (p,7) . (2.4)
Die Ebene E ist also die Menge aller Punkte Z € R3, die diese Gleichung erfiillen.

a
Mit 7= | b | und d = (p,7) kann man Gleichung (2.4) in der Form
c

E:ar+by+cz=d, a, b, c nicht alle 0 (2.5)
schreiben.

Hessesche Normalform

Die spezielle implizite Form
E:ax+by+cz=d

mit d > 0 und a? + b? + ¢ = 1 heillt Hessesche Normalform der Ebene. In diesem Falle
ist d gleich dem Abstand der Ebene zum Ursprung.

Ist £ : ax + by + cz = d eine Ebene in impliziter Form, wobei die Komponenten a, b und ¢
des Normalenvektors nicht notwendigerweise normiert sind, so gelangt man zur Hesseschen
Normalform, indem man den Normalenvektor normiert und die Gleichung gegebenenfalls
noch mit —1 multipliziert:

a b c d
T+ Y+ z = falls d >0
Va2 + b2+ VAR + P+ Va0 + P a?+ b2 + ¢?
b d
— ¢ x— Yy — ¢ z=— falls d < 0.
Va2 + b2+ Vad+b02 4+ 27 Va2 4+ b2+ 2 a2+ 0%+
q1
Der Abstand eines Punktes ¢ = | ¢2 | zu E lasst sich wiederum sehr einfach ausrechnen:
qs

A, E)=|a-q1+b-qg+c-qs—d.
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Beispiel
1 1 2

Gegeben sei die Ebene E: = | 2 | + A1 | =1 | + X2 | O |. Durch Multiplikation mit
1 1 1

dem Normalenvektor 77 = 1 | erhdlt man die implizite Form

2
E: —x4+y+22=3.

Die Hessesche Normalform hierzu lautet also

1 1 2 3
——=T+ =Y+ —=2=—=.

V6 V6T V6 V6

Der Abstand zum Ursprung betragt also \%.

Schnitt Ebene-Gerade

Zur Berechnung des Schnittpunkts 7* einer Ebene £ mit einer Geraden g in R? verwendet
man am besten

e fiir die Ebene die implizite Form E : (Z,7) =

e fiir die Gerade die parametrisierte Form g : 7= p'+ AT

Der Schnittpunkt 7 erfiillt beide Gleichungen, also
F=p+ A7 und (1) =d,
also

(5, ) + A (7. 70) = d. (2.6)

1. Fall: (7,7@) # 0. In diesem Falle gibt es genau einen Schnittpunkt, den man wie
folgt berechnen kann:
o A=)
(1)

und der Schnittpunkt ist durch

P
A
{7’ i)

=%

T =p+
gegeben.
2. Fall: (7,7) =0

1. Unterfall: (p,7i) = d.

Dann ist Gleichung (2.6) fiir alle A* € R erfiillt. Jeder Punkt der Geraden liegt
also zugleich in der Ebenen, also verlduft die Gerade ganz in E.

2. Unterfall: (p, 1) # d.

In diesem Falle ist Gleichung (2.6) fiir kein A\* € R erfiillt. Damit liegt kein
Punkt der Geraden in E. Es gibt also keinen Schnittpunkt. Dies bedeutet, dass
die Gerade parallel zur Ebene ist und nicht in dieser liegt.
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2.4 Lineare Unterraume, Basis und Dimension

Geraden und Ebenen, die 0 enthalten sind Beispiele fir lineare Teilrdume:

Definition: Eine nichtleere Teilmenge U C R™ heift (linearer) Teilraum (oder linearer
Unterraum) falls gilt
ZyelU,a,ER = ar+pyeU.

Mit anderen Worten: Teilrdume U sind nichtleere Teilmengen, die abgeschlossen sind unter
Vektoraddition und Skalarmultiplikation.

Fir Vektoren pi, pa, . .., pr € R™ heillt die Menge

Lin(ﬁl,ﬁg,...7ﬁk) = {)\1]71 + ... +)\kﬁk : )\1,...,)\]6 S R}

aller Linearkombinationen von pi, ..., p) die lineare Hiille der Vektoren p1, ..., p.
Man priift leicht nach, dass Lin(pi, ..., Dk) ein linearer Teilraum ist.
Beispiel

(i) Fiir 0 ist Lin(p) = {\7 : X € R} die Gerade durch 0 mit Richtungsvektor j.
(ii) Fir py, ps linear unabhangig ist
Lin(py, p2) = {\P1 + A2 A, A € R}

die Ebene durch 0 mit Richtungsvektoren 7, .

Definition: Es sei U C R™ ein linearer Teilraum. Eine Menge {p),...,px} C U heifit
Erzeugendensystem von U, falls Lin(py,...,px) = U.

Ein Erzeugendensystem {p,...,px} heillt Basis von U, falls pi, ..., pj linear unabhingig
sind. Der Basisaustauschsatz der linearen Algebra impliziert: Die Anzahl der Vektoren zweier
Basen von U ist gleich, d.h. eine ,Invariante” des Unterraums U.

Die Dimension dim U des Unterraums U ist definiert als die Anzahl der Vektoren einer
(beliebigen) Basis von U.

Beispiel
(i) dim(R™) =n (Basis: {é1,...,én})

(ii) Pi,..., Dk linear unabhingig — dim(Lin(py,...,px)) =k

Insbesondere ist die Dimension einer Geraden = 1, Ebenen = 2, usw.
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3 Lineare Gleichungssysteme
Beispiel 3.1 Berechne den Schnittpunkt der drei Ebenen

El : T+ y+ z=1
Ey : dx+4y+32=5
Es : 2x+ y+ z2=2

Subtrahiert man das dreifache der ersten Zeile von der zweiten Zeile, so erhalt man
T4y =2.
Subtrahiert man die erste Zeile von der dritten Zeile, so erhalt man
=1

Einsetzen in die vorherige Gleichung liefert y = 1. Einsetzen der Werte fiir x und y in die
erste Gleichung fiihrt auf z = —1. Der Schnittpunkt der drei Ebenen ist also

Beispiel 3.2 Berechnet werden soll in Beispiel 3.1 die Schnittmenge der beiden Ebenen E;
und FE,.

Wie zuvor erhdlt man zunichst die Bedingung
T+y=2.

Da nun aber keine weitere Bedingung vorliegt, kann man einer der beiden Variablen einen
beliebigen Wert zuordnen, etwa

y=t, tekR

Dann ergibt sich x + ¢t = 2, also
r=2-—1

und Einsetzen in die Gleichung fiir E; fiihrt auf
2—t)+t+z=1

und damit z = —1. Die Menge aller Schnittpunkte ' der beiden Ebenen E; und E, ist also
gegeben durch

2—1t 2 -1
T= t| = 01|+t 11, teR.
—1 —1 0

Die Losungsmenge ist also eine Gerade.
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Beispiel 3.3 Gesucht ist nun der Schnittpunkt der Ebenen E;, F5 und E,, wobei
Ey : 22 +2y+32=—1.

Subtrahiert man die Gleichung fiir E; von der Gleichung fiir E5, so erhdlt man

2x + 2y = 6 und damit x +y = 3.
AuRerdem folgt aus den Gleichungen fiir £y und E5 wie zuvor

T4y =2.
Zieht man diese Gleichung von der vorherigen Gleichung ab, so erhidlt man den Widerspruch
0=1.

Es gibt also keinen Schnittpunkt.

3.1 Lineare Gleichungssysteme (LGS)

Ein System von Gleichungen der Form

a;1ry + aprs + ... + apr, = b
a1 + Goxs + ... + Ao, = bs
Am1T1 + GmaTa + ... + QunZn = b,

wobei die Koeffizienten a;; und die Werte b; vorgegebene reelle Zahlen sind, heifit linea-
res Gleichungssystem mit m Gleichungen fiir den Vektor ¥ = [x1,2y,...,7,]7 der n
Unbekannten.

Gesucht ist die Menge aller Vektoren 7, fiir die alle Gleichungen erfiillt sind. Diese Menge
heift Losungsmenge des LGS.

Die Koeffizienten a;; auf der linken Seite kann man zu einem rechteckigen Zahlenschema
der Form

a1; a2 Q1n

Q21 A22 Q2
A= _

Am1 Am2 - Omn

zusammenfassen. A heilfit Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems.

Ebenso lassen sich die Werte bi,ba, ... b auf der rechten Seite zu einem Vektor b =
(b1, ..., bm])T zusammenfassen. b heift Zielvektor und man schreibt fiir das LGS kurz
AZ =b.

Das LGS heillt

e unterbestimmt, falls m < n,
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quadratisch, falls m = n,

tiberbestimmt, falls m > n.

Beispiel 3.1 fiihrt auf ein quadratisches LGS mit

[
1 11 . 1
A=14 4 3 und b= 5 |,
2 11 2

Beispiel 3.2 fiihrt auf ein unterbestimmtes LGS mit
1 11 - 1
A_[443} und b—{5}.

3.2 Einschub: Matrizen

Eine m x n-Matrix ist ein Zahlenschema der Form

aix a2 A1p
Qo1 A22 Q2n,

A= : = [ay]
Am1 Am2  *°°  Omp

Die Eintrage a;; heilen Komponenten (oder Elemente) der Matrix. Das Element a;; steht
am Schnittpunkt der i-ten Zeile mit der j-ten Spalte.

Die Zeilen der Matrix

al,a.,...,al heiRen Zeilenvektoren
und die Spalten
d.i,d.s,...,d, heiBen Spaltenvektoren
Spezialfalle:
Eine 1 x n-Matrix [a11, @12, . . ., a1,] ist ein Zeilenvektor
an

. ) 21 . .
Eine m x 1-Matrix ) ist ein Spaltenvektor.
Am1

In diesem Sinne fassen wir Vektoren & € R™ in dieser Vorlesung stets als Spaltenvektoren
auf!
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Rechenoperationen

1) Matrixaddition

Sind A, B m x n-Matrizen, so ist die Summenmatrix A + B definiert durch

A+B = [CLi]’ +bl]] .

2) Skalarmultiplikation
Ist A eine m X n-Matrix und X\ € R ein Skalar, so ist \ - A definiert durch

AA= [)\aij] .
Insbesondere folgt: 1- A=A, (-1)- A= —A, 0- A= 0,,,, wobei

0 ... 0
Opn = | ¢ : | die m x n-Nullmatrix ist .
0 ... 0

Es gelten wieder die Distributivgesetze:

(a+pB)A=aA+PBA, a(A+B)=aA+aB

3) Matrizenmultiplikation

Es sei A eine m x [-Matrix und B eine [ x n-Matrix, d.h. die Anzahl der Spalten von
A ist gleich der Anzahl der Zeilen von B.

Das Produkt C' = A - B ist dann definiert durch

l
cij=Y awby firi=1...m, j=1...n, dh
k=1

l l
bn Ce bln Ekzl alkbkl - Zk:l alkblm

ai, ... aq;

: : ~~~
Am1 - Qml : : "Zeile x Spalte”

l l
bll B bln Zk:l amkbkl . Zk:l amkb;m

Das Element ¢;; der Produktmatrix erhélt man also als Skalarprodukt der i-ten Zeile
von A mit der j-ten Spalte von B. Das Resultat C' ist also eine m x n-Matrix.

Beispiele
1 3
. 6 3 —1 . 12 11
(.)A_[O 5 4}3— g—% erglbtA.B—{ A O}
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(i) r=| =3 |, y= { —2 } Dann gilt
2
—4
Ax—[_m}, yA—[—2,2]-[O 9 4]—[ 12, —-2,10]
1 3
#'B=[1,-3,-4] -2 -2 | =[-5,5].
0 1
g
(iii) Ist A eine m x n-Matrix, & = : € R"”, so ist
Tn,
air ... Q1 T ai1r1 + ...+ a1,T,
Am1 -+ Qmn T, Am1T1 + ... + Qn Ty,

Mit anderen Worten: In einem LGS AZ = b ist die linke Seite gerade das Matrizenpro-
dukt aus Koeffizientenmatrix A mit dem Vektor # der Unbekannten.

Rechenregeln der Matrizenmultiplikation

1) Assoziativgesetz
A(BC) = (AB)C

Da also die Reihenfolge der Berechnung des Matrixproduktes beliebig ist, lasst man
die Klammern weg und schreibt nur ABC.

2) Distributivgesetze
AB+C)=AB+AC und (A4 B)C=AC+ BC
3) Das Kommutativgesetz gilt nicht! Im Allgemeinen ist AB # BA.

Beispiel

o]l

0 0 -1 1
———>AB:[0 O}’ aberBA:{_1 1}

Dieses Beispiel zeigt auch zugleich:

4) Aus AB = 0 folgt nicht notwendigerweise A =0 oder B = 0.
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Der Rang einer Matrix

Der Rang rang A einer Matrix A ist definiert als die Dimension der von den Spaltenvektoren
dn,...,d, aufgespannten linearen Hiille

rang A = dim(Lin(d.q,...,d.,))

Beispiele
1 00 L o
A= 00 o0l = Lin(d,,dy,d3) = Lin(d,) also rangA =1
10 2 o o
A= 013! Lin(d.y,ds,ds) = Lin(d,,d2) also rang A =2
allgemeiner: Ist A eine m x n-Matrix in gestaffelter Form, d.h.
[ o % ... ]
0 e x
00 e
A: : : ko ok *
® X *
00 00 0
1 00 0 0 0

wobei gilt:
- alle mit e markierten Eintrage sind von Null verschieden
- alle mit x markierten Eintrage sind beliebig

so ist rang A gleich der Anzahl der Zeilen mit e

3.3 Elementare Umformungen

Zuriick zu den linearen Gleichungssystemen. Gegeben sei wieder ein LGS A7 = b. Hierfiir
verwendet man zweckmaBigerweise folgendes Schema:

S

xl a’;’2 DY a’;’n

m a2 v Qi | by
a1 Q@ - G | by
Am1 Gm2 = Qmp bm

Unser Ziel ist nun, dieses LGS in ein einfach zu l6sendes LGS zu tberfiihren, ohne dabei die
Lésungsmenge zu verdndern. Die folgenden elementaren Umformungen sind dabei erlaubt,
d.h. sie verandern nicht die Losungsmenge des LGS:
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| Zeilenvertauschung Zwei Zeilen diirfen vertauscht werden:
<
Il Spaltenvertauschung Zwei Spalten diirfen vertauscht werden:
T, e T
Dabei ist zu beachten, dass auch die Eintrage in der Kopfzeile vertauscht werden.

[l Skalierung Jede Gleichung darf mit einer beliebigen von Null verschiedenen Zahl

multipliziert werden:
— A A#£0
IV Addition Zu jeder Gleichung darf ein beliebiges Vielfaches einer anderen Gleichung

addiert werden:
— [+x[i] reR,i#j

Mit Hilfe dieser Elementarumformungen ist es moglich, ein beliebiges LGS in ein LGS in
gestaffelter Form zu tiberfiihren, dessen Losungsmenge man unmittelbar bestimmen kann.

Beispiel 3.4 Das Schema zum LGS aus Beispiel 3.1 hat die Form

xyzl;
1][1 1 11
[2]14 4 3|5
3]]2 1 12

Durch Elementarumformungen vom Typ IV kénnen die jeweils ersten Koeffizienten der zwei-
ten und dritten Zeile zu Null gemacht werden. Dadurch wird die Variable = aus |2] und

eliminiert.

‘x Y 2|0

11 1 1|1
2]—4-[1]=[4]|0 0 —1]|1
3]-2-[1]=[5]|0 -1 —1]0

Vertauscht man zweite und dritte Zeile, so erhalt man das LGS

b
1
0
1

Das Schema hat nun gestaffelte Form und kann nun von unten nach oben schrittweise
aufgeldst werden:

: —z=1also z= -1
: —y—2z2=0 = y=1

1] z4+y+2=1 = z+l-l=1lalsox=1
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Die Losung ist demnach ' = 1

Beispiel 3.5 Das Schema zum LGS aus Beispiel 3.2 hat die Form

Wie vorhin erhalt man

Es ergibt sich

: —z=1also z = -1

: r+y+z=1 = zx+y=2

In der Zeile | 1| kann nun entweder der Wert von x oder der Wert von y frei gewahlt werden.
Setzt man wie in Beispiel 3.2 y = ¢, t € R, so folgt

r=2-—1t

und damit ist die Losungsmenge eine Gerade

2—1 2 -1
= t | = 0|+t 11, teR
-1 -1 0

Beispiel 3.6 Beispiel 3.3 fiihrt auf das Schema

Ty b

11 1| 1

2] —4-[1]=[4]|0 0 1] 1
3]-2-[1]=[5]|0 0 1|-3
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und
xzyg
1][1r 1 1] 1
[4]|0 -1 0| 1
[5]+[4]=[6]|0 0 0]-2

Aus der letzten Zeile ergibt sich der Widerspruch
Oz+0y+02z= -2

Es existiert daher keine Losung des LGS.

3.4 Gestaffelte Form eines LGS

Wie in den Beispielen zuvor gesehen, lasst sich die Losung eines LGS einfach bestimmen,
indem man es durch elementare Umformungen in gestaffelte Form {iberfiihrt:

B By @y o By e o @ | b

° * *

0O e % .-+ % * *

0 0 e
[} * * k

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 | x

Dabei sind
- Z1,...,Z, eine Umordnung der x1, ..., x,, die durch Spaltenvertauschungen entsteht,

- alle mit e markierten Eintrage von Null verschieden,

- alle mit % oder x markierten Eintrage beliebig.

Losbarkeitsentscheidung
Das LGS besitzt

e keine Losung, wenn nur ein einziger der mit x markierten Eintrage nicht Null ist.

e L3sungen, wenn alle mit x markierten Eintrage Null sind (oder iiberhaupt keine Null-
zeilen existieren). In diesem Falle kann die Ldsungsmenge wie folgt beschrieben werden:

Die Werte fiir 41, ..., T, kdnnen beliebig vorgegeben werden,
'%T+1:t17"'7*%n:tn71“7 t1>"'7tn77‘€R'
Danach kdnnen die restlichen Werte von %,., Z,_1, ..., Z; durch Aufldsen des LGS von

unten nach oben bestimmt werden.
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3.5 Der GauBlsche-Algorithmus

Der GauBsche-Algorithmus (oder auch GauBsches Eliminationsverfahren) ist ein Algorithmus
zur Transformation eines LGS in gestaffelte Form mit Hilfe von Elementarumformungen:

1. Schritt: Bestimme ein Element a;; # 0 und iiberfiihre es durch Zeilenvertauschung
und Spaltenvertauschung an die erste Position der ersten Zeile.

2. Schritt: Eliminiere in der ersten Spalte die Eintrage as1, asi, ..., a,,; durch Sub-

traktion des Z—ﬁ—fachen der 1. Zeile von der i-ten Zeile:

[ [0- 21

Nach Abschluss des 2. Schrittes hat das Schema zum LGS die Form

;1

T1 o Tp | b
o x --- k|
0 *
0 * -+ % | %

Damit haben die erste Zeile und die erste Spalte die gewiinschte Form. Sie werden im
weiteren Verlauf des Algorithmus nicht mehr verandert. Nun wendet man das Verfahren auf
das Teilschema S’ an, das man aus dem urspriinglichen Schema durch Streichen der ersten
Gleichung und der ersten Spalte erhalt, und setzt die Umformungen solange fort, bis die
gestaffelte Form erreicht ist.

Beispiel 3.7 Fiir einen reellen Parameter o € R sei das folgende LGS gegeben:

T ) XT3 Ty b
1 2 2 —1|-1
o 0 1 0| 5
-2 -2 -3 0| 3
2 4 4 =2
Elimination der Variablen x; in |2|—|4 | ergibt
1 X9 3 T4 g
1 2 2 1] -1
0 0 1 0 5
0 2 1 -2 1
6]l 0 0 0 0|2+«
Vertauschung der Zeilen |2 | und | 5] ergibt
1 X9 I3 T4 g
1 2 2 1] -1
0 2 1 -2 1
0 0 1 0 5
6]l 0 0 0 0|2+«

Damit ist die gestaffelte Form erreicht und man hat zwei Falle zu unterscheiden:
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1. Fall a # —2: dann gibt es keine Losung.

2. Fall o« = —2: dann gibt es einen Lésungsraum mit einem freien Parameter
ry=t, L eR

und Auflésen von unten nach oben ergibt die Lésung

-7 —1

- -2 1
xr = 5 +t HE t1 € R

0 1

3.6 Homogene LGS

Ein LGS AZ = b heilt homogen, wenn der Zielvektor b der Nullvektor ist, andernfalls heiRt
das LGS inhomogen.

Homogener Fall A7 =0
- 0 ist stets eine Lésung, denn A0 = 0
- die Lésungsmenge ist ein linearer Teilraum. Er wird als Kern von A bezeichnet:
kern A := {¥: AZ = 0}.

Beweis: 7, i/ € kern A, «, 6 € R impliziert

und damit aZ + By € kern A.

Die Dimension dimkern A des Kerns von A ist an der zugehdrigen gestaffelten Form ab-
zulesen. Im homogenen Fall sind alle mit x gekennzeichneten Eintrage Null und damit die
Werte fiir

Tri1, -, Tn
frei wahlbar. Man erhilt eine Lésungsmenge mit n — r freien Parametern, also ist
dimkern A =n —r.
Da aulerdem rang A = r folgt die Dimensionsformel

dimkern A +rang A =n.

Die Dimension des Kerns und der Rang der Matrix ergeben also zusammen die Spaltenzahl
der Matrix.
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Beispiel 3.8 Im Falle des Beispiels 3.7 erhilt man fiir das homogene LGS AZ = 0 die
gestaffelte Form

T1 To T3 x45
1] 1 2 2 —-1]0
5]l 0 2 1 —2]0.
2]l o 0o 1 ofo0
6]l 0 0 0o ofo0

Es ist also 7 = 3 und damit
rang A =3 und dimkernA = 1.

Der Kern von A ist gegeben durch

kern A = < t; , 1 €R

—_ O = =

3.7 Inhomogene LGS

Es sei

e 7, Losung des LGS Ax = b

e 1), € kern A eine Losung des zugehdrigen homogenen Systems A7 = 0
dann ist ¥ = 7, + 7, ebenfalls Lésung des LGS A7 = b, denn

AT = A(Z, + ) = AT, + ATy, = b.
T
=b =0

Umgekehrt: Sind # und Z, Lésungen von AZ = b, dann ist Tp =7 — 7, € kern A, denn
AT —7,)=AT— AZ,=b—b=0.

Man kann somit jede Lésung des LGS A¥ = b in der Form

—

f:fs+l‘h, T, € kern A

darstellen.

Mit anderen Worten: Die allgemeine Losung eines inhomogenen Systems erhdlt man als
Summe einer speziellen Losung dieses Systems und der allgemeinen Lésung des zugehdri-
gen homogenen Systems. Dieser grundlegende Sachverhalt wird als Superpositionsprinzip
bezeichnet.
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Beispiel 3.9 Im Falle des Beispiels 3.7 16st der Vektor

-5

I

s )

—2

das inhomogene LGS

1 2 2 -1 —1
o 0 1 of|. | 5
2 -2 -3 0" | 3
2 4 4 =2 —2

Zusammen mit dem in Beispiel 3.8 bestimmten Kern von A erhilt man gemalk dem Super-
positionsprinzip die Losungsmenge des LGS

-5 _
—4

5
-2

+t .t eR.

81
I
— O =

Im Beispiel 3.7 hatten wir andererseits fiir die Lésungsmenge die Darstellung

-7
-2
5
0

erhalten. Die hierdurch beschriebene Menge ist aber dieselbe, wie man durch Ersetzen von
t; durch t; — 2 sofort einsieht.

8y
Il

+ ,t1€R

-1
1
0
1

3.8 Determinanten

Im Falle eines quadratischen LGS AZ = b kann man sehr einfach die eindeutige Losbarkeit
entscheiden. Dies geschieht mit Hilfe der Determinante der Koeffizientenmatrix A, die wie
folgt definiert ist:

e Ist A =[ay] eine 1 x 1-Matrix, so ist

det A = aq; .
e Ist A eine n x n-Matrix, so ist

det A := Z(—l)”jaij det A;;. (Entwicklung nach der i-ten Zeile )
j=1

Hierbei ist 7 ein beliebiger Zeilenindex und A;; diejenige (n—1) x (n—1)-Streichmatrix,
die man aus A durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte erhilt.
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Die Definition der Determinante det A einer n x n-Matrix A (und damit auch ihre Berech-
nung) wird also mit Hilfe der Zeilenentwicklung auf die Definition der Determinanten von
(n—1) x (n— 1)-Matrizen zuriickgefiihrt. Durch wiederholte Anwendung der Zeilenentwick-
lung fiihrt man die Definition schlieRlich zuriick auf die Definition von Determinanten von
1 x 1-Matrizen.

Das Vorzeichen (—1)"*/ in der Entwicklungsformel folgt einem Schachbrettmuster

+ - 4+ - +
+ - + - +

Alternativ kann man die Determinante auch nach der j-ten Spalte entwickeln:
n
det A = Z(—l)””a,-j det Az]
i=1

Hierbei ist j ein beliebiger Spaltenindex.

Spezialfille

d @11 Aiz2 |
et = Q11 - Q22 — A1 * (12
Q21 A22

(= "Hauptdiagonale” - “Nebendiagonale”)

@11 a2 13

= (11022033 + Q12023031 + A13021032
det 21 Q929 Q923

—Q31022013 — (32023011 — A33021412
a31 Q32 as3

(= "Hauptdiagonalen” - “Nebendiagonalen™)

(Regel von Sarrus)

Beispiele

1 3
det{4 5} =1-5—-4-3=5—-12=-7.

4
det 3|=11-1+2-3-34+4-2-1-3-1-4-1-3-1-1-2-2
1

)
— = O

=1+184+8—-12-3-4=28.
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Entwicklung nach der 4. Zeile liefert in folgendem Beispiel

g 2 ? é 30 1 2 0 1

det =(-D**.3.det |2 1 0| +(=1)*"*-2-det | 3 1 0
0103 1 0 3 003
3200

=—-3.-842-6=-24+12=-12.

Ist A eine obere Dreiecksmatrix, d.h.

o -
0 a9 *
A= 0 0
0 0 0 apn |
oder untere Dreiecksmatrix, d.h.
[a;; O 0 0 7
* a929 0 0
A= * ,
: 0
L k k * QApn, |
so gilt
det A =aq -as ... a,, = Produkt der Diagonalelemente .

Eine effiziente Methode zur praktischen Berechnung der Determinante liefert der Gaul-
sche Algorithmus:

Eliminiere mit Hilfe der Elementarumformung IV alle bis auf ein Element der 1. Spalte.
Hierbei dndert sich det A nicht! Entwickle danach det A nach der 1. Spalte: Hierbei hat
man dann nur noch eine einzige Determinante einer (n — 1) x (n — 1)-Matrix zu berechnen,
usw.

Sollten alle Elemente der 1. Spalte von A gleich 0 sein, so ist det A = 0.
Rechenregeln Es seien A und B zwei n x n-Matrizen. Dann gilt:

1) det(AA) = A" -det A, A € R.
Beachte hierbei den Exponenten von Al

2) (Determinantenmultiplikationssatz) det(AB) = det A - det B

3) (Determinante der Transponierten) det(A”) = det A
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wobei A7 die Transponierte von A bezeichnet, d.h.

ajp Q21 - Al

Q12 Ag2 -+ Ap2
AT =

A1p  QA2pn - Apn

Die Zeilen von A werden also zu den Spalten von A7, die Spalten von A zu den Zeilen
von AT,

Die Determinante als Abbildung der Spaltenvektoren

Schreibe
det A =det(dq,...,d.,)

als Abbildung der Spaltenvektoren der Matrix A. Dann gelten folgende weitere Rechenre-
geln:

4) det ist linear in jeder Spalte, d.h.

— — — -/ — —
det(d@.,...,d 5 1, d;+ PBa;,dj ... 0,)
T

=/

= adet(c_i.l, ce ,C_l‘.jfl, 6.j, CY.j+1, .. ) + ﬁdet(d’.l, e ,d’.j,l, CL,j, a.j+1, e ,CI_:n>

5) Vertauscht man zwei Spalten, dann dndert sich das Vorzeichen der Determinante, d.h.

det(...,d;,...,dq,...)=—det(...,dy,...,d4,...)

6) Sind zwei Spaltenvektoren von A gleich (oder linear abhangig), so ist det A = 0.

7) Addiert man das Vielfache eines Spaltenvektors von A zu einem anderen Spaltenvektor
von A, so bleibt det A unverandert, d.h.

det( vy 1, ., +ad., A.jqq - - ) = det( sy A1, 0y Ay, - )

In gleicher Weise kann man
det A = det(ay., ..., d,.)

als Abbildung der Zeilenvektoren der Matrix A schreiben. Dann bleiben die Aussagen 4) - 7)
richtig, wenn man jeweils ,Spalte” durch ,Zeile” ersetzt.

Beispiele

det =0, det = det =1-2-3-6

S O O
S O O W
W N =
= Oy 3 Ot
S O N Ot
O O N =
O W™
S UL =
o O O -
O O N =
S W O
(@) I GRS



14. Dezember 2009 41

Der Zusammenhang zwischen quadratischen LGS und Determinanten ist in folgendem Satz
enthalten:
Satz: Ein quadratisches LGS A7 = b ist genau dann eindeutig l6sbar, wenn det A # 0.

Weiter gilt
det A # 0 < dimkern A =0 < rang A =n.

Zusatz: Ist det A = 0 so kann es keine oder unendlich viele Lésungen geben.

Cramersche Regel

Ist A eine n x n-Matrix mit det A # 0, also das LGS AZ = l;eindeutig |osbar, so konnen
die Komponenten des Lésungsvektors Z auch mit Hilfe der Cramerschen Regel wie folgt
berechnet werden:

det(a a.;_ g a .,
z; = e(_»ala 7_?] 17_»7aJ+17 ’a_’> j=12...,n
det(al, y Qj—1, gy gy, ,an)
Beispiel
1 0 3 —1
A=11 3 0], b= |2
0 3 5 3

-1 0 3
det(b,@o, @) =det | 2 3 0| =—15+18—27=—24
|3 3 5]
B [1 —1 3]
0 3 5]
B [1 0 —1]
det(@, @9, b) =det [1 3 2| =9-3-6=0
0 3 3
und somit
L[4 -1
rT=— 24| =11
Y



14. Dezember 2009 42

3.9 Matrix-Gleichungssysteme

Ein LGS der Form
AX =B

heift Matrix-Gleichungssystem. Dabei sind A eine m x n-Matrix, B eine m x k-Matrix
und gesucht ist eine n x k-Matrix X in den Unbekannten z;;. Das zugehdrige Schema ist
von der Form

‘ fof o by e by,
ai ai12 e Q1n b11 e blk
Am1 Am2 ... Qmn bml c. bmk

Durch Elementarumformungen wird dieses Schema wieder in gestaffelte Form tiberfiihrt und
durch Auflésen von unten nach oben fiir jeden Spaltenvektor b.; geldst.

Die Kriterien fiir die Losbarkeit sind analog zu den Ldsbarkeitskriterien von LGS (siehe Ab-
schnitt 3.4). Insbesondere ist ein Matrix-Gleichungssystem mit quadratischer Koeffizienten-
matrix A genau dann eindeutig |6sbar, wenn det A # 0.

Beispiel 3.10 Gegeben sei das Matrix-Gleichungssystem AX = B mit

A= B =

DN LW
o~ O
= O =
DO =
N W Ot

1

Die Losung X ist also eine 3 x 2-Matrix. Das zugehdrige Schema hat die Form

EA by b

1 2 . 1 2
1 0 1] 1 5
3 1 01 3
2 0 4| 2 12
Der GauR-Algorithmus liefert die gestaffelte Form
B by bo
1 0 1 1 5

4] 0 1 —3| -2 —12
5] o 0o 2| 0o 2

Damit ergibt sich
: 2*T:[o 2] = il =10,1]
cal 37l =12, -12] = ZL =0,3]+[-2, —12] = [-2, -9
: xl-:[L 5]_[07 1] = [17 4]

und schlieRlich die Lésung
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Inverse Matrix

Eine besondere Rolle spielt das Matrix-Gleichungssystem

AX =F
wobei A eine n x n-Matrix ist und
10 --- 0
01 --- 0
E:Eniz . . . . :[51,52,...,€n].
00 --- 1

E,, heilt Einheitsmatrix und man priift leicht nach, dass fiir jede n x n-Matrix B gilt
E,-B=B=B-E,.

Im Falle det A # 0 ist die Lésung X des Matrix-Gleichungssystems AX = F eindeutig
bestimmt. Die eindeutig bestimmte Losung X wird auch mit A~! bezeichnet und heift
Inverse von A. Ist det A = 0, so besitzt A keine Inverse.

Eigenschaften der inversen Matrix A~}

det A7' = 1 denn 1 =det F = det(AA™!) = det A - det(A™1).

T det A’

Ist AX = B ein beliebiges Gleichungssystem mit det A = 0, so folgt durch Multiplikation
des LGS von links mit A~!
X=A"'B.

Mit anderen Worten: Kenntnis der Inversen A~! liefert durch Multiplikation mit B die Lésung
des Matrix-Gleichungssystems AX = B.

Die Berechnung der Inversen lohnt sich immer dann, wenn wiederholt Gleichungssysteme mit
derselben Matrix A und verschiedenen rechten Seiten gelost werden miissen.

Beispiel
Firn =2 gilt

Ist det A # 0, so folgt

o T2y L. 2
FurA—{1 2}erg|bt5|chetwaA —3{_1 2}
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Beispiel 3.11 Im Falle des Beispiels 3.10 ist det A = 2, also A invertierbar. Der Gaul-
Algorithmus liefert

o7 | e & &
1 0 1] 1 0 0
3 1 0/ 0 1 0
2 0 4| 0 0 1
0 1 -3|-3 1 0
0 0 2/-2 0 1
und damit
. 40 -1
Al=X=2-|-12 2 3
21 20 1
1 5
Hiermit kann man dann auch die Lésung AX = [ 1 3 | aus Beispiel 3.10 direkt berech-
2 12]
nen:
1 5 . 40 -1 1 5 1 4
X=A"11 3|==]-12 2 3 1 3|=1]-2 -9
2 12] 2| =20 1 [2 12 0 1

Orthogonale Matrizen

Eine n x n-Matrix A heillt orthogonal, wenn
ATA=E.
Fiir orthogonale Matrizen A gilt:
1) A=t = AT
2) AAT =

4

)

3) AT ist orthogonal.
) Ist B orthogonal, so ist auch AB orthogonal.
)

5) det A= =+1, denn 1 = det £ = det(AT A) = det(AT) - det A = (det A)2.

Eine Matrix ist genau dann orthogonal, wenn ihre Spaltenvektoren ein Orthonormalsystem
bilden, d.h., wenn die Spaltenvektoren Linge 1 haben und paarweise orthogonal sind, d.h.

o 1 firi=j
<0J-'L'7a-j> = I .
0 firi# 7.
Beispiel

Fiir beliebige Winkel ¢ ist die Matrix

| cosp —sinp
D(p) = [ sing  cosp }

orthogonal.
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4 Lineare Abbildungen

4.1 Allgemeines

Definition Eine Abbildung f : R" — R™ heilt linear, falls gilt
1) (7 +7) = f(7) + f(7) fir allle 7, § € R",
2) f(AZ) = Af(Z) fur allle # € R™, X € R.

Im Falle f: R™ — R™ nennen wir f auch eine lineare Abbildung in R™.

Eine lineare Abbildung ist also vertraglich mit Vektoraddition und Skalarmultiplikation.

Beachte: Ist W C R™ ein linearer Teilraum, so ist auch das Bild f(W) C R™ wieder ein
linearer Teilraum, d.h. eine lineare Abbildung iiberfiihrt Geraden in Geraden (mdglicherweise
entartet), Ebenen in Ebenen (bzw. in Geraden), usw.

Es sei A eine m x n-Matrix. Dann ist die Abbildung

n
1 Zj:l 15X
Ty : R" = R" 7= 5 — AT = :
n
Tn Zj:l mjTj
offensichtlich linear.
Insbesondere gilt
Qy;
TA(ei) = Aei = = Q..
Ay

Mit anderen Worten: In den Spalten der Matrix A stehen die Bilder der Basisvektoren
€1,...,€E, unter der Abbildung T'4.

Beispiel 4.1 (n =m = 2)

cosp —siny
sin Cos ¢

D(p) = { ] , peo,2n]

T'n(,) beschreibt dann eine Drehung des R? um den Winkel .

Umgekehrt gilt: Ist f linear und
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aufgrund der Linearitat

[(@)=f (szé) szif(a) = AT.

In diesem Sinne ist f die zur Matrix A gehorende lineare Abbildung Ts. A heillt Abbil-
dungsmatrix von f.
Verkettung
Sind f : R” — R und ¢ : R' — R™ linear, so ist auch die verkettete Abbildung
gof :R"—R™
T g(f(Z))
linear.

Ist A Abbildungsmatrix von f, B Abbildungsmatrix von g, so folgt
BA ist die Abbildungsmatrix von go f

Die Matrizenmultiplikation der Abbildungsmatrizen entspricht somit der Verkettung der zu-
gehorigen linearen Abbildungen, denn

go [(Z) =g(f(Z)) = B(AZ) = (BA)Z.
~~

=A%

Insbesondere gilt: Die lineare Abbildung f : R™ — R™ ist genau dann bijektiv (also um-
kehrbar), wenn die zugehdrige Abbildungsmatrix A invertierbar ist. Die inverse Matrix
A~1ist gerade die Abbildungsmatrix der Umkehrabbildung 1.

Beispiel 4.2 Drehungen f : R? — R? um den Winkel ¢ sind umkehrbar. Die Umkehrabbil-
dung f~! ist eine Drehung um den Winkel —¢.

Die Abbildungsmatrix der Umkehrabbildung ist also

| cos(—=yp) —sin(—yp)
D(-¢) = sin(—p)  cos(—yp)

In der Tat gilt
D(p)D(—p)=E  also  D(—¢p)=D(p)".

Determinante und lineare Abbildungen
Ist f:R™ — R" linear und A die zugehorige Abbildungsmatrix, so ist
| det A| = Volumen des von f(é}),..., f(€,) aufgespannten Parallelepipeds

| det A| beschreibt also die Volumenanderung des Einheitswiirfels unter der zugehdrigen
linearen Abbildung f.
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4.2 Spezielle lineare Abbildungen in R”

Drehungen im R”

Lineare Abbildungen f(Z) = AZ im R™ heien Drehungen, falls A orthogonal und det A =
1.

Drehungen sind normerhaltend, d.h. || AZ|| = ||Z]|, denn
|AZ|]?> = (A%)" - Az =37 (ATA) = 3"Ei =37 - 7 = || 7|*.

e Im R? sind alle Drehungen von der Form f(Z) = D(¢)Z (siehe Beispiele 4.1 und 4.2)

e Im R? ist
0 cosp —singp 0
A= D(p) 0| =1 sing cosp 0
0 01 0 0 1

eine Drehung um die z-Achse um den Winkel ¢. Fiir allgemeine Drehmatrizen A ist
die Drehachse durch die Fixpunktgerade

{ : AX =17}
gegeben. Der Drehwinkel ¢ bestimmt sich gemal der Formel
2cosp+ 1 =spur 4,

wobei spur A := ay1 + a9 + aszz die Spur von A bezeichnet.

Beispiel Die Matrix

2 o2
A== -1 2 2
31 9 1 2

ist orthogonal und det A = 1. Also ist A eine Drehung. Die Drehgerade bestimmt sich als
Lésungsmenge des LGS
A7 =72 & (A-E)@=0,

also durch den Kern der Matrix A — E:

1 2 2 — 1 0 0 1 —1 2 -1
A—E:§ —1 2 21 —-1010 :§ -1 -1 2
2 —1 2 0 01 2 -1 -1
und man erkennt sofort
1
kern(A—FE)=<t | 1| :teR
1

Fiir den Drehwinkel ¢ folgt

™

1
2cosp+1=2, also cosp =g, damitgo:j:3
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Das Vorzeichen des Drehwinkels hdngt davon ab, aus welcher Richtung man auf die Dreh-
achse schaut.

Projektionen im R"

Eine lineare Abbildung f(Z) = AZ im R" heiRt Projektion, falls A2 = A ist.

Jeder Bildpunkt ' = AZ von f ist zugleich ein Fixpunkt, denn

AU = A(AZ) = A% = A7 = 7.

Jeder Punkt @ wird durch einmalige Anwendung der Abbildung f auf die Fixpunktmenge
abgebildet und bleibt bei weiterer Anwendung der Abbildung dann unverandert.

Die Projektion heilt orthogonal, falls
(AZ — Z, AZ) =0 fir alle 7 € R™.

1

Beispiel 4.3 Die Matrix A = % [ L1

} beschreibt eine orthogonale Projektion auf die

Geradeg:t[i].

Die Matrix A = { Lo ] beschreibt eine Projektion auf dieselbe Gerade, sie ist aber nicht

10
orthogonal, denn z.B.
- S 1 1 0
sa-a=[1]-[a]- Y]
Also <A€1 — 51,A€1> =1 7é 0.
Projektionen auf Geraden

Ist g : tv eine Gerade im R™ so beschreibt

v vy ... VU,
o =T u 2
A R 1 _ [v ; }_ 1 VU1 V3 ... Ualy
= -, = — : . 1 = 7= . .
SaN R (RN FTE
Up, )
VU1 UVpla ... (%

die orthogonale Projektion auf g.

Insbesondere ist ||A,Z — Z|| = d(Z, g) der Abstand von Z zur Geraden g.

Projektionen auf implizit definierte Mengen

Ist M : (Z,7) = 0 eine implizit definierte Menge im R", so ist
i -t
17312

Ay =F

die orthogonale Projektion auf M.

Insbesondere ist ||AyZ — Z|| = d(&, M) der Abstand von ¥ zu M (vgl. Kapitel 2 fiir den
Fall implizit definierter Geraden und Ebenen).
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Beispiel 4.4
3] L9
YTl 9795 12 16
beschreibt die orthogonale Projektion auf die Gerade ¢ : ¢ [ i } :

—4 } also g : (Z,7) = 0 die implizite Darstellung. In

Ein Normalenvektor zu g ist 7 = [ 5

der Tat ist auch

E_ﬁ-ﬁT_ Lol 1] 16 —-12]_ 1] 9 12
72 |0 1] 25| -12 9| 25|12 16 |~

Spiegelungen im R”

Eine lineare Abbildung f(Z) = BZ im R" heiRt Spiegelung, falls B> = F ist. Zweimaliges
Spiegeln fiihrt also auf den Ausgangspunkt zuriick.

Ist A eine Projektion, so ist B := 2A — E eine Spiegelung (an der Fixpunktmenge von A),
denn
B*=(2A—E)-(2A—E)=4A> - 2AE —2EA+E’=E.

Umgekehrt: Ist B eine Spiegelung, so ist A = %(B—I—E) eine Projektion (auf die Fixpunkt-
menge von B), denn

»_ 1

4=

1 1
(B+E)-(B+E):Z(B2+BE+EB+E2):Z(ZB+2E):A.

Beispiel 4.5 Die Spiegelung an der Geraden g : t¥ ist gegeben durch

= 2T
Vv
Bg:2Ag—E:2W—E

Im Beispiel 4.4 ist die Spiegelung an der Geraden ¢ : ¢ { i ] gegeben durch B, = % [ _21 21; ] .

Die Spiegelung an der implizit definierten Menge M : (&, 7) = 0 ist gegeben durch

i -l

BM:2AM—E:E—2 ~2
1]

Diese Abbildung wird auch Householder-Transformation genannt.

Basiswechsel
x

Die Komponenten z,...,z, des Vektors ¥ = : € R" heilen auch kartesische
T

Koordinaten von 7. Sie beschreiben die Koordinaten des Vektors 7 beziiglich der Einheits-

vektoren €1, ..., ¢,, denn
n
i=1
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Mitunter kann es nutzlich sein, eine andere Basis

des R™ zu betrachten.

Zur Umrechnung der kartesichen Koordinaten von 7 in die Koordinaten beziiglich der neuen
Basis, bilden wir die Matrix V' = [¢/},...,¥,]. V ist invertierbar, denn rang V' = n, und die
Komponenten 7; des Vektors i = V1% beschreiben die Koordinaten von ¥ beziiglich der
Basisvektoren , . . ., U,.

(Beweis: > "' y;0; = Vy=V (V&) = 7))

Die Matrix V! beschreibt also den Basiswechsel von der Standardbasis &,...,¢, zu
U1, ..., U, und die Matrix V' entsprechend den umgekehrten Basiswechsel.

Ist f(&) = AZ eine lineare Abbildung in R", so gilt im neuen Koordinatensystem
() = Ay mit A := V1AV.

Die Matrizen A und A heiRen dhnlich (bzw. dquivalent), da sie dieselbe lineare Abbildung
(allerdings beziiglich verschiedener Koordinatensysteme) beschreiben.

Beispiele 4.6 Es sei v} = l i } und Uy = l —4 } Basis des R2. Dann ist

3
[3 —4 o1 [ 34
V‘{zx 3}’ v _%{—4 3}'

Die Projektion A, und die Spiegelung B, fiir die Gerade g : t¥} haben beziiglich der V-
Koordinaten die Abbildungsmatrix

- [10 s [1 0
v=loo) o m=lo 4]

Beispiel 4.7 Die Abbildung

1 To — I3 0 1 -1 X1
f(f) =T X 1 = T3 — 1 = —1 0 1 . To
1 1 — T2 1 -1 0 T3

ist linear. Fur die Basis

—_ =

— —

1
Uy = —= , Uz = —=
2 NG s 3 NG

ist die Matrix V' = [0}, U, 03] orthogonal, d.h. V—1 = VT,
Die Abbildungsmatrix A = V-'AV = VT AV beziiglich der neuen Basis ist gegeben durch
L[ VB =V 0 0 1 -1 . V31 V2

A=—1| 1 1 =2/ -1 0 1|-—1| —v/3 1 12
Vé\/ﬁ\/iﬁ 1—10\/6 0 —2 V2

Sl
Il

<~
S5

o&o
OO&l
o O O



14. Dezember 2009 51

Diese Matrix l3sst sich in das Produkt A = A3 - A, - A, zerlegen, wobei

A = = Projektion auf die (7, i) — Ebene,

o O =
o = O
o O O

01
A2 = -1 0
0 0

o O O

= Drehung der (¥, ¥;) — Ebene um den Winkel — g,

As :=V/3E = Streckung um den Faktor v/3.

4.3 Eigenwerte und -vektoren

Definition Es sei A eine n x n-Matrix. Ein Vektor v € R", ¥/ £ 0, heilt Eigenvektor von
A zum Eigenwert \ € R, wenn
AU = M.

Ist A Eigenwert von A, so ist also das homogene LGS
(A= XE)Z=0
nicht eindeutig I6sbar, also det(A — AE) = 0. Ist umgekehrt det(A — AF) = 0, so ist
dimkern(A — AE) > 0.

Also enthilt kern(A — AE) einen Vektor ¥ # 0. Fiir 7 gilt AZ = \Z, & ist also Eigenvektor
von A zum Eigenwert \.

Die Funktion
p(A) :=det(A — \E), AeR

definiert ein Polynom vom Grad n in der Variablen . p heillt charakteristisches Polynom
von A.

Beispiel 4.8 Es sei

1 2

1—) 2
A:[2 1} also A—)\E—[ }

2 1—A

und
pA)=det(A—AE)=(1-X)?—4=X-2A-3=(A-3)(A+1).

A besitzt also die Eigenwerte 3 und —1. Zugehorige Eigenvektoren sind

171:|:1:| und 172:|:_1:|

Normiert man die Eigenvektoren noch zu 1, also

.11 N
UI—E 1 un UQ—_Q 1
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so erhalt man ein Orthonormalsystem. Beziiglich dieser Basis hat die durch A beschriebene

lineare Abbildung die Abbildungsmatrix [ g _(1) } d.h. es ist

el vl )

Einschub: Fundamentalsatz der Algebra

Die quadratische Gleichung
P +pr+q=0

besitzt die beiden Lésungen

2

p b
=—=4 — —
Tt 9 1 q

N——

=:A=Diskriminante
und es gilt:

1. Fall: A > 0 = x reelle Lésungen

2. Fall: A <0 = 2+ = —£ £iv/—A zwei zueinander konjugiert komplexe Lésungen

Die komplex Konjugierte Z einer komplexen Zahl z = a + ib ist dabei gegeben durch
Z:=a—1b
Man erhilt z aus z durch Spiegelung an der reellen Achse.

Im Unterschied zu R sind in C auch Gleichungen héheren Grades stets |6sbar. Dazu betrach-
ten wir die Gleichung
a2 4 Faz+ay=0 (4.1)

mit einem Polynom p n-ten Grades mit Koeffizienten ag,...,a,_1 € C. Die Nullstellen des
Polynoms p sind dann gerade die Lésungen der Gleichung (4.1). Dann gilt der

Fundamentalsatz der Algebra
Jedes Polynom n-ten Grades ldsst sich als Produkt von n Linearfaktoren schreiben:
2 2" b aztag= (2 —b)(z—by) ... (2 —Dby).
Die komplexen Zahlen by, ..., b, sind die Nullstellen des Polynoms.
Fallen mehrere Nullstellen zusammen, so spricht man von Nullstellen hdherer Vielfachheit.

Jedes Polynom vom Grad n besitzt also genau n komplexe Nullstellen, wenn man jede
Nullstelle samt ihrer Vielfachheit zahlt.

Fiir Polynome mit reellen Koeffizienten ay, ..., a,_1 gilt zusatzlich:
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Die nicht reellen Nullstellen treten als Paare zueinander konjugiert komplexer Nullstellen
gleicher Vielfachheit auf.

Beispiel

24522 4+2+5=0
Rate Nullstelle: b, =+
45 +i4+5=—i—5+i+5=0.
Dann ist auch b; = —i eine Nullstelle. Polynomdivision durch (z —i)(z +1i) = 2% + 1 ergibt
(22 +5224+24+5): (2*+1)=2+5.
Also folgt
P 452+ 2+5=(2—9)(z+1i)(2+5).

Zuriick zu Eigenwerten und Eigenvektoren.

Es sei A wieder eine n x n-Matrix, p sein charakteristisches Polynom. Der Fundamentalsatz
der Algebra liefert die Darstellung

p(A) =det(A—AE) = (=1)"(A= A1) - ...- (A= \,).
Hierbei sind A, ..., A, die (komplexen) Nullstellen von p. Insbesondere folgt:

1) Es gibt hochstens n verschiedene Eigenwerte zur Matrix A.

2) det A = Ay - ...- \,, wobei \; die (komplexen) Nullstellen des charakteristischen
Polynoms sind.

3) A ist also insbesondere genau dann invertierbar, wenn alle Nullstellen Aq, ..., A, von
0 verschieden sind.

4) Eigenwerte von A und AT (aber im allgemeinen nicht die Eigenvektoren!) stimmen
iberein.

Weiter gilt
5) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhangig.

6) Die Spur von A ist gleich der Summe der Nullstellen von p

spurA=ai1+ ...+ app =M+ ...+ A\,

Ist A k-fache reelle Nullstelle von p, also X insbesondere Eigenwert von A, so ist die Dimension

des zugehorigen Eigenraumes
{Z : AZ = \7}

mindestens 1 und hochstens k.
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Beispiel 4.9 Gegeben sie die n x n-Matrix

2 1 0 0]
0
A= | 0 = p(A)=(2-N)".
: S |
0 ... ... 0 2]

Also ist 2 n-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms, aber
dim{7 : A¥ =27} =1.
Ein zugehdriger Eigenvektor ist €.

Wichtiger Spezialfall

Ist A symmetrisch, d.h. AT = A, so sind alle Eigenwerte des zugehdrigen charakteristischen
Polynoms reell. Weiterhin stimmen Dimension des zugehérigen Eigenraums und Vielfachheit
des Eigenwertes liberein. Weiterhin kénnen Eigenvektoren so gewahlt werden, dass sie eine
Basis aus orthogonalen Einheitsvektoren bilden (siehe Beispiel 4.8).

Diagonalisierung

Ist A eine n X n-Matrix A mit genau n linear unabhingigen Eigenvektoren 7y, ..., v, zu den
Eigenwerten A1, ..., \,, so folgt mit dem Basiswechsel
V= [2717 ,17n]
At 0 - 0
~ 1 O . . .
A=V"AV = =:diag(A1, ..., ).
o 0
0 .- 0 \,

A ist also dhnlich zu einer Diagonalmatrix, bei der auf der Diagonalen die Eigenwerte der
Matrix A stehen. Man sagt dann, dass A diagonalisierbar ist.

Beispiel 4.10 Die Matrix

sind

1 1 7
=01, tw=|-1], t3=]2
0 0 3

Die Matrix
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ist invertierbar mit

und man priift leicht nach, dass

VAV =

S O N

o = O

W= Y

e}
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