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Vorwort

Das vorliegende Skript fasst den Stoff der Vorlesung Optimierung I (d.h. der
Finfiihrung in die Optimierung) vom Wintersemester 2006/2007 zusammen.
Teile des Skripts (Kapitel 3 bis 5) gehen auf Vorlesungen von Prof. Dr. Alex-
ander Martin zur Diskrete Optimierung I und I, die er an der TU Darmstadt
in den Jahren 2000 bis 2003 hielt, und von Prof. Martin Grotschel tiber Li-
neare Optimierung, die er im Wintersemester 1984 /1985 an der Universitat
Augsburg hielt, zuriick.

Kapitel 6 ist dem Buch von Grétschel, Lovasz, und Schrijver [GLS88| ent-
nommen bzw. beruht teilweise auf einem Skript von Prof. M. Grétschel zur
Vorlesung Lineare Optimierung vom Wintersemester 2003/2004.

Kapitel 7 und 8 orientieren sich an den Biichern [Ho79] von R. Horst, [GK99,
GKO00] von C. Geiger und C. Kanzow, [NW99] von J. Nocedal und S.J. Wright
und an Vorlesungen zur Optimierung, die S. Ulbrich in den Jahren 2000 bis
2004 an der TU Miinchen gehalten hat.

Besonderer Dank bei der Verfassung des Skripts gilt Thorsten Materne, der
grofse Teile davon geschrieben hat, sowie Markus Moéller, der das Skript Kor-
rektur gelesen hat. Dennoch ist das Skript noch nicht vollsténdig iiberarbeitet
und es ist sicherlich nicht frei von Fehlern. Fiir Hinweise auf solche sind wir
immer dankbar.

Darmstadt, Oktober 2008
Prof. Dr. Mirjam Diir Prof. Dr. Alexander Martin Prof. Dr. Stefan Ulbrich






Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 7
2 Konvexe Mengen und Funktionen 15
2.1 Konvexe MengenJ ......................... 15
‘2.2 Extrempunkte und Extremrichtungen . . . . . . . . . ... .. 19
‘2.3 Trennungssétzé .......................... 22
2.4 Stitzeigenschaften . . . . .. ... ... ... L. 27
‘2.5 Konvexe Funktionen . . . .. ... ... ... ......... 28
‘2.6 Differenzierbare konvexe Funktionen . . . . . . . ... .. .. 31
2.7 Optimalitatsresultate fiir konvexe Optimierungsprobleme . . . 33
3 Polytope und Polyeder‘ 37
‘3.1 Seitenflachen von Polyedern . . . . . . .. . ... ... ... .. 40
3.2 Ecken, Facetten, Redundanz . . . . . . ... ... ....... 44
3.3 Dimensionsformel und Darstellung von Seitenflichen . . . . . 48
4 Grundlagen der Linearen Optimierung 53
‘4.1 Duales Problem und schwacher Dualitétssatz‘ .......... 54

4.2 Das Farkas-Lemma . . . . . . . .. .. . 62

4.3 Optimalitdtsbedingungen und der starke Dualitétssatz der Linearen Optimierungj 65

5 Der Simplex-Algorithmus 7
5.1 Basen, Basislosungen und Degeneriertheit‘ ........... 7
5.2 Die Grundversion des SimpleX—VerfahrenS‘ ............ 81
5.3 Phase I des Simplex-Algorithmus . . . . . . ... ....... 92
5.4 Implementierung des Simplex-Verfahrens . . . . . . . . . . .. 96
5.5 Varianten des Simplex-Algorithmus . . . . . . . ... ..... 101

5.5.1 Der duale Simplex-Algorithmus . . . . . . .. ... .. 101

5



‘5.5.2 Obere und untere Schranken . . . . . . . . . . ..
‘5.6 Sensitivitatsanalyse . . . . . . . . .. ...,

@Die Ellipsoidmethode und Polynomialitat fiir rationale LPs 123

‘7 Optimalitatsbedingungen fiir nichtlineare Probleme‘

‘7.1 Optimalitatsbedingungen . . . . . . . . . . . . . . . ...

7.1.1 Tangentialkegel und Linearisierungskegel . . . . .
7.1.2 Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen . . . . . . ..

\S;Quadratische Probleme

‘Literaturverzeichnis

6.1 Polynomiale Algorithmen . . . . . . ... ... ... ...
6.2 Reduktion von LPs auf Zulassigkeitsprobleme . . . . . .
6.3 Die Ellipsoidmethode . . . . . . . . ... ... ... ...
6.4 Laufzeit der Ellipsoidmethode . . . . . . . . . .. .. ..
6.5 Separieren und Optimieren . . . . . . . . . . .. .. ...

8.1 Probleme mit Gleichheitsrestriktionen . . . . . . . . . ..
8.2 Strategie der aktiven Menge fiir Ungleichungen . . . . . .

123

151
152
152
155

159
159
162



Kapitel 1

Einleitung

Optimierung beschéaftigt sich damit, Minima oder Maxima einer Funktion f
iiber einer Menge &X' zu finden. Aus der Analysis ist der Satz bekannt, dass
eine stetige Funktion iiber einer kompakten Menge ihr Minimum und ihr
Maximum in Punkten z,,;, und z,,,, annimmt. Dieser Satz ist aber ein reiner
Existenzsatz. Er sagt nichts dariiber aus, wie man diese Punkte z,,;, und
Tmae Praktisch berechnen kann. Optimierung im weitesten Sinn beschéftigt
sich mit diesem Problem.

Die Funktion, deren Minimum oder Maximum gefunden werden soll, wird
Zielfunktion genannt, die Menge X’ heift zuldssige Menge. Die Elemente z € X
heifien zuldssige Punkte oder zuldssige Losungen. Die zuldssige Menge kann
der ganze Raum R" sein (dann spricht man von unrestringierter Optimierung
bzw. Optimierung ohne Nebenbedingungen); sie kann aber auch eine Teilmenge
des Raumes sein, die durch sogenannte Nebenbedingungen beschrieben wird.
In diesem Skript werden zwei verschiedene Schreibweisen fiir ein Minimie-
rungsproblem verwendet:

min{f(x):xz € X'},

bzw.

min f(x)
st.x e X.

Beides bedeutet dasselbe: Wir suchen das Minimum der Funktion f iiber der
Menge X. Die Abkiirzung “s.t.” steht fiir das englische “subject to”, was soviel
bedeutet wie “unter den Nebenbedingungen”.
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Oft ist die zuldssige Menge durch Gleichungen und Ungleichungen beschrie-
ben, also

X={zeR": h(z)=0, g(zx) <0}
mit Funktionen h : R® — RF, g : R® — R™.
Die Menge der Punkte aus X, in denen das Minimum angenommen wird,
bezeichnen wir mit Argmin(f, X'). Formal:

a=min{f(z):z € X} <= Argmin(f,X)={recX: f(z)=a}.

Beispiel 1.1 Wir suchen das Minimum der Funktion f(z) = x® — 7.52% +
18x — 10.5 tber der Menge aller Punkte, die folgende zwei Nebenbedingungen
erfillen: x —1 > 0 und 2® — 5z < 0.
Die Zielfunktion in diesem Beispiel ist also die Funktion f(x) = 23 —7.52% +
18z — 10.5, die zuldssige Menge ist die Menge X = {x € R : x — 1 >
0,2% — 5z < 0} = [1,5]. Formal wird das Optimierungsproblem geschrieben
als
min{z® — 7.52% + 187 — 10.5: 2 — 1 > 0, 2% — 5z < 0},
oder auch
minz® — 7.52% + 18z — 10.5
s.t. z—1 > 0
22 —5x < 0.

Siehe Abbildung 1.1 fiir eine Skizze.

Das Minimum wird im Punkt x = 1 angenommen, d.h. Argmin(f, X') = {1},
der zugehdrige Funktionswert ist f(1) = 1.

In der Graphik gut zu sehen ist auch ein Phénomen, das sehr oft beobachtet
werden kann: Es gibt ein sogenanntes lokales Minimum im Punkt z = 3.
Diese Beobachtung fiihrt uns zur folgenden Definition:

Definition 1.2 Fin Punkt & € X heifst lokaler Minimalpunkt der Funktion f
tiber der Menge X, wenn eine offene Umgebung U(Z) von T existiert, so dass

f@) < f(x) Veeld@)nX.

Der Punkt T € X heifit globaler Minimalpunkt der Funktion f diber der Menge
X, wenn
f@) < f@) Voek.

Lokale und globale Maximalpunkte sind analog definiert.
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Abbildung 1.1: Die Funktion f(z) = z* — 7.52* + 18z — 10.5 im Intervall
[1,5].

Eine weitere wichtige Beobachtung ist die, dass jedes Maximierungsproblem
auch als Minimierungsproblem geschrieben werden kann. Dabei verwendet
man die Relation

max{f(z):x € X} = —min{—f(z) : z € X'}.

Statt also ein Maximierungsproblem max{f(z) : * € X'} zu lésen, kann
man das Minimierungsproblem min{—f(z) : € X'} 16sen. Um dann den
korrekten Wert des Maximums zu erhalten, muss die Losung des Minimie-
rungsproblems noch mit (—1) multipliziert werden.

Beispiel 1.3 (Fortsetzung von Beispiel|1.1)

Suchen wir nun das Maximum der Funktion f(x) = x® — 7.52% + 18z — 10.5
iiber der Menge X = {x € R:x—1>0,2? — 5z < 0} = [1,5]. Wie man aus
Abbildung 1.1 sieht, wird das Maximum im Punkt x = 5 angenommen, der
zugehorige Zielfunktionswert ist f(5) = 17.

Bestimmen wir dieses Mazimum nun tber den Umweg des Minimierungspro-
blems:

max {x®—752r>+ 182z —105:2—1> 0,22 —5x <0} =
—min {—(2® — 752 + 182 — 10.5) : x — 1 > 0,2 — 5z < 0},
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Graphisch ist dies in Abb.[1.8 dargestellt.

Abbildung 1.2: Die Funktion — f(z) = —(2* —7.522 4+ 182 — 10.5) im Intervall
[1,5].

Das Minimum von —f dber [1,5] wird im Punkt x = 5 angenommen, der
zugehorige Funktionswert ist f(5) = —17. Um wieder auf das Maximum der
urspriinglichen Funktion zu kommen, multiplizieren wir jetzt (—17) mit (—1).

Je nachdem, welche Form die Zielfunktion und die zulédssige Menge haben,
ist ein Optimierungsproblem verschieden schwer zu l6sen. Der folgende Uber-
blick soll eine grobe Einteilung von Optimierungsproblemen bieten:

Lineare Optimierungsprobleme:

Von einem linearen Optimierungsproblem, auch lineares Problem (LP) ge-
nannt, spricht man, wenn sowohl die Zielfunktion als auch die Nebenbedin-
gungen lineare Funktionen vom R™ nach R sind. Wie man sich denken kann,
ist dies die einfachste Klasse von Optimierungsproblemen. Es gibt eine Reihe
von Algorithmen zur Lésung von LPs, am bekanntesten ist wohl der Simplex-
Algorithmus.

Ein lineares Optimierungsproblem in Standardform ist von der Gestalt:

minc’z st. Ar=0b, x>0
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mit ce R", b € R™, A e R™", © € R™.

Beispiel 1.4 (Fin Transportproblem)

Ein Chemieunternehmen hat m Fabriken Fy, ..., F,, und r Verkaufsstellen
Vi,..., V.. Jede Fabrik F; kann pro Woche a; Tonnen eines gewissen che-
mischen Produkts herstellen. a; heiffit Kapazitiat der Fabrik F;. Jede Ver-
kaufsstelle V; hat einen bekannten wichentlichen Bedarf von b; Tonnen des
Produkts. Die Kosten, um eine Tonne des Produkts von Fabrik F; an Ver-
kaufsstelle V; zu transportieren, sind c;;.

Problemstellung: Welche Menge des Produkts muss man von jeder Fabrik
zu jeder Verkaufsstelle transportieren, so dass die Kapazititen der Fabriken
eingehalten, der Bedarf aller Verkaufsstellen gedeckt und die Kosten hierbei
minimal sind?

Modellierung als Optimierungsproblem: Sei z;; > 0,1 <i <m, 1 <
Jj <, die Zahl der Tonnen, die von F; nach V; transportiert werden. Dann
kann man das Problem wie folgt formulieren:

m T

min Z Z CijTij (Transportkosten)
i=1 j=1
T

s.t. Z vy <a, i=1,...,m, (Kapazititen einhalten)

j=1
m
Za:ij >b;, j=1,...,m (Bedarf erfiillen)
i=1

J}Z]ZO, i:l,...,m, jzl,...,T.

Offensichtlich handelt es sich um ein Lineares Optimierungsproblem.
In praktischen Anwendungen kommen oft noch Produktions- und Lagerhal-
tungskosten dazu.

Diskrete Optimierungsprobleme:

Ein diskretes Optimierungsproblem hat sehr oft eine lineare Zielfunktion. Die
Schwierigkeit liegt darin, dass die zuldssige Menge nun so genannte Integer-
bedingungen enthélt, d.h. Bedingungen der Art z; € Z, oder x; € {0,1}. Das
klingt im ersten Moment leichter, schliefslich hat ein solches Problem ja nur
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endlich viele zuldssige Punkte, man konnte also einfach alle durchprobieren
und wiirde so das Optimum ganz einfach finden. Der Grund, weshalb das
nicht moglich ist, liegt am meistens exponentiellen Wachstum der Anzahl
der zulassigen Punkte, sobald die Dimension des Problems groft wird. Man
braucht daher spezielle Losungstechniken fiir diskrete Probleme.

Kontinuierliche Optimierungsprobleme:
sind Optimierungsprobleme, bei denen keine Integerbedingungen auftreten.

Konvexe Optimierungsprobleme:

Hier taucht zum ersten Mal der Begriff der Konvexitéat auf, der in Kapitel
ausfiihrlich behandelt wird. Im Wesentlichen besagt er, dass bei konvexen
Optimierungsproblemen jedes lokale Optimum bereits das globale Optimum
ist. Es ist also moglich, Algorithmen zu entwickeln, die auf lokaler Information
basieren, wie zum Beispiel den Gradienten von Zielfunktion und Nebenbe-
dingungen.

Globale Optimierungsprobleme:

Das sind Probleme, bei denen lokale Minima auftreten, die nicht gleich dem
globalen Minimum sind. Hier geniigt es nicht mehr, lokale Informationen, wie
Gradienten, zu betrachten. Es miissen spezielle globale Optimierungstechni-
ken entwickelt werden.

Diese Vorlesung soll Grundlagen vermitteln, die sowohl fiir die diskrete als
auch fiir die kontinuierliche Optimierung gebraucht werden. Auf dieser Basis
ist spéter eine Spezialisierung in die eine oder andere Richtung moglich.

Beispiel 1.5 Portfoliooptimierung

Ein Investor mochte einen Betrag B > 0 so in ein Portfolio aus n Aktien
investieren, dass die erwartete Rendite mindestens p und das Risiko minimal
ist. Bezeichne r; die Rendite der i-ten Aktie nach einem Jahr (dies ist eine
Zufallsvariable) und x € R™ mit

n
Zmi: 1, x>0,
i=1

die Anteile der Aktien am Portfolio (der Anleger investiert z; B in Aktie i),
dann ist die Rendite des Portfolios

R(z) = rfe, r= (re, ... ,rn)T.
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Wir nehmen an, dass der Zufallsvektor r = (71, ..., r,)? den Erwartungswert
@ € R™ und die Kovarianzmatrix > € R™" habe. Dann ist die erwartete
Rendite des Portfolios

und seine Varianz

V(R(z)) = 2" 2z

Suchen wir nun das Portfolio mit erwarteter Rendite > p, das minimale
Varianz hat, so fiihrt dies auf das Optimierungsproblem

min 27¥z u. d. Nebenbedingung sz =1, >0 plz>p.

=1

Dies ist ein konvexes quadratisches Optimierungsproblem.
Suchen wir alternativ das Portfolio mit Varianz < v, das die maximale er-
wartete Rendite hat, so erhalten wir das Optimierungsproblem

max pu’z u. d. Nebenbedingung le =1, >0, z'¥zx<uw
i=1

Dies ist ein konvexes Optimierungsproblem mit linearen und quadratischen
Nebenbedingungen.
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Kapitel 2

Konvexe Mengen und Funktionen

Ein grundlegender Begriff fiir die gesamte Optimierung ist der Begriff der
Konvexitdt. Wie bereits angedeutet, ist das Vorhandensein oder Nichtvor-
handensein von Konvexitat mitentscheidend dafiir, wie schwierig ein Opti-
mierungsproblem ist. Der Begriff “konvex” wird sowohl auf Mengen als auch
auf Funktionen angewendet. Wir beginnen mit konvexen Mengen.

2.1 Konvexe Mengen

Definition 2.1 FEine Menge C C R™ heifit konvex, wenn mit je zwei Punkten
aus C auch die gesamte Verbindungsstrecke zwischen den Punkten in C liegt,
d.h. wenn aus x1,x9 € C und X € [0, 1] folgt

Azy+ (1 —N)zg € C.

Beispiel 2.2 Folgende Mengen sind konvex (Ubung):

a) die leere Menge; die Menge, die nur aus einem einzigen Element x € R"
besteht; der ganze Raum R";

b) jede Hyperebene H, das ist eine Menge der Form

H={zxcR":a'z=a},

wobei a € R™,a # 0 und a € R. a heif$st dabei Normalvektor zu H.
c) jeder von einer Hyperebene H erzeugte abgeschlossene Halbraum

H*={z €R":a"2 > a},

15
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und jeder dazu gehorende offene Halbraum
H={r eR":a’z > al;

d) die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems Ax = b, mit A €
R™™ und b € R™;

e) jede abgeschlossene (und auch jede offene) Kugel um einen gegebenen
Punkt xy € R™ vom Radius o« > 0

Bo(z9) = {x € R" : ||z — x| < a}.

Den Punkt z = Azy + (1 — A)ag mit A € [0,1] nennt man Konvexkombina-
tion von x; und x,. Bei dieser Definition muss man sich jedoch nicht auf
Punktepaare beschranken, man kann allgemein Konvexkombinationen von p
Punkten betrachten:

Definition 2.3 Gegeben seien Punkte xy,...,z, € R" und Zahlen
A1, ..o, Ap € Ry mit der Eigenschaft Y %, \; = 1. Dann heifit der Punkt

Z:)\1$1+...—|—)\pl’p

eine Konvexkombination der Punkte x4, ..., x,. Gilt zusdtzlich 0 < \; < 1 fiir
alle \;, so heifit z echte Konvexkombination von 1, ..., x,.

Satz 2.4 Fine Menge C C R"™ ist konvex genau dann, wenn fiir jede beliebige
Zahl p € N alle Konvexkombination von p Punkten x,...,x, aus C wieder
in C enthalten ist.

Beweis. | (=>):| Angenommen, C ist konvex. Beweis mittels Induktion nach
p:

Fiir p = 1 ist die Aussage offensichtlich wahr. Nehmen wir nun an, dass sie
fiir fl > 1 wahr ist und betrachten 1, ..., 2,41 € C, A1,..., A\pp1 € Ry mit
YA =1und

xr = )\11’1 + ...+ )\pZL‘p + )\p+1ZL‘p+1.

Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit kénnen wir A,;; # 1 annehmen (sonst
wire bereits z = x,41 € C). Mit

A A

=21 +...+ ——=x
1_)‘p+1 '
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koénnen wir x ausdriicken als
= (1= A1)z + Ap1Zps1-

Es gilt

A A P i
— 2 >0,...,—2 >0 und =,
1_/\p+1 B 1_>‘p+1 ; 1_/\p+1

daher ist, laut Induktionsannahme, z € C. Da C konvex ist, ist auch x € C.

(«<=): | Ist umgekehrt jede Konvexkombination von p Punkten aus C wieder

in C enthalten, dann gilt das insbesondere fiir p = 2. Daher ist C eine konvexe
Menge nach Definition 2.1! O

Eine einfache und leicht zu beweisende geometrische Eigenschaft konvexer
Mengen beschreibt der folgende Satz.

Satz 2.5 Der Durchschnitt einer beliebigen Familie konvexer Mengen ist
wieder eine konvexe Menge.

Beweis. Ubung. O

Es ist leicht zu sehen, dass die Vereinigung konvexer Mengen im Allgemeinen
nicht konvex ist.

Die Summe konvexer Mengen und deren skalare Vielfache sind konvexe Men-
gen:

Satz 2.6 Seien C und D konvexe Mengen im R"™ und o« € R. Dann sind auch
die Mengen
C+D:={r+y:xe€C,yecD}

sowie

aC :={azx:z€C}

konvez.

Beweis. Ubung. O

Betrachtet man eine nichtkonvexe Menge M C R", so lasst sich diese “konve-
xifizieren”, indem man konvexe Obermengen von M betrachtet. Der Durch-
schnitt all dieser Mengen ist die kleinste konvexe Menge, die M enthélt:
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Definition 2.7 Der Durchschnitt aller konvexen Mengen, die M enthalten,
heif$t die konvexe Hiille von M und wird mit conv M bezeichnet.

Der folgende Satz zeigt, dass die konvexe Hiille einer Menge M dasselbe ist
wie die Menge aller Konvexkombinationen von Punkten aus M.

Satz 2.8 Die konvexe Hiille einer Menge M ist die Menge aller Konvex-
kombinationen von Punkten aus M.

Beweis. Ubung. O

Jeder Punkt in conv M ist also die Konvexkombination von Punkten in M.
Der folgende Satz sagt, dass man fiir diese Darstellung hochstens (n + 1)
Punkte benoétigt, wobei n die Dimension des Raumes ist.

Satz 2.9 (Satz von Carathéodory) Die konvere Hille einer Menge
M C R™ ist die Menge aller Konvezkombinationen von (n + 1)-elementigen
Teilmengen von M.

Beweis. Sei ¥ € conv M. Wegen Satz 2.8 bedeutet das: Es existieren
x1,...,%, € M so, dass

i=1 =1

Wenn bereits p < n + 1 gilt, dann ist nichts mehr zu zeigen. Gilt p > n + 1,
dann zeigen wir, dass man fiir die Darstellung von x auf einen der p Punkte
verzichten kann:

Betrachten wir dazu die (p — 1) Vektoren y; = x; —x, (i =1,...,p—1). Fir
p > n + 1 sind die y; linear abhangig, d.h. es existieren Zahlen a;, ..., op1,
die nicht alle verschwinden, so dass

p—1
Z a;y; = 0.
i=1

Anders gesagt,

p—1
Zai(wi —1x,) =0
i=1



oder

Mit der Definition oy, = (— Sl «;) haben wir also

p

p
E o;r; = 0, E Q,; = 0.
=1 i=1

Wegen (aq,...,a,) # (0,...,0) gibt es daher mindestens ein a; > 0.
Sel nun ¢y definiert durch

Dann gilt

20

A - A
)\i - —OOéZ' Z 0V i, und ()\z — —OCYZ'> =1.
(07
1

Somit ist

p p s p by
T = Z it = Z (/\Z- - fai) T = Z ()\i - f%) x;
i=1

i=1 ‘o i=1 %0
i # g
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eine Darstellung von z als Konvexkombination von echt weniger als p

Punkten aus M.

2.2 Extrempunkte und Extremrichtungen

O

Definition 2.10 Sei C # () eine konvexe Menge im R™. Ein Punkt x heift
Extrempunkt von C, wenn er nicht als echte Konverkombination von ver-

schiedenen Punkten aus C dargestellt werden kann, d.h. wenn aus x =
Axy + (1 — AN)zg mit x1,29 € C und X\ € (0,1) folgt: © = x; = x9. Hat C

nur endlich viele Extrempunkte, so nennt man diese auch Ecken.
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Abbildung 2.1: Konvexe Menge zu Beispiel 2.12

Beispiel 2.11 Betrachte die konvere Menge C = {(z,y) € R? : 2?2 +y* < 1}.
Die Menge ihrer Extrempunkte ist {(z,y) € R* : 2% +¢* = 1}.

Beispiel 2.12 Betrachte die konvexe Menge aus Abbildung [2.1. Ihre finf
Extrempunkte sind die Ecken (0,2), (1,0), (5,1), (4,4) und (0.5,6).

Konvexe Mengen, die nur endlich viele Extrempunkte besitzen, nennt man
Polyeder bzw. Polytope. Sie spielen eine wichtige Rolle in der linearen Opti-
mierung und werden daher in einem eigenen Kapitel (Kapitel 3) ausfiihrlicher
behandelt.

In den obigen beiden Beispielen kann man zeigen, dass jeder Punkt der Menge
als Konvexkombination der Extrempunkte darstellbar ist. Tatsdchlich gilt
folgender Satz, den wir ohne Beweis anfiihren:

Satz 2.13 Sei C # 0 eine kompakte konvere Menge im R™. Dann ist C die
konvexe Hiille threr Extrempunkte.

Beweis. Siche, z.B. Rockafellar [Ro70]. O
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Dieser Satz gilt jedoch nur fiir kompakte konvexe Mengen. Bei unbeschrank-
ten konvexen Mengen gentigen die Extrempunkte nicht mehr zur Darstellung
der gesamten Menge, wie man am folgenden Beispiel sieht:

Beispiel 2.14 Betrachte die abgeschlossene konvexe Menge C = {(x,y) €
R? : y > |z|}. Der Ursprung ist der einzige Extrempunkt dieser Menge, die
Menge besteht aber nicht nur aus Konvexkombinationen dieses Extrempunk-
tes.

Um auch unbeschrinkte konvexe Mengen beschreiben zu koénnen, benotigt
man den Begriff der Extremrichtung.

Definition 2.15 Sei C # () eine abgeschlossene konvexe Menge im R™. Ein
Vektor d € R™, d # 0 heifit Richtung von C, wenn fir jedes x € C gilt:
x+ ad € C fir jedes a > 0.

Zwei Richtungen di,dy von C heiflen verschieden, wenn dy # (dsy fir alle
6> 0.

FEine Richtung d von C heif$t Extremrichtung, wenn d nicht darstellbar ist
als positive Linearkombination von zwei verschiedenen Richtungen; d.h. falls
d = (1dy 4 Pady mit By, By > 0, dann ist di = vyds fiir ein v > 0.

Beispiel 2.16 (Fortsetzung von Beispiel [2.14.)
Betrachten wir nochmals die Menge C = {(z,y) € R? : y > |z|}. Richtungen

4
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25F c

Abbildung 2.2: Konvexe Menge zu Beispiel 2.16
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von C sind jene Vektoren, die mit dem Vektor (0,1)T einen Winkel < 45°
einschlietSen. Die Extremrichtungen sind genau die Vektoren dy = (—1,1)
und dy = (1,1)T. Jede andere Richtung von C ist als Linearkombination von
dy und dy darstellbar.

Mehr iiber Extrempunkte und Extremrichtungen gibt es im Kapitel 3.

2.3 Trennungssatze

Trennungsséitze beschreiben den anschaulich einleuchtenden Sachverhalt,
dass es moglich ist, zwischen zwei disjunkte konvexe Mengen C; und C, eine
Hyperebene zu legen, die die beiden Mengen “trennt”, d.h. die den Raum so
in zwei Halbraume teilt, dass C; in einem Halbraum liegt und C, im anderen.
Man unterscheidet dabei zwischen “Trennung” und “strikter Trennung’

Definition 2.17 Seien My und My beliebige Mengen im R"™. Fine Hyper-
ebene 'H trennt My und My, wenn My und My in gegeniiberliegenden ab-
geschlossenen Halbrdumen liegen, die von 'H erzeugt werden.

Die Trennung heif$t strikt, wenn das Entsprechende fir die von H erzeugten
offenen Halbrdume gilt.

Wir beweisen zunéchst eine Proposition, die zum Beweis des strikten Tren-
nungssatzes (Satz[2.19) benétigt wird.

Proposition 2.18 Sei C eine nichtleere, abgeschlossene, konvexre Menge im
R™, welche den Ursprung nicht enthdlt. Dann existiert eine Hyperebene, die
C und den Ursprung strikt trennt.

Beweis. Sei B, eine abgeschlossene Kugel um den Ursprung,
B, ={zeR": |jz| < a},

so, dass C N B, # 0. Dieser Durchschnitt ist eine kompakte Menge, daher
nimmt die stetige Funktion ||z|| thr Minimum iiber C N B, in einem Punkt
T € CNB, an. Wegen 0 ¢ C gilt ||z|| > 0 fiir jedes x € C und somit auch
1Z]| > 0.

Nun sei = ein beliebiger Punkt aus C. Da C konvex ist, gilt fiir jedes A € [0, 1]
A+ (1—=X)z) € C und

Az + (1= A)z]* > ||z]*,
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da z minimalen Abstand von 0 hat. Anders gesagt,
A+ (1 -N2) "0z +(1-Nz)>z"2 VYAelo1],

oder
Mz—-2)(z—2)+2X27(z—-2) >0 VAc]0,1]. (2.1)
Wir zeigen jetzt, dass ' (z — Z) > 0: Angenommen, es wire Z7 (

—e < 0. Dann konnen wir A € (0, 1) so klein wihlen, dass

T —1I) =

2¢ > Mz — 7)) (z —7) > 0.
Dann wiirde folgen, dass
22T (x —7) < =Nz — )" (v — ),
ein Widerspruch zu (2.1). Daher muss fiir jedes z € C
'z —2)>0

sein, das heifst
' >3"r>0 Vrel.

Sei 3 = 1z"z. Damit trennt die Hyperebene
H={zcR": 772 =3}

strikt die Menge C und den Ursprung. O

Mit Hilfe dieser Proposition kénnen wir den eigentlichen Trennungssatz fiir
abgeschlossene Mengen beweisen.

Satz 2.19 (Strikter Trennungssatz) Seien C; und Cy zwei disjunkte,
nichtleere, abgeschlossene, konvexe Mengen im R™, und sei Co kompakt. Dann
ezistiert eine Hyperebene, die C1 und Co strikt trennt.

Beweis. Da C; kompakt ist, ist die Menge C; — Cy abgeschlossen und (nach
Satz[2.6) konvex. Da C; und Cy disjunkt sind, ist der Ursprung nicht in C; —Cs
enthalten. Nach Proposition 2.18 existiert also eine Hyperebene

He,—c, = {z € R": T a}
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die den Ursprung strikt von C; — Cy trennt. Hierbei minimiert £ € C; — Cs
die Distanz von C; — Cy zum Ursprung, und o = %jTi‘.
Fiir jedes x € C; — C, gilt

e >a>0.
Fir alle u € Ci,v € Cyist t = u — v € C; — Cy und damit

' (u—v) >a>0.
Daher
lu>z'v+a>zv Yuel,vedls.

Es folgt, dass
inf z7u > sup z7v 4+ a > sup z' v.
uely v€ECo v€ECa

Es existiert daher eine Zahl 3 so, dass

inf z7u > > sup 7l v.
UECl ’UGCQ

Damit trennt die Hyperebene {z € R™ : z7x = 3} strikt die Mengen C; und
Cs. O

Fiir strikte Trennbarkeit ist die Voraussetzung, dass eine der beiden Mengen
kompakt ist, unverzichtbar, wie man an folgendem Beispiel sieht:

Beispiel 2.20 Sei C; = {(x,y) € R? : y < 0} und Cy := {(v,y) € R? :
y > e*}. Die Mengen sind disjunkt, beide sind konvexr und abgeschlossen,
trotzdem ist keine strikte Trennung mdaglich.

Cy und Cy sind aber trennbar durch die Hyperebene H = {(z,y) € R? : y = 0}.

In diesen beiden Sétzen war es wichtig, dass die vorkommenden Mengen ab-
geschlossen waren, deshalb war die strikte Trennung moglich. Verzichtet man
auf die Abgeschlossenheit der Mengen, so muss man auch auf die Striktheit
der Trennung verzichten. Dies beschreiben die folgende Proposition bzw. der
néchste Satz.

Proposition 2.21 Sei C eine nichtleere, konvexe Menge im R™, welche den
Ursprung nicht enthdlt. Dann existiert eine Hyperebene, die C und den Ur-
sprung trennt.
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Beweis. Fiir jedes x € C sei
Y(z)={y eR":y'y=1y"2 >0}

Y(z) ist nichtleer und abgeschlossen. Seien xy,. ..,z endlich viele Punkte
aus C. Da C konvex ist, ist nach Satz 2.4/ die Menge aller = , die darstellbar

sind als
k k
x:Zaixi mit Z%:l, a; >0
i=1 i=1

eine konvexe Teilmenge von C. Sie ist aufserdem abgeschlossen. Nach Propo-
sition [2.18 existiert daher ein y # 0 so, dass

7 r; >0  Vi=1,... k.

0.B.d.A. nehmen wir y7y = 1 an. Damit ist 4 in jeder der Mengen Y(z;)
enthalten, und daher

ﬂy(«%’z) # 0.

Die Mengen )(z) sind kompakt, da sie abgeschlossene Teilmengen der kom-
pakten Menge YV = {y € R" : yTy = 1} sind. Aus der endlichen Durch-
schnittseigenschaf folgt daher:

V(@) # 0.

zeC

Wihle nun ein beliebiges § € (), V(). Dann gilt g7z > 0 fiir alle z € C.
Daher trennt die Hyperebene

{r eR": g7z =0}

die Menge C und den Ursprung.
Ein anderer, elementarer Beweis: Mit der Menge C ist auch ihr Abschluss
C = CUOC konvex.

! Die endliche Durchschnittseigenschaft ist ein topologischer Begriff und besagt Folgen-
des: Betrachte eine kompakte Menge ) und ein System S von abgeschlossenen Teilmengen
von ) mit der Eigenschaft, dass der Durchschnitt von jeweils endlich vielen Mengen aus
S nichtleer ist. Dann ist auch der Durchschnitt aller Mengen aus S nichtleer.
Nachzulesen ist dies z.B. in H. Heuser: Lehrbuch der Analysis, Teil 2 ([He03]).
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1. Fall: 0 ¢C
Dann liefert Proposition[2.18eine Hyperebene, die C und 0 strikt trennt, also
erst recht C und 0 strikt trennt.
2. Fall: 0 € C, also 0 € OC wegen 0 ¢ C.
Wegen 0 € OC existiert eine Folge (71)peny mit x, ¢ C fiir alle k¥ und
limkﬂoo T = 0.
Nach Satz existieren Hyperebenen Hy = {z : a} x = ay}, die jeweils
C und z, strikt trennen. Hierbei kénnen wir ohne Einschrinkung |la| = 1
wahlen. Es gilt also

a;fx > qy > aka Vz eC.

Wegen 0 € C gilt insbesondere

0=ai0>a >aiz, — 0 fiir k — oo,

wobei wir |a] zx| < |lag||||lzkll = ||zx]] — 0 benutzt haben. Es gilt also
lim . = 0.
k—oo

Nun liegt (ay) im Kompaktum {y € R" : ||y|| = 1} und enthélt daher eine
konvergente Teilfolge (ax)rerx C (ax), also

lim ay =a, |al=1.
ke K—oo

Grenziibergang k € K — o0 in
- _
apr>o Voel

liefert nun
T

a'r= lim a,f:czlimak:O VzeC.
ke K—oo k—o00
Damit trennt H = {x : a”x = 0} die Menge C von 0 und somit auch C von

0. O
Wieder kénnen wir mit dieser Proposition einen Trennungssatz fiir zwei Men-
gen zeigen.

Satz 2.22 Seien C; und Cy zwei disjunkte, nichtleere, konvexe Mengen im
R™. Dann ezistiert eine Hyperebene, die C; und Cy trennt.
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Beweis. Die Menge C; — C; erfiillt die Voraussetzungen von Proposition
2.21. Daher existiert ein Vektor 4 so, dass fiir alle z € C; — Co gilt: g7z > 0.
Dies ist #quivalent dazu, dass aus u € Cy,v € Cy folgt: 47 (u — v) > 0. Daher
existiert eine Zahl 3 so, dass

inf §7u > B> supy’v.
ueCy veECa

Die Hyperebene {z € R" : §7z = 3} trennt daher die Mengen C; und Cy. O

2.4 Stiitzeigenschaften

Bisher haben wir eine konvexe Menge durch eine “innere” Eigenschaft be-
schrieben, ndmlich durch Konvexkombinationen von ihren Elementen. Es gibt
eine zweite, dquivalente Beschreibung durch “auftere” Eigenschaften:

Definition 2.23 SeiC # () eine abgeschlossene, konvexe Menge im R™. Eine
Hyperebene H = {x € R" : a’z = a} heifit Stiitzhyperebene von C, wenn

CNH#AD und CCHY oder CCH,
wobet
HY ={z eR":a"z > a} und  H ={r eR":a'z <a}

die beiden von H erzeugten abgeschlossenen Halbraume sind. H* bzw. H~
heifsen dann Stiitzhalbraum von C. Fiir C C H" heifit —a duRere Normale von
H, fiir C C H~ heifst a dauRere Normale.

Satz 2.24 SeiC # () eine kompakte, konvexe Menge und a € R™\ {0}. Dann
ezistiert eine Stitzhyperebene von C mit duflerer Normale a.

Beweis. Da C # () kompakt und die Funktion f : R® — R, f(y) = a’y
stetig ist, existiert o = maxyec a’y. Damit ist

H={zecR":a"z=a}

die gesuchte Stiitzhyperebene. O
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Satz 2.25 Jede nichtleere, abgeschlossene, konvere Menge C im R™ ist
Durchschnitt ihrer Stitzhalbrdume.

Beweis. Bezeichnen wir mit H* einen Stiitzhalbraum, und mit (\H* den
Durchschnitt aller Stiitzhalbraume. Da C C H™T fiir jeden Stiitzhalbraum,
gilt

ccH"

Angenommen, C C (VH™, d.h. es existiert ein z € (\H' \ C.

Wegen Satz 2.19 existiert eine Hyperebene G = {z : aTx = a}, die C und
{z} trennt, d.h. C C Gt ={z: a’x > a}, aber T € G™. Mit @ = mingec a’z
gilt @ > aund H = {z: a’z = &} ist Stiitzhyperbene von C mit C C H*
(Parallelverschiebung der Hyperbene G bis sie H beriihrt). Wegen 7 & G*
gilt jedoch a’Z < o < @&, also auch 7 ¢ H*. Somit gilt Z € (\H", was im
Widerspruch zu z € (VH™ steht.

Daher muss (\H* \ C = () sein, und somit (YH™ =C. O

2.5 Konvexe Funktionen

Definition 2.26 SeiC C R"™ konvex. Eine Funktion f : C — R heifst konvex,
wenn fir alle z1,z2 € C und X € [0, 1] gilt:

f(m r(1- A)asz) < A1) + (1= ) f(x2).

Sie heifit strikt konvex, wenn fir x; # xo und A € (0,1) die Ungleichung
strikt ist. Die Funktion f heifit (strikt) konkav, wenn —f (strikt) konvez ist.

Bemerkung 2.27 Aquivalent dazu ist folgende Definition: f : C — R heifit
konvez, wenn fir Punkte x1,...,x, € C und M, ..., A\, >0 mit Y 7 X\ =1
gilt:

Ubung: Zeigen Sie, dass diese beiden Definitionen dquivalent sind.
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Anschaulich bedeutet Konvexitét einer Funktion, dass fiir je zwei Punkte
auf dem Funktionsgraphen die Verbindungsstrecke nirgends unterhalb der
Funktion liegt (nirgends oberhalb bei einer konkaven Funktion).

Lineare Funktionen ¢’z + ~ sind offensichtlich konvex und konkav.

Abbildung 2.4: Links: konkave Funktion; Rechts: weder konvex noch konkav.

Es ist leicht, sich folgende Eigenschaften zu iiberlegen:
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Satz 2.28 Sei C C R” konvez, seien fi, fo : C — R konvexe Funktionen und
sei a > 0. Dann sind auch afy, fi + fo und max|fi, fo] konver auf C.

Beweis. Ubung. O

Differenz, Produkt und Minimum konvexer Funktionen sind im Allgemeinen
nicht konvex.

Zu jeder Funktion lassen sich zwei sie charakterisierende Mengen definieren.
Ist die Funktion konvex, sind diese Mengen ihrerseits konvex:

Definition 2.29 Sei C C R" und f : C — R eine Funktion. Dann heifst die
Menge
E(f) ={(z,a) e CxR: f(z) < a}

der Epigraph von f. Fiir 5 € R heifit die Menge

L(f,B)={zeC: f(z) < B}

(untere) Niveaumenge von f zum Niveau .

Satz 2.30 Sei f: R™ — R. Dann gilt:
(a) [ ist konvex <= E(f) ist konver.

(b) f ist konver = L(f,B) ist konvex fiir jedes 3 € R.
Die Umkehrung gilt nicht.

Beweis. Ubung. O

Funktionen, deren Niveaumengen L( f, 3) fiir jedes 3 konvex sind, heifen qua-
sikonvex. Jede konvexe Funktion ist also quasikonvex, aber nicht umgekehrt.
Konvexe Funktionen sind (bis auf Randpunkte) stetig. Sie sind jedoch nicht
notwendigerweise differenzierbar, wie man leicht am Beispiel f(x) = |z| sieht.

Satz 2.31 Sei C # ) eine konvexe Menge im R™, und sei f : C — R konvexz.
Dann st f im Inneren von C stetig.

Beweis. siehe Rockafellar [Ro70]. O
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2.6 Differenzierbare konvexe Funktionen

Hier beschéftigen wir uns mit zwei charakteristischen Eigenschaften fiir dif-
ferenzierbare konvexe Funktionen.

Satz 2.32 Sei f:R" — R, f € CL
(a) f ist genau dann konvex iber der konvexen Menge C C R"™, wenn fir alle
x1,T9 € C gilt:

fxa) > fa1) + (xg — 1)V f(an). (2.2)

(b) f ist strikt konver <= (2.2) gilt strikt fir alle x; # x9 € C.

Beweis. |(a, <=):| Es gelte (2.2) fiir alle x;,2o € C. Wahlen wir zwei

beliebige Punkte z,y € C und A € (0,1). Wegen der Konvexitét von C ist
dann auch

z=Xx+(1-N)y (2.3)
in C. Wegen gilt fiir 2,2 € C
f@) = f(z) + (z = 2)"V f(2), (2.4)
und aus demselben Grund gilt
fly) = f(2) + (y = 2)"V f(2). (2.5)

Multiplizieren wir nun (2.4) mit A und (2.5) mit (1 — A), und addieren die
beiden Ungleichungen, so erhalten wir

M(@)+ (1 =N f(y) = f(z) + Mz —2) + (1= Ny = )"V (2).

Wegen (2.3) verschwindet die eckige Klammer, und die Konvexitit von f ist
gezeigt.

(a, =>):|Sei f konvex. Wir wihlen z,y € C und definieren die Hilfsfunktion
h:R — R als

BN = (1= N f (@) + Af() = F(1 = N + ).

Wegen der Konvexitét von f gilt fiir x # y und 0 < A < 1, dass h(A) > 0.
Ausserdem ist h(0) = 0. Daher gilt fiir die Ableitung von h and der Stelle
A=0:

dh T
D] =@ ) = =) 2 0
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und damit gilt auch (2.2).
(b):| analog, nur jeweils > durch > ersetzen. O

Ist eine Funktion zwei mal stetig differenzierbar, so lasst sich mit Hilfe der
Hesse-Matrix feststellen, ob sie konvex ist oder nicht:

Satz 2.33 Sei f : R® — R, f € C?. f ist genau dann konvex, wenn die
Hesse-Matriz V? f(x) fir alle x € R™ positiv semidefinit ist.

Beweis. |(<=):| Die Hesse-Matrix V2f(z) sei iiberall positiv semidefinit.
Nach dem Satz von Taylor gilt fiir alle x,y € R

) = F@) + (y = )"V F@) + 2y - ) V2 (2 4+ 2y = 2)) (s — 2) (26)

wobei t eine reelle Zahl ist, 0 < ¢ < 1. Da V2 f(z) iiberall positiv semidefinit
ist, ist der letzte Summand in (2.6) nichtnegativ, daher

f) > f(@)+ (y—2)"V f(z). (2.7)

Aus Satz[2.32 folgt nun, dass f konvex ist.
(=>):| f sei konvex iiber dem R". Angenommen, es existiert ein x € R", in

dem die Hesse-Matrix nicht positiv semidefinit ist. Dann muss es ein y € R"
geben, so dass

(y— )"V’ f(z)(y —z) <O0.

Wegen der Stetigkeit von V2 f kann y so gewihlt werden, dass fiir alle reellen
tmit 0<t<1

(y— x)TV2f(fv +t(y — fv)) (y—2)<0

ist. Mit folgt, dass fiir diese x,y (2.7) nicht gilt. Nach Satz kann f
also nicht konvex iiber R" sein. O

Zusatz: Man kann durch eine leichte Modifikation des ersten Teils des Be-
weises zeigen, dass zudem gilt

V2f(z) pos. definit Yz € R® = f:R" — R strikt konvex.

Achtung: Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht, wie das Beispiel f(z) =

x? zeigt.
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Beispiel 2.34 Betrachten wir eine quadratische Funktion f(x) = a+c'x +
%QJTQJZ mit Q € R™"symmetrisch,c € R™ und o € R. Ihre Hesse-Matrix
15t
Vi f(z) = Q.
Daher:
f st konvexr <= (@ ist positiv semidefinit.
f ist konkav <= @ ist negativ semidefinit.

Zudem gelten bei quadratischen Funktionen auch die Aquivalenzen

f ist strikt konver <= @ ist positiv definit.
f st strikt konkav <= @ ist negativ definit.

Es gibt aber auch quadratische Funktionen von R"™ nach R (wenn n > 2),
die weder konvex noch konkav sind, zum Beispiel die Funktion f(xy,xs) =
1% + 23 — 4w 9. Deren Hesse-Matriz ist

V() = ( 2 ) ,

die die Eigenwerte —2 und 6 hat und daher indefinit ist.

2.7 Optimalitatsresultate fiir konvexe Optimie-
rungsprobleme

Satz 2.35 Sei C C R" eine konvere Menge und f : C — R eine konvezxe
Funktion. Dann ist jedes lokale Minimum von f dber C bereits ein globales
Minimum.

Beweis. Sei € C ein lokaler Minimalpunkt. Angenommen, es existiert ein
Punkt z* € C mit f(z*) < f(z). Aus der Konvexitét von f folgt, dass

@+ Ma"™ = 7)) S Af(2") + (1= A f(z) < f(T)

fiir alle A € (0,1). Dies widerspricht jedoch der lokalen Optimalitit von z,
daein A > 0 existieren muss, so dass f(z+A(z*—2)) > f(Z) fir0 < A < A. O
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Satz 2.36 Sei f : R" — R eine konvexe Funktion, C C R" eine konvezre
Menge. Dann ist Argmin(f,C), d.h. die Menge der Punkte, wo f ihr Mini-
mum tber C annimmt, konvez.

Beweis. Ubung. O

Korollar 2.37 Sei f : R® — R eine strikt konvere Funktion, C C R" eine
konvexe Menge. Wenn das Minimum von f tber C angenommen wird, dann
in einem eindeutigen Punkt.

Beweis. Angenommen, das Minimum wird an zwei verschiedenen Punkten
x1, 29 € C angenommen, und sei @ = f(x1) = f(z2). Aus Satz[2.36/folgt, dass
f(Azy + (1 — N)xe) = a fir alle A € (0,1). Das ist jedoch ein Widerspruch

zur strikten Konvexitdt von f. O

Der néchste Satz gibt Auskunft dariiber, wie das Minimum einer differen-
zierbaren konvexen Funktion tiber dem R"™ (wenn also keine einschrénkenden
Nebenbedingungen erfiillt werden miissen) gefunden werden kann:

Satz 2.38 Sei f : R® — R eine differenzierbare konvexe Funktion. Dann
ist T € R™ ein globaler Minimalpunkt von f dber R™ genau dann, wenn

Vf(z)=0.

Beweis. Ist z € R” ein globaler Minimalpunkt von f dann ist bekanntlich
Vf(Z) =0 (auch wenn f nicht konvex ist!).

(Zur Erinnerung: In einem lokalen Minimum z gilt fiir alle v € R™

o< i LT+ 10 = (@)
N0 t

= Vf(@)',

also Vf(z)Tv > 0 fiir alle v und somit Vf(z) = 0.)
Sei nun umgekehrt Vf(Z) = 0 und zudem f konvex. Aus Satz [2.32] folgt,
dass

(@)= (@) > (z— )TV f(7) =0 VueR",

und somit

fla)— f(7) >0 YaeR
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Daher ist Z ein globaler Minimalpunkt von f iiber R". O

Entsprechende Resultate gelten nicht fiir das Maximum einer konvexen Funk-
tion, wie man an Abbildung[2.5 sieht.

or glob.Max.

Abbildung 2.5: Lokales und globales Maximum einer konvexen Funktion.

In diesem Beispiel wird das Maximum in einem Randpunkt, genauer: in einem
Extrempunkt angenommen. Dies gilt immer, wie der néchste Satz zeigt.

Satz 2.39 Sei f : R" — R eine konvexe Funktion, C C R" eine kompakte
konvexe Menge. Dann nimmt f ihr Maximum tber C in einem Extrempunkt
an.

Beweis. Sei z ein beliebiger Punkt aus C und £ die Menge der Extrempunkte
von C. Nach Satz 2.13 kann z als Konvexkombination von Punkten aus &£
dargestellt werden, nach Satz[2.9/sind dazu hochstens (n 4 1) solche Punkte
notwendig. Es existieren also vy, v1,...,v, € £ und Ag, \1,..., A, > 0 mit

Yoo =1, s0 dass
=0
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Aus der Konvexitéit von f folgt die Abschatzung

flx)=f (Z Aﬂh’) < Z Aif (v5)

i)\imax{f(vi) ti=0,...,n}
i=0

IN

= max{f(vi):i:O,...,n}Z)\i
i=0
= max{f(v;):i=0,...,n}.

Zu einem beliebigen Punkt gibt es also immer einen Extrempunkt mit
grofserem Funktionswert. Das Maximum von f iiber C wird also in einem
Extrempunkt angenommen. O

Korollar 2.40 Fine lineare Funktion nimmt sowohl thr Maximum als auch
thr Minimum diber einer kompakten konvexen Menge in einem Extrempunkt
an.

Beweis. Da eine lineare Funktion konvex ist, folgt die Aussage iiber das
Maximum direkt aus dem vorigen Satz[2.39.
Fiir das Minimierungsproblem verwenden wir die Beziehung

min{f(z):x €C } = —max{—f(z) : z € C}.

Da mit f auch —f linear und damit konvex ist, folgt auch diese Aussage aus
Satz [2.39. O

Satz 2.41 Sei M C R" kompakt, und sei f : R™ — R konvex. Dann gilt:
max{f(x): x € M} = max{f(x): x € conv M}.

Beweis. Ubung. O



Kapitel 3

Polytope und Polyeder

Jede konvexe Menge ist also Durchschnitt von Halbraumen. Es ist klar, dass
man fiir diese Darstellung im Allgemeinen unendlich viele Halbraume bend-
tigt. Solche Mengen, die durch endlich viele Halbraume dargestellt werden
konnen, verdienen deshalb spezielle Betrachtung:

Definition 3.1 FEine Menge P C R"™ heifit Polyeder, wenn sie der Durch-
schnitt endlich vieler abgeschlossener Halbrdume ist. Fin Polyeder heifit Po-
lytop, wenn es beschrinkt ist.

Bemerkung 3.2 Jedes Polyeder ist konvex (weil Durchschnitt endlich vieler
Halbrdume, die ja konvere Mengen sind).

Bemerkung 3.3 Jedes Polyeder lisst sich in der Form
P=P(Ab) ={reR": Az < b}
schreiben mit A € R™*" b € R™.

Beispiel 3.4 Betrachten wir das Polyeder, das von folgenden finf Halbrdu-
men erzeugt wird:

(1) 2x < 5
(2) — 215 < 1
(3) -z — 1wz < -1
(5) 6x; — 2xy < 13

Wie man sieht (Abb.[3.1), ist diese Menge beschrinkt; das Polyeder ist also
ein Polytop. Es hat die Ecken: (—2,3); (1.5,—0.5); (2,—0.5); (2.5,1) und
(2.5,2).
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Loesungsmenge

“) |

I
-2

Abbildung 3.1: Das Polyeder aus Beispiel 3.4.

Das obige System (1)—(5) ldsst sich auch in Matrixschreibweise als

schreiben, wobei

Ax < b wird auch definierendes System des Polyeders genannt. Dabei sind A

und b nicht eindeutig bestimmt.

Die zuldssigen Mengen linearer Probleme treten nicht immer in der Form
Az < b auf. Haufig gibt es Gleichungen oder Vorzeichenbeschriankungen auf

Variablen.
Allgemein gilt:

Az <b

5

1
-1
23
13
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Bemerkung 3.5 Die Losungsmenge des Systems

Bx + Cy = ¢
Dx + FEy < d
x > 0 (3.1)
x € Rp
y € R?
ist ein Polyeder.
Beweis. Setze n = p+ ¢ und
B C c
-B -C —c
A= D B und b= d
-1 0 0
Dann ist P(A,b) die Losungsmenge des Systems (3.1). O

Ein spezieller Polyedertyp wird uns héufig begegnen, insbesondere bei der
Entwicklung von Losungsverfahren fiir lineare Probleme. Hierzu fiihren wir
die folgende Bezeichnung ein:

P=(Ab) ={x e R": Ax = b,z > 0}.

Beachte nochmals, dass Polyeder unterschiedliche Darstellungsformen haben
konnen. Wir werden im Rahmen dieser Vorlesung Séitze iiber Polyeder be-
weisen, die darstellungsabhingig sind bzw. sich in der einen oder anderen
Darstellung leichter beweisen lassen bzw. einsichtiger sind. Wir werden die
Sétze dann nur fiir eine Darstellungsform beweisen und geben nachfolgend
Transformationen an, wie man von einer Darstellung in eine andere kommt.

Bemerkung 3.6 Transformationen.

Regel I: Einfiihrung von Schlupfvariablen.
Gegeben seien a € R", o € R. Wir schreiben

a’z <a als a’r+y=a, y>0.

y € R heifit Schlupfvariable.
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Regel I1: FEinfiihrung von vorzeichenbeschrinkten Variablen.

FEine nicht vorzeichenbeschrankte Variable x € R konnen wir auch
schreiben als x = v+ —x~ mit 2z~ > 0.

Damit kann ein Polyeder P(A, b) jederzeit in ein Polyeder P=(D, d) tiberfiihrt
werden. Wir bezeichnen zwei Polyeder, die mit obigen Regeln ineinander
transformiert werden kénnen, als dquivalent.

Bevor wir uns der Dimension und den Seitenflaichen von Polyedern widmen,
betrachten wir noch einen speziellen Polyedertyp, der uns héufig begegnen
wird.

Definition 3.7 FEine Menge K C R™ heifst Kegel, wenn fiir jedes x € IKC und
a >0 gilt: ax € K. Ein Kegel K C R™ heifit polyedrisch, wenn K ein Polyeder
15t.

Bemerkung 3.8 Ein nichtleerer Kegel I C R™ ist genau dann polyedrisch,
wenn es eine Matrixz A gibt mit

K = P(A,0).

Beweis.

(«<):|Ist £ =P(A,0), so ist K ein nichtleeres Polyeder und offensichtlich
auch ein Kegel.

(=>):| Hier verwenden wir die Bezeichnung A;. fiir die i-te Zeile von A.

Sei IC ein nichtleerer polyedrischer Kegel. Dann existiert eine Matrix A und
ein Vektor b mit IC = P(A,b). Da 0 € I gilt, folgt b > 0.

Angenommen, es existiert ein ¥ € K mit Az £ 0, d.h. es existiert eine Zeile
A;. von A mit t = A;.x > 0. Da K ein Kegel ist, gilt Az € I VA > 0. Also
gilt A; A\ = At < b; fir alle A > 0, was wegen ¢t > 0 auf einen Widerspruch
fithrt. Also erfiillen alle z € K auch Az < 0. Wegen b > 0 folgt daraus nun
K ="P(A0). 0

3.1 Seitenflachen von Polyedern

Definition 3.9 Es seien M C R",a € R",a € R. Die Ungleichung a’z < «
heifst giltig beziiglich M, falls

MC{zeR": a"z <a}.



41

Man beachte, dass a = 0 in Definition 3.9 zugelassen ist.

Definition 3.10 Sei P C R" ein Polyeder. Eine Menge F C P heifit Sei-
tenfliche von P, wenn es eine beziiglich P giiltige Ungleichung d*x < & gibt
mat

F=Pn{zxeR":d"z =0}

FEine Seitenfliche heifit echt, wenn F # P gilt. F heifit nichttrivial, wenn
0 # F # P gilt. Ist d¥x < § giiltig fiir P, dann heift PN {z € R" : dTz = §}
die von d¥x < § induzierte Seitenfliche.

Beachte wiederum, dass d = 0 in Definition [3.10/ zugelassen ist.

Beispiel 3.11 Sei P(A,b) gegeben durch

1 1 2
10 1
A= 1 0 und b= E
0 —1 0
vgl. Abbildung!3.2.
151 F 7
S G )

X

Abbildung 3.2: Grafische Darstellung zu Beispiel 3.11
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Das Geradenstiick zwischen den Punkten (}) und (g) definiert eine Seiten-

fliche F von P, denn F = PN{x € R? : 2y + x5 = 2} ist durch die
Ungleichung x1 + xo < 2 induziert. Ebenso ist die Menge bestehend aus dem
Punkt G = (1,1)T eine Seitenfiiche von P, denn

G=Pn{x:2x+x, =23} und 2z +x9 < 3 st giiltige Ungleichunyg,
oder auch:
G=Pn{x:3x+x, =4} und 3x1 + xo < 4 ist giiltige Ungleichung.

Daraus folgt, dass eine Seitenfliche durch vollig unterschiedliche Ungleichun-
gen induziert werden kann.

Bemerkung 3.12 Sei P C R" ein Polyeder. Dann gilt:
(a) P ist eine Seitenfliche von sich selbst.
(b) O ist eine Seitenfliche von P.

(c) Ist F ={x:d"z =5} NP eine nichttriviale Seitenfliche von P, dann
gilt d # 0.

Beweis.
(a) P=Pn{zeR": 07z =0},

(b) Sei § > 0 beliebig. 0Tz < § ist eine giiltige Ungleichung fiir P und es
gilt 0 =PNn{xeR": 0Tz =4}

(c) Ist klar, da fir d = 0 nur der Fall § > 0 eine giiltige Ungleichung
dTx < § liefert und somit einer der beiden ersten Fille eintritt.

O

Satz 3.13 Sei P = P(A,b) # 0 ein Polyeder und ¢ € R™. Betrachte das
lineare Optimierungsproblem

max{c’z : x € P}.

Sei O die Losungsmenge und im Fall O # () bezeichne z = max{c'z : x € P}
den Optimalwert. Dann gilt:
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(a) Ist O # 0, dann ist O = {x € P : c"x = z} eine nichtleere Seitenfliche
von P und {x € R" : ¢’x = z} ist eine Stitzhyperebene von P, falls

c#0.

(b) Die Menge der Optimallosungen des linearen Problems max{c'z : z €
P} ist eine Seitenfliche des durch die Nebenbedingungen definierten
Polyeders.

Bewelis.

(a):| Sei O # ). Nach Definition von z ist ¢’z < z fiir alle z € P ¢'o < Z

ist also giiltig fiir P. Ferner gilt O = {x € P : 'z = z}, somit ist
O # () nach Definition eine nichtleere Seitenfliche von P. Zudem folgt
unmittelbar, dass die Menge {x : ¢’z = z} eine Stiitzhyperebene ist,
falls ¢ # 0.

(b):| Im Fall O = 0 ist dies trivial und andernfalls ist (b) nur eine Umfor-

mulierung von (a).

Notation: Zu einer Matrix A € R™" mit Zeilenindexmenge M bezeichne
A, 1€ M, Zeile i von A. Fiir I C M bezeichne A;. die aus den Zeilen ¢ €
gebildete Teilmatrix.

Definition 3.14 Sei P = P(A,b) C R"™ ein Polyeder und M die Zeilenin-
dexmenge von A. Fir F C P sei

eq(F)={ieM:A.x=0bVreF},

d.h. eq(F) ist die Menge der fir alle x € F bindenden Restriktionen (engl.:
equality set). Fir I C M bezeichne

fa(l) ={z € P: Arz =0b;}.
die von [ induzierte Seitenfliche (engl. induced face).

fa(I) ist tatsédchlich eine Seitenfliche von P = P(A,b), denn mit

CT:ZAi~ und ’YZsz‘

el el
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ist c’'w < vy giiltig und fa(l) = {x € P: cTox = ~}.
Betrachte nochmals Beispiel so gilt mit M = {1,2,3,4}

B2({1,2)=G wd eq ({ (g) }) _ {13},

Definition 3.15 Sei P # () ein Polyeder im R™. Die Dimension dim(P) von
P st definiert durch

dim(P) = max{d € Ny : Jzg,..., 24 € P

mit x1 — To, T — To,...,Tq — To linear unabhdngig},

mit anderen Worten

dim(P) = dim(aff (P)).

Hierbei ist aff (P) die affine Hiille der Menge P, also der kleinste affine Raum,
der P enthdlt.
P heifst volldimensional, wenn dim(P) = n gilt.

3.2 Ecken, Facetten, Redundanz

Definition 3.16 Im Folgenden sei Ax < b ein Ungleichungssystem und M
sei die Zeilenindexmenge von A.

(a) Sei I C M, dann heifit das System Ar. x < by unwesentlich oder redun-
dant beziiglich Ax < b, falls gilt

P(A, b) - P(AM\[, bM\I)

(b) Enthalt Az < b ein unwesentliches Teilsystem A;. x < by, dann heifit
Ax < b redundant, andernfalls irredundant.

(c) Eine Ungleichung A; x < b; heifst wesentlich oder nicht redundant be-
ziiglich Ax < b, falls gilt

P(A,b) # P(Argiy» banviy)-

(d) Eine Ungleichung A; x < b; heifit implizite Gleichung beziglich Ax < b,
falls i € eq(P(A,D)).
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(e) Ein System Ax < a, Bx = b heifit irredundant, wenn Ax < a keine
unwesentliche Ungleichung beziiglich des Systems

Ar<a, Bxr<b, —Bxr<-b
enthdlt und B vollen Zeilenrang hat.

(f) Eine nichttriviale Seitenfliche F' von P (A, b) heifit Facette von P(A,b),
falls F' in keiner anderen echten Seitenfliche von P(A,b) enthalten ist.

Beispiel 3.17 Betrachte P(A,b) mit

0 1 1
0 —1 1
A=1 -1 0 und b= 0
1 1 2
1 0 1

Es gilt:

(5)

151+

<1 (1).(2)

05

Q)

1 1 1 ]
-0.5 0 0.5 1 15 2 25

X

Abbildung 3.3: Grafische Darstellung zu Beispiel 3.17.

o Die zu {4} gehdrende Ungleichung Agyy. x < byay ist unwesentlich. Wir
schreiben in diesem Beispiel fiir diesen Fall kurz: {(4)} ist unwesentlich.
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e {(5)} ist unwesentlich, aber nicht {(4),(5)}.

o {(D}, {(2)}, und {(3)} sind wesentlich.

o F = {((1))} ist eine Facette.

e Das System xo =1, (_11 f)x < ((1)) st irredundant.

Definition 3.18 Sei P C R" ein Polyeder. Eine nulldimensionale (also ein-
punktige) Seitenfliche von P heifst Ecke.

Wir zeigen nun unter anderem, dass FEcken genau die Extrempunkte von
Polyedern sind.

Satz 3.19 Sei P = P(A,b) = {z € R" : Az < b} C R" ein Polyeder und
x € P. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) x ist eine Ecke von P.

(2) {x} ist eine nulldimensionale Seitenfliche von P.

(3) x ist keine echte Konverkombination von Elementen von P, d.h. fir
Y,z €EP,y#2,0< A<l gilt x #Ay+ (1 —N)z.

(4) rang (Acqay).) = n-

(5) Es existiert ein ¢ € R™\ {0}, so dass x die eindeutig bestimmte Opti-
mallosung des linearen Problems max{cTy : y € P} ist.

Beweis. Die Aquivalenz der Aussagen (1) und (2) ist gerade die Defini-
tion einer Ecke. Der Ringbeweis besteht aus den Teilen (1)=-(5), (5)=-(3),
(3)=(4) und (4)=(2).

(1)=0):

Nach Definition ist = eine Seitenfléche, also existiert eine beziig-

lich P giiltige Ungleichung ¢’z < v, so dass {y € P : 'y = v} = {z}.
Folglich ist z die eindeutig bestimmte Optimalldsung von max{c’y :
y € P}. Ist P # {z}, so ist ¢ # 0, andernfalls kann ¢ # 0 gewé&hlt
werden.
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(5)==(3):| Sei x die eindeutige Optimallésung von max{c’u : v € P} mit
Wert ~. Gilt x = Ay + (1 = Nz fiir y,z2 € P,y # 2,0 < A < 1, dann

folgt
y=cz = Dy+(1-N)2)
= Ay+(1-Nc"=2
< M+ =A)r=1.
Daraus folgt nun ¢’y = v = ¢’z und dies ist ein Widerspruch zur

Eindeutigkeit von .

(3)==(4):| Gilt (4) nicht, dann existiert v # 0 mit Aeq((2}).v = 0. Fiir kleines

t > 0 gilt dann
A(x £tv) < b,

denn die bindenden Nebenbedingungen bleiben aktiv, die inaktiven
Nebenbedingungen bleiben fiir ¢ > 0 klein inaktiv. Mit y = x — tv,
z=x+tv gilt dann y, 2z € P und x = %y+ %z. Also gilt auch (3) nicht.

(4)=(2):| Wir wissen, dass fa(eq({z})) eine Seitenfliche ist und wegen
rang (Aeq(fz}).) = 1 gilt

fa(eq({z})) ={y € P ¢ Aeqioh)-¥ = beqap } = {z}.

Also ist {x} eine Seitenfldche und ihre Dimension ist offensichtlich 0.

O

Fiir Polyeder der Form P=(A, b) gibt es ebenfalls eine Charakterisierung der
Ecken. Dazu sei fiir z € R”

supp (z) = {i € {1,2, ...,n}:a; # 0}
der Trager (engl.: support) von x.

Satz 3.20 Fir x € P=(A,b) = {zx € R" : Ax = b,x > 0} C R" sind
folgende Aussagen dquivalent:

(1) x ist eine Ecke von P=(A,D).
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(2) rang (Asupp ) = |supp (:c)|

(3) Die Spaltenvektoren A.;, j € supp (x), sind linear unabhdngig.

Beweis. Ubung. O

Definition 3.21 Sei P C R" ein Polyeder. Eine eindimensionale Seiten-
fliche von P heifst Kante. Ist F eine Kante und gibt es ein x € R™ und
0# z € R" mit

F ={z} +lin({z}) : Extremallinie
{ F = {z} + cone ({z}) } S0 heift 7 { Extremalstrahl } '

Dabei ist lin ({z}) die lineare Hiille von {z} und cone ({z}) := {az : a > 0}
die konische Hiille von {z}.

Kanten sind also entweder Extremallinien, Extremalstrahlen oder Verbin-
dungsstrecken zweier Ecken. Sind zwei Ecken z,y € P durch eine Kante
verbunden, so nennt man x und y adjazent auf P.

3.3 Dimensionsformel und Darstellung von Sei-
tenflachen

Um Rechenformeln fiir die Dimension von Polyedern beweisen zu kénnen, ist
der Begriff von inneren Punkten niitzlich.

Definition 3.22 FEin Element x eines Polyeders P heifst innerer Punkt von
P, falls x in keiner echten Seitenfliche von P enthalten ist.

Beachte: Innere Punkte von Polyedern sind nicht notwendigerweise innere
Punkte im Sinne der natiirlichen Topologie. Sie sind lediglich innere Punkte
im Sinne der Relativtopologie auf P.

Satz 3.23 Zu jedem nichtleeren Polyeder P = P(A,b) existiert ein Punkt
T € P mit

Aeqp)T =begpy,  Am\eg(P)-T < bap\eq(p)
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wobei M die Zeilenindexmenge von A bezeichne (im Fall M \ eq(P) = 0
entfdllt die Ungleichung). Jeder solche Punkt ist innerer Punkt von P.
Insbesondere besitzt jedes nichtleere Polyeder innere Punkte und es gilt

dim(P) = n — rang (Aegp).) = dim(Kern (Aeyp).))-

Beweis. Sei I = eq(P) und J = M \ I. Wir zeigen zunéchst die Existenz
von T € P mit

Gilt dann ist

P=A{zx : Az =0b}={x : Arx=0b;}, J=0.

Az = b[, A;T < by.

Wegen P # () existiert also ein Z € P mit A;T = by, es ist sogar jedes T € P
geeignet.
Gilt | I # M, | dann ist das System Ax < b dquivalent zu

A].IE = b[
AJ.I S bJ.

Zu jedem j € J existiert wegen j ¢ eq(P) ein z; € P mit A;. x; < b;. Da P
konvex ist, liegt die Konvexkombination

SR
x|J|i€ZJxl

wieder in P, erfiillt also insbesondere A;.z = b;. Zudem gilt fir alle j € J

_ 1 1 1
i€J

ieJ jed
Alsoist € Pmit A;. 2 =byund A;. Z < by.
Jedes solche Z ist ein innerer Punkt: Sei F = {x € P : d’z = 4} eine
beliebige Seitenfliche mit z € F. Wir miissen zeigen, dass F = P gilt.

Wegen
A[.f:b[, AJAj<bJ

(die Ungleichung entfillt fiir J = )) finden wir € > 0 mit

AL (F+y)=b;, A (T+y)<b; YVyecKem(Ar), |ly| <e
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Damit gilt
{24y : yeKem (AL), |[y|<ecPciz: dz<d}
und folglich
d'(z+y)=0+d'y<é VYyecKem(A), |y|<e
Dies erzwingt d”y = 0 fiir alle y € Kern (A;.) und somit gilt
d'(z+1y)=0 VyecKern(A;).
Somit folgt
PCl{z:Arx=b}={T+y : yeKem(Ap)} C{z : d'z =4}

und dies zeigt F = P.

Zur Dimensionsformel: Wir haben gezeigt, dass gilt
{4y : yeKemn(Ar), ||y <e}CcPCc{z+y : yeKemn(Ap)}.

Somit gilt dim(Kern (A;.)) < dim(P) < dim(Kern (A;.)). Schlieflich wis-
sen wir nach dem Dimensionssatz iiber lineare Abbildungen, dass n =
rang (Ar.) + dim(Kern (A4;.)). O

Wir verfeinern nun die Dimensionsformel fir Seitenflachen.

Satz 3.24 Ist F # () eine Seitenfliche des Polyeders P(A,b) C R™, dann
gilt
dim(F) = n — rang (Aeyr).)-

Beweis. Sei M die Zeilenindexmenge von A und setze I = eq(F), J = M\ 1.
Sei F von d'z < § induziert. Dann gilt

F=A{x : dfz =9, Az < b}
und die bindenden Nebenbedingungen sind
dTZL’ == (57 A[.ZL’ == b],

also
F={x : d'v =6 Arx=0b;, Ajr<bs}.
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Nach Satz [3.23 existiert ein innerer Punkt Z von F mit

A’z = 0, Arx=0b;, A;T<by

und es gilt
: : Ar
dim(F) = dim(Kern o7 ).
Es bleibt zu zeigen, dass Kern (2}') = Kern (A;.). Annahme, es existiert

y € Kern (A7) mit dTy # 0, 0.E. d’y > 0. Wir finden dann ¢ > 0 mit
Ar(T+ey) =br, Ay (T+ey) <by,
also T + ey € P, aber d(Z + ey) = § + ed’y > §. Dies ist ein Widerspruch
za P C{r : d'z <4} O
Folgerung 3.25 Sei P = P(A,b) CR" ein nichtleeres Polyeder. Dann gilt:
(a) Ist eq(P) =0, dann ist P volldimensional.

(b) Ist F eine Seitenfliche von P, dann gilt nach dem Beweis von Satz
3.24 Kern (3}') = Kern (Ar.) und somit

F={x €P:Ayr)v = beyr }. = faleq(F)).

(c) Ist F eine echte Seitenfliche von P, dann gilt dim(F) < dim(P) — 1.

Satz 3.26 Sei F eine Seitenfliche eines Polyeders P(A,b) und z € F. Der
Vektor & ist genau dann ein innerer Punkt von F, wenn eq({Z}) = eq(F)
qgilt.

Beweis. I ist genau dann ein innerer Punkt von F, wenn die kleinste (im
Sinne der Mengeninklusion) Seitenflache G von F, die & enthélt, F selbst ist.
Nach Folgerung3.25, b) gilt

F=A{z: Aaq(r) % = beq), Ab\ea(#) % < banveq(#) }-
Nach Folgerung[3.25, b) ist jede Z enthaltende Seitenfliche G von der Form

G=A{x: ALz =0, Appre <bans}t, eq(F) C I Ceq(z)
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und die minimale solche Seitenflache ist
g = {$ : Aeq(f).l’ = beq(j), AM\eq(:E)-x < bM\eq(:i)} = fa(eq<{j}))
Daher gilt F = G genau dann, wenn eq(F) = eq(Z). O

Im néchsten Satz bezeichnet aff (F) die affine Hiille der Menge F, also den
kleinsten affinen Raum, der F enthalt.

Satz 3.27 Sei F # () eine Seitenfliche des Polyeders P(A,b). Dann gilt

F=A{r€P: Ay v =beyr)} = faeq(F)),
aff (:F) = {$ eR": Aeq(]:). Tr = beq(]:)} .

Beweis. F = fa(eq(F)) wurde bereits in Folgerung b) gezeigt.

Sei I =eq(F)und T = {x : Ar. x = br}. Offenbar ist T ein affiner Raum und
wegen F C T gilt aff (F) C aff (T') = T'. Sei s = dim(F). Aus Satz folgt
dim(Kern (A;.)) = s und somit dim(7") = s. Aus dim(aff (F)) = dim(7") und
aff (F) C T folgt nun aff (F) =T. O



Kapitel 4

Grundlagen der Linearen
Optimierung

Wie bereits erwéhnt, ist ein lineares Optimierungsproblem eines, bei dem so-
wohl die Zielfunktion als auch alle Nebenbedingungen lineare Funktionen
sind. Man nennt lineare Optimierungsprobleme oft einfach lineare Probleme
oder auch lineare Programme und kiirzt dies mit LP ab.

Ein allgemeines lineares Optimierungsproblem ist also von der Form

minc’z st. zeP

mit einem Polyeder P C R" und c € R".
Ublicherweise iiberfithrt man ein LP unter Umsténden durch Verwendung der
Transformationsregeln I und II in eine der folgenden beiden Normalformen:

Natiirliche Form:
minc’r st Ar <b (LP)
mit A € R™" b e R™.

Standardform:
minc’z st. Az =b, >0 (LPS)

mit A € R™" b € R™. Diese Form wird von dem in Kiirze besprochenen
Simplex-Verfahren verwendet.

93
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In diesem Kapitel werden wir zeigen, dass es zu einem gegebenen LP immer
ein dazugehorendes zweites LP gibt, das duale LP. Diese beiden LPs héngen
eng zusammen, und man kann aus dem Optimum des einen auf das Optimum
des anderen schliefsen. Zudem werden wir Optimalitatsbedingungen herleiten,
die die Basis leistungsfahiger Optimierungsverfahren darstellen.
Insbesondere in der Dualitédtstheorie ist es manchmal bequem, anstelle der
Minimierungsprobleme (LP) und (LPS) die entsprechenden Maximierungs-
probleme zu verwenden. Diese kénnen dann mit —c anstelle ¢ natiirlich auch
als Minimierungsprobleme geschrieben werden.

4.1 Duales Problem und schwacher Dualitats-
satz

Betrachte das lineare Optimierungsproblem
min ¢’z st. Az <b (LP)

mit A € R™" b € R™. Zur Erinnerung: Ein Vektor x € R™ heifst zul3ssig fiir

(LP), falls x € P(A,b). Ein Vektor z € R™ heift optimal, falls ¢Tx > 'z fiir
alle x € P(A,b).

Wir nehmen einmal an, dass (LP) eine optimale Losung z besitzt. Die Grun-
didee der Dualitatstheorie besteht darin, eine zweites LP herzuleiten, das ein
Maximierungsproblem ist und dessen Optimalwert eine scharfe Unterschran-
ke fiir den Optimalwert ¢’z von (LP) liefert.

Wir wollen uns zunéchst iiberlegen, wie wir unter Verwendung der Nebenbe-
dingungen von (LP) zu guten Unterschranken kommen. Wir stellen zunéchst
fest, dass gilt

re€P(AD) — Ar<b <= —-Ax>-b
— VyeR™ y>0: —ylAz>—y"b.

Somit gilt fiir alle y > 0 mit y7 A = —cT (wir werden sehen, dass es solche y
gibt, falls (LP) eine Losung hat)

r=—y"Axr > —y'b Vo e P(AD).

Die beste Unterschranke erhalten wir, wenn wir —y7b iiber alle diese y ma-
ximieren. Dies fiihrt uns auf folgendes
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Duales Problem von (LP)
max —b'y st. ATy=—c, y>0. (DP)

Nach unseren Voriiberlegungen ist es nicht iiberraschend, dass der folgende
schwache Dualitatssatz gilt.

Satz 4.1 (Schwacher Dualitdtssatz) Sei A € R™*" ¢ € R", b € R™.
Betrachte das Paar von primalem Problem (P) und dualem Problem (D)

min ¢’z rax _gTy
(P) st. Ar<b (D) st. Aly=—c
y=>0

Ist © € R™ zuldssig fir (P) und y € R™ zuldssig fir (D), so gilt

x> —bly.

Genauer haben wir
0<clos—(=by)=(b— Ax)Ty > 0.

Beweis. Da y zulissig fiir (D) ist, gilt y7A = —c’, y > 0. und die Zulis-
sigkeit von z fiir (P) liefert b — Az > 0. Damit folgt sofort

T A=cT b—Ax>0,y>0
o —(=vTy) 7 4 —yT Az + Ty = (b— Ax)Ty > 0.

Wir erhalten ein erstes einfaches Kriterium, um folgende wichtige Frage zu
klaren:

Kann man auf einfache Weise erkennen, ob iiberhaupt noch eine
Verbesserung moglich ist oder ob bereits ein Optimum erreicht ist?

Korollar 4.2 Ist in Satz 4.1z € R" zuldssig fir (P), y € R™ zuldssig fir
(D) und gilt
'z =-b"y,

dann ist T optimal fir (P) und y optimal fir (D).
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Beweis. Nach dem schwachen Dualitétssatz gilt

r zulissig fiir (P) = o> -bg=c"z

Also ist Z optimale Losung von (P). Analog gilt nach dem schwachen Duali-
tatssatz
y zuldssig fiir (D) = —b'y<c'z=-b"y

und damit ist § optimale Losung von (D). 0

Ist das Primalproblem nicht in der natiirlichen Form (LP) gegeben, dann
kann man es in die Form (LP) bringen. Das zugehorige duale Problem 14ft
sich dann oft vereinfachen. Eine schone Symmetrie zwischen Primal- und
Dualproblem erhélt man in folgendem Fall:

Satz 4.3 Das zu

min c’x st Ar>b, x>0 (4.1)
duale Problem kann geschrieben werden in der Form

max by st ATy <e, y>0. (4.2)

Beweis. (4.1) kann in der Form (LP) geschrieben werden

minc’z st -4 r < b
t. 7 =\q)

Das duale Problem hierzu lautet (bachte I = I)

max —(—b", 07) <Z> st. (=AT, —1I) (Z) =-c y=0, z=>0.

Nun ist ATy + 2z = ¢, 2 > 0 dquivalent zu ATy < ¢ und somit ist das duale
Problem dquivalent zu

maxb’y st. ATy <e, y>0.
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Ein Beispiel: Olraffinerie

In Olraffinerien wird Rohél durch chemische /physikalische Verfahren in ge-
wisse Komponenten zerlegt. Die Ausbeute an Komponenten hingt vom Ver-
fahren (Crackprozess) ab.

Wir nehmen an, dass die Raffinerie A aus Rohol drei Komponenten (schweres
Ol; mittelschweres Ol; leichtes Ol) herstellen will. Sie hat dazu zwei Crack-
verfahren Cy und C; zur Verfiigung, die die folgenden Ausbeuten liefern (ME:
Mengeneinheiten; GE: Geldeinheiten):

Cy 2 ME schweres Ol
2 ME mittelschweres Ol Kosten: 3 GE
1 ME leichtes Ol

Cy - 1 ME schweres Ol
2 ME mittelschweres Ol Kosten: 5 GE
4 ME leichtes Ol

Dariiber hinaus hat die Firma folgende Lieferverpflichtungen:
3 ME schweres Ol,
5 ME mittelschweres Ol,
4 ME leichtes OL.

Diese Mengen sollen so kostengiinstig wie moglich produziert werden.

Mathematische Modellierung des Problems

Variablen:
x1 :  Produktionsniveau von Cf,
Zo :  Produktionsniveau von Cs.
Nebenbedingungen:
201 +x2 > 3 schweres Ol
201+ 2x9 > 5 mittelschweres Ol
1 +4xy > 4 leichtes Ol
T Z 0
) Z 0
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Minimierung der Kosten:
min 3z + Sxs

Wir kénnen unser LP also in folgender Form schreiben:

min 3z + 5o
st. 201 + 29> 3
201 + 219 > 5
r1+4x, >4
x>0
To >0

N

(4.3

E

7
0

BE
W w
o

)
)
)
)
)
4.3¢)

B

Wie bereits in Kapitel [1/ erwahnt, heiftt die Funktion 3z + 55 in (4.3) Ziel-
funktion. Jeder Punkt (1, 2)7, der (4.3a)-(4.3¢) erfiillt, heiRt zuldssiger Punkt

des Problems (manchmal auch zuldssige Losung genannt).

Grafische Darstellung des Problems

= Zielfunktion

4 Sy zulaessige Menge
\,\/
\'
3t Vi,
\,
o~ S,
x N,
<,
2r AN
-
S,
\,
~
1k ‘~

Abbildung 4.1: Grafische Darstellung zu (4.3)

Auf der Geraden
G, ={z €R?: 37 + 519 =7}



99

hat die Zielfunktion den Wert ¢’z = ~. Verschiebt man die Gerade Gss in
Abb. [4.1 in Richtung des Ursprungs (0,0)7, bis die verschobene Gerade die
zuldssige Menge nur noch tangiert, erhélt man die zu G5 parallele Gerade
Ggs = {xr € R*: 31 + 529 = 8.5},
welche die zuldssige Menge genau im Punkt z* = (2, %)T schneidet. Jede
weitere Verschiebung erzeugt einen leeren Schnitt der Geraden mit der zu-
lassigen Menge. Daraus folgt, dass x* die Optimallésung des Problems ist,
d.h. die minimalen Kosten betragen 8.5 GE.
Eine grafische Losung des Problems ist i.A. in hoheren Dimensionen (mehr
als zwei Variablen) nicht durchfiihrbar. Auf der Suche nach anderen Lésungs-
methoden betrachten wir zunéchst eine etwas allgemeinere Zielfunktion

axri + bxs.

Hier konnen wir sehen, dass unser Problem gar keine Optimallésung besitzen
muss. Zum Beispiel gilt mit a < 0 und der Folge z™ = (n, 0)"

azrl + bxy = an — —oo  fiir n — oo.

Fir unser reales Problem ist a < 0 natiirlich unsinnig, aber mathematisch
miissen solche Félle behandelt werden. Ist @ > 0 und b > 0, so gibt es immer
eine Optimallosung.

Wir haben bereits gesehen, dass die Optimalldsung eines LPs (wenn sie exi-
stiert) immer in einer Ecke angenommen wird (vgl. Korollar(2.40). Um das LP
zu l6sen, konnte man also alle Ecken berechnen und ausprobieren, wo der be-
ste Zielfunktionswert auftritt. Ein bester unter diesen Punkten (er muss nicht
eindeutig sein) ist eine Optimallosung. Dieses Verfahren ist zwar endlich, aber
nicht sehr effizient und in der Praxis nicht einsetzbar. Dennoch steckt dar-
in der Kern eines der wichtigsten Verfahren zur Losung linearer Probleme,
des Simplexverfahrens. Man startet dabei mit einer zulédssigen Ecke, die der
Durchschnitt von n Hyperebenen ist, und versucht dann systematisch, die
Losung zu verbessern, indem man entlang einer Kante zu einer benachbarten
Ecke wandert.

Duales Problem fiir das Beispiel

Um zu zeigen, dass (2, 5)* optimal ist, verwenden wir das duale Problem und
Korollar 4.2
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Unser Problem (4.3) ist bereits in der Form (4.1)

min Iz st. Az >0b, x>0, (LP)
wobei
2 1 3 3
A= 2 2|, b=| 5], c= < >
14 1 5

Das duale Problem lautet nach Satz
maxb’y st. ATy <e, y>0,

also

max 3y;1 + Sy2 + 4ys
st. 2y1 + 2ys +  ys3

v+ 2y + Adys (4.4)
n

Y2

VIV IV IAIA
oo wvtw

Ys

7 2

Betrachten wir nun den Punkt y* = (O, & g)T, so ist dies ein zulédssiger Punkt

des dualen Problems und wir erhalten
3y1 —+ 5y2 —+ 4y3 =8.5= 3512'1 -+ 5513'2,
d.h. z* ist tatséchlich optimal fiir (4.3) nach Korollar 4.2/ und y* ist auch
optimal fiir (4.4]).
Okonomische Interpretation

Ein konkurrierender Anbieter B iiberlegt sich, wie teuer er die drei Olsorten
anbieten darf, damit er

e nicht teurer ist als die Crackprozesse C'1 und C2,
e hierbei maximalen Gewinn macht.

Seien nun i, 4, y3 die Preise von Lieferant“B fiir die Olsorten S (schweres
Ol), M (mittelschweres Ol) und L (leichtes Ol). Der Verkauf der benotigten
Mengen bringt die Einnahme

3y1 + bys + 4ys  Geldeinheiten
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Um nicht teurer als der Crackprozess C'1 zu sein, miifste
21 + 2y +y3 < 3

gelten. Fiir den Crackprozess Cs ergibt sich analog die Bedingung
Y1+ 2y2 + 4y < 5.

Wenn wir die Einnahmen 3y; + 5y, + 4y3 von Anbieter B unter den obigen
Nebenbedingungen maximieren, ergibt sich genau das duale Problem (4.4).
Wie wir bald sehen werden (vgl. Dualitétssatz unten), stimmt der maximale
Erlos b7y fiir Anbieter B genau iiberein mit dem besten Preis ¢z, den Raf-

finerie A anbieten kann. Die Optimallésungen y* = (0, %, %)T werden auch
Schattenpreise genannt.

Interpretation der Losung:

y; = 0: will Raffinerie A die von S produzierte Menge infinitesimal erhdhen,
dann kostet sie das nichts, da davon immer geniigend produziert wird.

Yy = g: heifst, um die von M produzierte Menge infinitesimal zu erhdhen,
entstehen Zusatzkosten in Hohe von % Geldeinheiten pro Mengeneinheit.

(T %: analog.

Der schwache Dualitatssatz ist noch unbefriedigend und wird im Folgenden
verschérft. Wir wollen insbesondere

e zeigen, dass primales und duales Problem immer Optimallésungen mit
gleichem Optimalwert haben, falls sie beide zuléssige Losungen besit-
zen,

e griffige Optimalitdtsedingungen angeben.
Wir starten zunéchst mit einer ersten Optimalitdtsbedingung fir (LP).
Satz 4.4 T ist genau dann Optimallosung von

T

minc z s.t. Az <b, (LP)
AeR™ beR™, wenn gilt

Az < b,

s >0 Vse Z(T):={s: Aua.s <0}. (4.5)
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Bemerkung: Z(Z) nennt man die Menge der zuléssigen Richtungen: Tat-
séichlich gibt es, wie wir gleich zeigen werden, zu jedem s € Z(Z) ein A > 0
mit

T+ \s zuldssig fiir (LP) VA € [0, \].

Damit bedeutet (4.5): in jede zulédssige Richtung nimmt die Zielfunktion nicht
ab.

Beweis. Sei 7 optimale Losung von (LP). Dann gilt Az < b. Fiir jedes

s mit Aeqzs < 0 ist T + As fiir kleines A > 0 zuldssig fiir (LP) (inaktive

Nebenbedingungen bleiben inaktiv). Daher gilt
0<cl(Z+As)—c'z=\"s

und somit gilt (4.5).
Ist Z keine optimale Losung von (LP), dann ist entweder Z nicht zuldssig,
also Az £ b, oder es existiert x mit

Ax <b, e <z
Also gilt Aeqz). T < beg(z) = Aeq(z).T und daher erfiillt s = 2 —7 zwar Aqqz)s <
0, aber cI's < 0 und damit gilt (4.5) nicht. 0

Um diese Optimalitatsbedingung in eine bequemere Form zu iiberfiihren,
bendtigen wir das Lemma von Farkas.

4.2 Das Farkas-Lemma

Satz 4.5 (Farkas-Lemma) Fiir eine gegebene Matriz A € R™ ™ und einen
Vektor b € R™ hat genau eines der folgenden Systeme eine Lisung:

Ax =1b \/ yTA>0
x>0 y'h <0

Geometrische Interpretation:

Entweder gilt: Axr = b, d.h. b liegt im Kegel, der von
xr > 0 Ayq,..., A, aufgespannt wird,
oder es gilt y'A > 0, d.h. es gibt eine Hyperebene, die b
y'b < 0 von A.q,..., A, trennt,

aber es kann nicht beides gleichzeitig gelten.

Zum Beweis benotigen wir das nichttriviale
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Lemma 4.6 Zu beliebigem A € R™ ™ ist die Menge {Ax : x > 0} abge-
schlossen.

Wir bringen den Beweis dieses Lemmas nach dem Beweis von Satz
Beweis. (von Satz 4.5) Es konnen nicht beide Félle eintreten, denn aus
x>0 und yT A > 0 folgt

0< (y"A)r =y"(Ar) <y'b <0,
ein Widerspruch. Betrachte nun die Menge
K={Az:2 > 0}.

Dann ist IC ein Kegel (d.h. aus p € K folgt A\p € K fiir alle A > 0), denn mit
A>0und p= Az € K ist auch A\p = A (A\z) € K.
>0
Ausserdem ist K konvex, denn fiir A € [6, 1] und p; = Az € K und py =
Axy € K ist
Ap1+ (1= N)pe = Mz + (1 — N)Azg = Az + (1 — Nag) € K.

N

>0
Schlieflich ist I nach Lemma 4.6 abgeschlossen.

Wir unterscheiden nun zwei Félle:
Dann gilt Ax = b fiir ein x > 0, d.h. das System Ax = b,z > 0 hat
eine Losung.

IC ist nichtleer, konvex und abgeschlossen. Nach dem strikten Tren-
nungssatz [2.19 existiert also eine Hyperbene H = {x : yTz = §}, die K und
{b} strikt trennt, also

y'z2>8 Vzek, ylb<é. (4.6)
Wegen A.; € K gilt dann 37 A,; > § und somit
y'A>6, y'b<é. (4.7)

Es bleibt zu zeigen, dass wir 6 = 0 in (4.6) und somit auch in (4.7) wéhlen
konnen. Jedenfalls muss § < 0 sein, da wegen 0 € K gilt 0 = y70 > §. Also
gilt mit einem ¢ < 0. Dann ist aber auch fiir § = 0 richtig. Falls
nicht, dann gibe es z € K mit

y'z <0, also /\lim y'(\2) = —c0
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im Widerspruch zu y7(\z) > 6 wegen Az € K. Damit gilt (4.7) mit § = 0
wie behauptet. O

Beweis. (von Lemma [4.6) Zum Nachweis der Abgeschlossenheit von K
zeigen wir, dass gilt

K = U K, (4.8)
Ic{1,...,n}, A.; hat linear unabhéngige Spalten

mit Ky = {A.[l’[ DXy e R‘Il, xr > 0}
Da jedes der K; abgeschlossen ist, ist dann auch K als endliche Vereinigung
abgeschlossener Mengen abgeschlossen.
Jedes KC; ist abgeschlossen: Sei (yx) C K eine beliebige konvergente Folge
mit Grenzwert y. Wir miissen y € K; nachweisen. Es existiert eine Folge
(xrx) C Rlﬂ mit y, = Ajrri. Da A linear unabhéngige Spalten hat, ist
die Folge (1) eindeutig bestimmt, némlich z7; = (AL A7)~ ALy, Somit
existiert limy_,oo 27 = 21 € RK' und es gilt

Yy = lim Y = lim 14.[.%[’]g = A.[l’[ € IC[.
k—o00 k—o00

Nachweis von (4.8): 72 Ist wegen K; C K klar.
"C”: Sei y € K beliebig. Dann existiert = > 0 mit

. —~ 1 1
y=Axr = izlfl.zxz = ZZI - 1(n—|— 1Az + n—+10'
Damit ist y eine Konvexkombination der Punkte y; := (n+1)A 21, ...,y ==
(n+ DA, Yns1 == 0 € K. Genau wie im Beweis des Satzes von Cara-
théodory (Satz 2.9) kann man aus der Konvexkombination so lange
jeweils einen der Punkte yi,...,y, entfernen, bis fiir die verbleibenden
Punkte y;, i € I, die Vektoren y; — y,o1 = y; = (n+ 1)A,, i € I, linear un-
abhéngig sind. Diese verkiirzte Konvexkombination fiir y liegt dann in ;. O

Folgerung 4.7 Seien A € R™*" b € R™. Dann hat genau eines der beiden
folgenden Systeme eine Losung:

. y'A = 0
Az <b \/ y > 0
y'b < 0.
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Beweis. Ubung. O
Folgerung 4.8 Fiir dimensionsvertrigliche Matrizen A, B,C" und D sowie

Vektoren a,b,u und v hat genau eines der beiden folgenden Systeme eine
Losung:

uTA + 2TC > 0
Arx + By < a . W'B + oTD _ 0
Cx + Dy =0 \/ " > 0
> >
o = 0 ula + 070 < 0.
Beweis. Ubung. O

4.3 Optimalitatsbedingungen und der starke
Dualitatssatz der Linearen Optimierung

Um die Notationen kompakt zu halten, werden wir im Folgenden alle Resul-
tate fiir das Paar von primalem und dualem Problem

min cT;p max _gTy
(P) st. Az <b (D) st ATy=-—c
y=>0

beweisen. Liegt ein beliebiges LP vor, dann kann es in die Form (P) gebracht,
das zugehorige Problem (D) hergeleitet und unter Umstdnden vereinfacht
werden.

Der Bequemlichkeit halber geben wir die Form des dualen Problems fiir ein
primales LP in ganz allgemeiner Form an.

Satz 4.9 Gegeben seien dimensionsvertrdagliche Matrizen A, B,C,D und
Vektoren a, b, c,d.
Betrachte ein primales lineares Problem (PA) der Form

min ¢’z +d'y

st. Ar+By>a
Crx+Dy=0>
x>0

(PA)
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Dann kann das duale lineare Problem zu (PA) geschrieben werden in der
Form
max alu+ bTv

st. ATu+CTv<c
BTu+ DTy =d
u >0

(DA)

Beweis. (PA) kann folgendermafien in der Form (P) geschrieben werden:

i (5)' ()

~A -B —a
P 4.9
(#) ¢ ¢ D T\ o b (4.9)

ol o b | \y)=| -0

-1 0 0

Das duale Problem hierzu ist

T
—a U
o — b s
max b w
(D) " ?
U
—AT T T —J s c
S.t. <—BT DT _prT 0) w —(d), u,s,w,z >0
z
(4.10)

Setzen wir v = w — s, dann kénnen wir (D) in der Form schreiben

max a’u+b"v

st. ATu+CTv+z=c
BTu+ D" =d
u,z >0

und dieses Problem ist offensichtlich dquivalent zu (DA), da z lediglich eine
Schlupfvariable ist. O

Bemerkung 4.10 Das duale Problem von (DA) ist wieder (PA).
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Beweis. Ubung. O

Daher macht es keinen Unterschied, ob man (PA) oder (DA) als das primale
Problem betrachtet. Insbesondere ist es unerheblich, ob das primale LP ein
Minimierungs- oder ein Maximierungsproblem ist.

(PA) und (DA) weisen eine schéne Symmetrie auf. Fiir ein beliebiges LP kann
man durch Weglassen iiberfliissiger Variablen in (PA) leicht das zugehorige
duale Problem (DA) bestimmen.

In der folgenden Tabelle sind einige Merkregeln zusammengefasst, wie
man aus einem primalen LP das zugehorige duale LP ableitet und umgekehrt.

Primal Dual
Ungleichung vorzeichenbeschrankte Variable
Gleichung vorzeichenunbeschrinkte Variable
vorzeichenbeschrénkte Variable Ungleichung
vorzeichenunbeschrankte Variable Gleichung

Tabelle 4.1: Regeln fiir das Dualisieren von LPs

In Tabelle|4.2/sind einige Beispiele zu finden, abgeleitet aus Satz(4.9 bzw. Be-
merkung 4.10.

Primal Dual
max{clx : Az < b,z >0} | min{yTb:yT A>T,y >0}
min{c’z : Ax > b,x >0} | max{y’b:yTA <l y >0}
min{c’z : Ax = b,z > 0} max{y’b: yTA < T}

Tabelle 4.2: Paare zueinander gehérender primaler und dualer LPs

Bemerkung 4.11 Auch fir die allgemeine Form wvon primal-dualen LPs
(wie in Satz 4.9) gilt, da sie dquivalent zu einem primal-dualen Paar (P)
und (D) sind, natirlich schwache Dualitdt, das heifst:

Ist (Z,y) zuldssig fir (PA) und (u,v) zuldssig fir (DA), so gilt

Az +d"g>a'u+b'w.
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Beweis. Einfache Ubung. O

Mit Hilfe des Lemmas von Farkas konnen wir nun handliche Optimalitéitsbe-
dingungen angeben.

Satz 4.12 (Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen) Betrachte das Paar von pri-
malem Problem (P) und dualem Problem (D)

max —bly
(D) st ATy=—c
y=>0

min ¢’z
(P) st. Az <b

mit A € R™" b e R™, ¢c € R". Dann ist © € R"™ genau dann Optimallosung
von (P), wenn ein y € R™ existiert, so dass gilt

Ax <D (primale Zuldssigkeit),
(KKT) ATy=—c, y>0 (duale Zulissigkeit),
y; =0 oder b;— A,z =0, i=1,...,m (Komplementaritat).

y ist dann Optimallosung von (D) mit demselben Optimalwert wie (P).
Umgekehrt ist y € R™ Optimallosung von (D) genau dann, wenn x € R" exi-
stiert, so dass (KKT) gilt. x ist dann Optimallosung von (P) mit demselben
Optimalwert wie (D).

Beweis. Sei z Optimallosung von (P) und setze I = eq(z). Nach Satz 4.4
hat dann das System
Ars <0, s <0

keine Losung. Daher existiert nach dem Farkas-Lemma (Satz[4.5) ein z mit
—A}F,Z =c, z2>0.

Definieren wir nun y € R™ durch y; = 2, yq1,. my 7 = 0, dann gilt

ATy = ATy =—c, y>0

und zudem y; = 0 oder A, x —b; =0, 1 < i < m. Also gilt (KKT).
Gilt umgekehrt (KKT), dann ist « primal zuléssig und y dual zuléssig. Weiter
ist wegen Ar.x = by

o — (—yTb) = yT(A:L’ —b) =0,
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nach Korollar[4.2 ist also 2 Optimallosung von (P) und y Optimallésung von
(D) mit denselben Optimalwerten.

Sei nun y Optimalldsung von (D). Der Nachweis, dass dann (KKT) mit ge-
eignetem z gilt, folgt durch entsprechende Argumentation mit (D) statt (P)
oder folgt alternativ aus dem nachfolgend bewiesenen starken Dualitdtssatz
4.13 iii) und iv). O

Die Komplementaritatsbedingung bedeutet also nichts anderes, als dass pri-
male und duale Zielfunktion iibereinstimmen. Sie besagt: ist die primale Ne-
benbedingung A; xz < b; inaktiv, dann verschwindet die zugehorige Dualva-
riable ;.

Unser néchstes Ziel ist es nun zu zeigen, dass es primal und dual zuldssige
Punkte gibt, die die Ungleichung des schwachen Dualitétssatzes mit Gleich-
heit erfiillen, falls beide Probleme zulédssige Punkte besitzen. Dieser sogenann-
te starke Dualitédtssatz und seine Konsequenzen haben eine auferordentliche
Tragweite in der linearen Optimierung.

Satz 4.13 (Starker Dualitatssatz) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) (P) und (D) haben beide zulissige Losungen.
(i1) (P) hat eine endliche Optimalldsung.

(iii) (P) und (D) haben Optimallésungen, deren Zielfunktionswerte iberein-
stimmen.

(iv) (D) hat eine endliche Optimalldsung.
(v) (P) oder (D) hat eine endliche Optimallésung.

(vi) (P) hat zuldssige Losungen und ist nach unten beschrankt oder (D) hat
zuldssige Losungen und ist nach oben beschrinkt.

Der Satz gilt auch fiir (PA) und (DA).
Beweis. Wir zeigen den Satz fiir das Paar primal/dualer Probleme in der
Form

max —bTy
(D) st ATy=—c
y=>0

min 'z

(P) st. Az <b
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Fiir Probleme in allgemeiner Form (vgl. Satz [4.9) folgt die Aussage dann
unmittelbar, da (PA), (DA) wie in Satz Satz [4.9 in der Form (P), (D) ge-
schrieben werden konnen.

(i) = (ii): | Sei x zuléssig fiir (P) und y zuléssig fiir (D). Aus dem schwachen

Dualititssatz wissen wir bereits, dass ¢z > —bTy gilt. Damit hat (P) einen
zulissigen Punkt und ist wegen p* := inf{c'z : Az < b} > —bTy nach
unten beschriankt. Wir zeigen, dass (P) dann eine optimale Losung hat. Falls

nicht, dann hat das System
A b
(o< (?) a

keine Losung. Nach Folgerung 4.7/ zum Farkas-Lemma existiert also (g) €
R™ mit

A
(y"\7) (CT) =0, y,72>0, (4.12)

y"'b+p* < 0. (4.13)

Multipliziert man (4.12) von rechts mit einem primal zuldssigen x (existiert
nach (i)) und setzt (4.13) ein, dann erhélt man wegen Az < bund y >0

0=y Az +~vc'z <yTb+~yc'x < —yp* +yc' 2.
Aus ¢!z > p* folgt nun v > 0 und daher ergibt (4.12), (4.13) mit § = (1/7)y
AT@ = —¢, g Z Oa _ng > p*

Damit ist 4 dual zuliissig und es existiert  primal zulissig mit —b7y > 'z
im Widerspruch zum schwachen Dualitétssatz. Somit hat (4.11) doch eine
Losung und diese ist optimal fiir (P).

(ii) = (iii): | Sei z Optimallosung von (P). Nach Satz erfiillt dann z
mit geeignetem y € R™ (KKT) und y ist Optimallésung von (D) mit gleichem
Optimalwert wie (P).

(i) = (iv):| Ist klar.

(iv) = (v):| Ist trivial.

(v) = (vi):| Ist klar.
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(vi) = (i): | Wir nehmen an, (P) habe einen zuléssigen Punkt  und sei nach

unten beschrinkt, aber (D) sei unzuliissig. Die Unzuliissigkeit von ATy =
—c, y > 0 impliziert nach dem Farkas-Lemma (Satz[4.5), dass
ul'AT > 0 — Au > 0
—ulfe < 0 cu > 0
eine Losung @ hat. Damit ist fiir alle A < 0 der Punkt z + Au zuldssig fiir
(P), denn
Az + Mu) = Az + X\ Au, <b.
>0
——
<0
Fiir die Zielfunktionswerte gilt
@+ i) =c"z+ A c"a — —oco fiir A — —o0
>0
——
<0

was ein Widerspruch zur Beschrénktheit von (P) nach unten ist.
Der zweite Fall, dass (D) zuldssig und nach oben beschrinkt ist, lasst sich
analog behandeln, siche Ubung. O

Wir ziehen nun einige wichtige Folgerungen.

Folgerung 4.14 Betrachte folgendes Paar primaler und dualer Probleme
(P) und (D):

min cl'z max _gTy
(P) st. Ar<b und (D) st Aly=—c
y=>0

Seien P bzw. D die zuldssigen Mengen von (P) bzw. (D). Definiere nun
+00 falls P = (),
inf(P) = ¢ —o0 falls (P) unbeschrinkt,

| min{c"z : x € P} sonst,

/

—00 falls D =0,
+00 falls (D) unbeschrankt,
| max{—b"y :y € D} sonst.

sup(D)
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Dann gilt:
(a) inf(P)=-o00 = D=1
(b) sup(D)=+c0 = P=0.
(¢c) P=10 — D=0 oder sup(D)=+c0.
(d) D=0 — P=0 oder inf(P)=—o00.

Beweis. (a) Ist y € D # () so folgt aus dem schwachen Dualitatssatz [4.1]
dass inf(P) > bTy gilt, was ein Widerspruch ist.

(b) Analog zu (a).

(¢) Ist D # 0 und sup(D) # +oo dann gilt Satz [4.13 (vi), somit auch (i),
also P # ().

(d) Analog zu (c). O

Bemerkung 4.15 Die Aussagen von Folgerungl|4.14 gelten analog fiir das
Paar dualer Probleme aus Satz|4.9.

Beispiel 4.16 Seien P und D zwei Polyeder:
_ 2 r1—x20 <0
P—{xER —x1+x2§—1}’

=1
D= RQ Y1 Yo >0,
{yG =177

Dann sind die linearen Probleme

min —x; — 29 und max s
st. zeP st. yeD

dual zueinander und es gilt:

(a) P =0, da die Addition der Nebenbedingungen zu der ungiltigen Un-
gleichung 0 < —1 fiihrt.

(b) D=0, da

Es kann also der Fall auftreten, dass sowohl (P) als auch (D) unzuldssig ist.
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Aus den Dualitétsstzen (oder alternativ aus den KKT-Bedingungen) ergibt
sich unmittelbar der folgende Satz zur Charakterisierung von Optimallosun-
gen:

Satz 4.17 (Satz vom schwachen komplementaren Schlupf) Betrachte das
Paar (P) und (D) aus primalem und dualem Problem wie in Satz 4.12.
Die Vektoren T und § seien zuldssig fir (P) bzw. (D). Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(a) T ist optimal fiir (P) und g ist optimal fir (D).
(b) (b— Az)Ty =0.
(¢c) ;=0 oder b;—A;z2=0, i=1,...,m.

Beweis. Wir stellen zunéchst fest, dass bei primal-dualer Zuléssigkeit (b)
und (c) dquivalent sind.

Gilt (b) dann stimmen nach dem schwachen Dualitétssatz und Korollar
primaler und dualer Zielfunktionswert iiberein und z, y sind optimal fiir
(P) bzw. (D), also gilt (a).

Gilt (a), dann existieren nach dem starken Dualitédtssatz 4.13] Optimal-
losungen von (P) und (D) mit gleichem Zielfunktionswert. Damit haben

auch z und y als Optimallosungen gleichen Zielfunktionswert, es gilt also
0=clz— (=b"y) = (b— Az)"y und dies ist (b). O

Bemerkung 4.18 In (¢) kénnen beide Komponenten gleichzeitig verschwin-
den. Es gibt jedoch immer Paare von Optimallosungen, bei denen immer ge-
nau eine der Komponenten b; — A;.T oder y; verschwindet. Man spricht dann
von strikter Komplementaritdt.

Merkregel: Die Aussage des Satzes vom komplementéiren Schlupf ist folgen-
de: Ein primal-dual zuléssiges Paar ist genau dann optimal, wenn fiir jede
nicht-bindende Nichtnegativitdtsbedingung die komplementére Ungleichung
bindend ist.

Transformation der allgemeinen Form (PA) auf (P) wie in Satz [4.9 liefert
folgendes Resultat:
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Satz 4.19 (Satz vom schwachen komplementaren Schlupf) Gegeben seien di-
mensionsvertrigliche Matrizen A, B,C, D und Vektoren a,b,c,d. Betrachte
das zueinander gehéorende Paar dualer Probleme

min 'z +dly

st. Ar+ By >a
Cx+Dy=10
z >0

(PA)

und
max alu+ bTw

st. ATu+CTv<c
BTu+ DTy =4d
u >0

Die Vektoren (g) und (%) seien zuldssig fir (PA) bzw. (DA). Dann sind

folgende Aussagen dquivalent:

(DA)

(a) (;) ist optimal fiir (P) und (%) ist optimal fiir (D).
(b) (c— (ATa+ CT0)) & — a” (a — (AT + Bp)) = 0.
(¢) Fir alle Komponenten u; der Dualldsung gilt:
u; =0 oder (AZ+ By); = a;.
Fiir alle Komponenten z; der Primallosung gilt:
Tj=0 oder (ATu+C"v);=c;.
Beweis. Wie in Satz 4.9/ kann man (PA) in der Form (P) schreiben, siehe
(4.9), das duale Problem (4.10) kann dann mit v = w—s und c— ATu—C"v =
z zu (DA) vereinfacht werden. Wendet man nun Satz[4.17 auf (4.9), (4.10)

an und nutzt Cx + Dy = b, ¢ — ATu — CTv = z, dann ist die Optimalitéit
nach Satz[4.9 (b) dquivalent zu

—a -A —-B
(=T T -T =T b B cC D T
0—(U y§ W, 2 ) - -C —-D g
0 -7 0

=a'(AZ+ By —a) + (c— ATu - CT0)'z
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und da alle Summanden dasselbe Vorzeichen haben, ist dies wiederum
dquivalent zu (c). O

Satz 4.20 (Satz vom starken komplementidren Schlupf, Satz von Goldman-
Tucker)

Betrachte das Paar dualer linearer Probleme

min c’'z max _gTy
(P) st. Ar<b und (D) st Aly=-—c
y=>0

Besitzen beide Probleme zuldssige Losungen, so existieren optimale Losungen
Z,1, so dass fir alle Zeilenindizes gilt:

Beweis. (Fiir Interessierte) Definiere die Mengen

N :={i : Es existiert Optimallésung = von (P) mit A,z < b;},
B := {i : Es existiert Optimallésung y von (D) mit y; > 0}.

Dann existieren Optimallosungen z, y mit

ANT < bN, Yy > 0 (414)
ApZ=bg, fy=0 (4.15)

und es gilt BN N = 0.

Tatséichlich existiert zu jedem i € N eine Optimallssung ) von (P) mit
A; 7% < b; und zu jedem i € B eine Optimallésung §* von (D) mit gg“ > 0.
Die Konvexkombinationen z = 1 37" | 2 sowie § = 2 3" § sind dann
wieder Optimallosungen und erfiillen (4.14). Nun folgt (4.15) aus Satz/4.19/(c)
und zusammen mit (4.14) ergibt sich BN N = 0.

Wir miissen also nur noch zeigen, dass BUN = {1,...,m}.

Dazu setze J = {1,...,m} \ (B UN). Annahme, J # (). Dann gilt §; = 0,
(b — Ay); = 0 und es existiert i € J. Wir zeigen, dass das System

AJ\{Z‘}.S <0, Aps=0, A;s<0
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keine Losung haben kann: fiir ¢ > 0 klein genug gilt sonst mit (4.14), (4.15)
Ap (T +1ts) =bp, A(@+ts) <b, A.(T+ts)<b,

T + ts ist also primal zuldssig und auch optimal, da & + ts und y wegen
ysun = 0 die Komplementarititsbedingung erfiillen. Es wére also 7 € N, was
1 € J widerspricht.

Nach Folgerung zum Farkas-Lemma muss also das System (setze CT =
—Apngy., DT = —Ap., b = A;)

— A v —Apw=A], v>0 (4.16)
eine Losung haben. Definieren wir u € R™ durch
ungy =v, u; =1, up=w, uy =020,
dann ergibt (4.16)
ATy = 0, wuyny=>0, wu;>0.
Fiir t > 0 klein genug gilt daher mit (4.15)
AT (g +tu) = -, g+tu>0, (F+tu)y =0, (§+tu); >0,

iy + tu ist also dual zuldssig und auch optimal, da z und ¥ + tu wegen
(b — AZ);up = 0 die Komplementaritiatsbedingung erfiillen. Es wére also
i € B, was i € J widerspricht. Die Annahme J # () war demnach falsch und
der Beweis ist beendet. O

Bemerkung 4.21 Der Satz vom starken komplementdren Schlupf gilt ent-
sprechend fiir das Paar dualer linearer Probleme aus Definition 4.9.



Kapitel 5

Der Simplex-Algorithmus

In diesem Kapitel wollen wir das erste Verfahren zur Losung linearer Proble-
me behandeln. Wir betrachten dazu LPs in der sogenannten Standardform:

min ¢’z
st. Ar=5> (5.1)
z > 0.

Wir nehmen n > m an. Auflerdem wollen wir in diesem Kapitel zunédchst
annehmen, dass die Matrix A € R™*" vollen Zeilenrang hat, d.h. rang (A) =
m. Das zu (5.1) duale Problem lautet:

max bly

st. ATy <ec (5:2)

In (dualer) Standardform hat das zu (5.1) gehorige duale LP die Gestalt:

max bly
st. ATy+z=c (5.3)
z2>0

5.1 Basen, Basislosungen und Degeneriertheit

Aus Korollar 2.40 wissen wir, dass eine Optimallosung, sofern sie existiert,
immer an einer Fcke angenommen wird. Die zulassige Menge eines LPs in
Standardform ist ein Polyeder P=(A,b). Wir miissen also die Ecken eines
solchen Polyeders auf effiziente Weise beschreiben.

7
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Eine Ecke von P=(A,b) ist durch n linear unabhéngige Nebenbedingungen
festgelegt. Da die m Gleichungsnebenbedingungen auch in einer Ecke erfiillt
sein miissen, verbleibt also, n—m der n Ungleichungen z; > 0 so auszuwahlen,
dass alle Bedingungen linear unabhéngig sind und die zugehorige Ecke in
P=(A,b) liegt.

Sei N die Menge der n —m ausgewéhlten Indizes und B = {1,2,...,n} \ N.
Die Forderung, dass die Bedingungen Az = b und z; = 0 fiir j € N linear
unabhéngig sind, sagt aus, dass das System Ax = b eindeutig losbar sein
muss, wenn man x; = 0 setzt fiir alle j € N, d.h. A.p muss invertierbar sein.

Definition 5.1 Gegeben sei ein LP in Standardform (5.1). Die Matrix
A € R™™ habe vollen Zeilenrang. Sei B ein m-Tupel mit paarweise verschie-
denen Indizes aus {1,2, ... ,n} und sei N das (n—m)-Tupel der verbleibenden
Indizes.

(a) B heifst Basis von (5.1), falls A.p reguldr ist.
B heifst primal zulissig, falls A 3b > 0 ist.
B heipt dual zuldssig, falls ey — AN A ep > 0 ist.
Wir verwenden ab jetzt die Schreibweise Ag fir A.p bzw. Ayx fir A.n.

Beachte, dass die Notation A.; nur fir Mengen I definiert ist. Wir
erweitern diese Definition in diesem Zusammenhang auch auf Basen
und Tupel und interpretieren Ag als die Matriz, die aus der Menge der
durch B induzierten Spalten besteht.

(b) Die zu B gehorige Matriz Ap heifst Basismatrix, Ay Nichtbasismatrix.

Die zu B gehérende Basislosung hat die Komponenten xg = A]_glb, TN =
0. Die Variablen x;, (j € B) heifSen Basisvariablen, alle anderen Nicht-
basisvariablen.

(c) FEine Basislosung x zur Basis B heifit nicht degeneriert (auch: nicht
entartet), falls tp = Az'b > 0, andernfalls heifit sie degeneriert (auch:
entartet ).

Eine Basislosung x heifit zuldssig, falls B primal zuldssig ist.

Eine Bestitigung des Zusammenhanges zwischen Basen und Ecken von
P=(A,b) gibt der folgende Satz.
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Satz 5.2 Sei P = P=(A,b) ein Polyeder mit rang (A) = m < n, und sei
x € P. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) x ist eine Ecke von P.

(i1) x ist eine zuldssige Basislosung (d.h. es existiert eine primal zuldssige
Basis B mit x5 = A5'b, xy =0).

Beweis. |(i) = (ii):| Sei I = supp (z). Ist = eine Ecke von P, sind die
Spaltenvektoren A.;, j € I nach Satz3.20/linear unabhéngig.

Da rang (A) = m gilt, existiert eine Menge J C {1,2,...,n} \ I mit |J| =
m — |I|, so dass A.uy) regulér ist. Setze nun B = I U J. Dann ist B eine
Basis und es gilt:

v = (”‘) - (ﬁf) (Beachte: supp () = I C B)

TN

AZlh = AG'Az = Ag ([AB,AN] (x03)> = [I, A5 Ay] ("“"OB) =25

Da x > 0 gilt, ist B damit primal zuldssig und x ist eine zuléssige Basislosung.

(i) = (i): | folgt direkt aus Satz O

Damit haben wir gezeigt, dass die Ecken von P=(A, b) den Basislésungen von
Ax = b, x > 0 entsprechen. Also gibt es zu jeder Ecke eine zuléssige Basis von
A. Sind zwei Ecken verschieden, so sind natiirlich auch die entsprechenden
Basen verschieden. Dies gilt aber nicht in umgekehrter Richtung!

eindeuti

. . A nicht eindeuti
Ecke 058 zulassige Basislosung Jncenie

zulassige Basis

Beispiel 5.3 (Degeneriertheit)

(a) Betrachte das System

T1+wy <1
2331 + 1z < 2
i, rg > 0.
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X

Abbildung 5.1: zum Beispiel (a)

Das Polytop hat die drei Ecken Ey, Eo, E3. Das System lautet in Stan-
dardform:

T, + 12 4+ 5 1
21’1 + x5 + S = 2
X1,T2, 51,52 Z O

Zur Ecke (1,0)T bzw. (1,0,0,0)T gehdren folgende Basen:

B AB B TN
1) | () | =00 | s
13 | () | er=00 | s
0 | (51) | e =00 | e

Die Degeneriertheit der Basislosung resultiert aus der Redundanz der
zweiten Ungleichung. Ohne diese trate hier keine Degeneriertheit auf.
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Im R? gibt es keine ,richtige“ Degeneriertheit, d.h. jedes nicht redun-
dante Ungleichungssystem im R? impliziert, dass keine degenerierten
Basislosungen existieren.

(b) Im R? tritt dagegen echte Degeneriertheit auf (Abb.!5.2).

alle Ecken sind entartet

<0~

0
1 15 1
-02 0 0
I » -1 B
05 0 05 I - 05 o Y n o
*2 *2

entartete Ecke

I 1 I I ! I l ! I !

Abbildung 5.2: Degeneriertheit im R3

Bemerkung 5.4 Ist x eine nichtdegenerierte Basislosung von Ay = b, y >
0, dann gibt es eine eindeutige zu x gehdrende Basis B mit vz = Az'b > 0
und xy = 0.

Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Beispiel 5.5 Sei P=(A,b) gegeben durch

(1) =)

Es gibt zwei Basen By = (1,3) und By = (2,3) mit 2T = (1,0,0) und
x2 = (0,1,0). Beide Basislisungen sind degeneriert, obwohl die zugehérigen
Basen eindeutig sind.

5.2 Die Grundversion des Simplex-Verfahrens

Wie bereits mehrfach angedeutet, besteht die Grundidee des Simplexver-
fahrens darin, sich auf geschickte Weise von Ecke zu Ecke zu bewegen, bis
Optimalitdt nachgewiesen werden kann. In diesem Abschnitt zeigen wir, wie
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dieses Verfahren funktioniert und gehen davon aus, dass wir eine (primal)
zuldssige Basis bereits gegeben haben. Wie wir eine solche bekommen, ist
Thema eines spéateren Abschnitts.

Sei also B C {1,2,...,n}, |B| = m mit Ap regulir und Az'b > 0 gegeben.
Die zugehorige Basislosung ist

iUB:AgleU, zy = 0.

Eine Anderung dieser Losung (23, 2x) ist nur dadurch erreichbar, dass eine
Nichtbasisvariable erhéht wird. Die Auswirkungen auf die anderen Variablen
lassen sich an folgender Beziehung ablesen:

Ar =b <— ABCL’B—FANINZI)
<—— Aprp=0b— Anxn (54)
< ZL‘B:AEl(b—AN{L’N).

Die Auswirkung einer Erhéhung von z; (j € N) auf die Zielfunktion l&sst
sich ebenfalls berechnen:

e cgch + c]:C,xN
5.4
64 cEAZN (b — Ayay) + ey (5.5)

= CcRAGb+ (e — A AN) Ty,

Eine Erhohung eines x; mit j € N bringt also nur dann eine mogliche Ver-
besserung der Zielfunktion, falls

cj — cRAZ A, <0 (5.6)

gilt fiir ein j € N. Der Vektor zy = cN—A%AchB heiftt Vektor der reduzierten
Kosten (oder einfach nur reduzierte Kosten).

Wir werden im folgenden Satz zeigen, dass (zp,xy) optimal ist, falls die
reduzierten Kosten nicht-negativ sind.

Nehmen wir also an, wir haben einen Index j € N, der (5.6) erfiillt. Wir
wollen z; nun soweit wie moglich erhohen, d.h. der resultierende Vektor soll
gerade noch zuléssig bleiben. Auskunft iiber den Einfluss von z; auf die
anderen Variablen gibt (5.4):

Alle Indizes in N \ {j} bleiben von der Aktion unberiihrt. Wegen (5.4) gilt:

rp = Aglb — AJ_BIANZEN = Aglb — AélA.jIj — AglAN\{]} xN\{j} .
——

=0
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Der Einfluss der Erhohung von z; auf x5 wird also durch den Vektor

w = ABIA.J‘

gesteuert. Gilt w < 0, so kénnen wir z; beliebig erhéhen und bleiben im-
mer zuldssig (d.h. z > 0). Da zusétzlich (5.6) gilt, wird dadurch auch die
Zielfunktion beliebig verbessert, d.h. das LP ist unbeschrankt.

Nehmen wir deshalb w £ 0 an und betrachten diejenigen Indizes mit w; > 0.
Wir konnen x; maximal so weit erhohen, bis eine der Variablen aus xp die
Null erreicht. Damit x zuléssig bleibt, muss zz > 0 bleiben:

rp = Ag'b — z;w > 0.

Fiir alle Indizes ¢ € {1,...,m} mit w; > 0 muss also gelten
1 (A5'b):
T Wy S (AB b)z g T S w0, .

Die Erhohung v von z; lésst sich daher in folgender Form schreiben:

AL,
vzmin{( 5 b): :wi>0,i€{1,...,m}}.

wy

Genau eine Variable, die als erste den Wert Null erreicht, wird nun die Basis
verlassen (sie ist an der unteren Schranke angekommen) und z; wird in die
Basis aufgenommen. Danach beginnt dieser Prozess von vorne. Zusammen-
gefasst sieht das Verfahren wie folgt aus:
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Algorithmus 5.6 Der Simplex-Algorithmus, Grundversion.
Input: Eine primal zuldssige Basis B, Tg = Aglb.

Output: (i) Fine Optimallosung T fiir das LP (5.1)
oder
(1) Die Meldung ,Das LP (5.1) ist unbeschrinkt®.

(1) BTRAN (Backward Transformation)

Lise yTAp = ck.

(2) Pricing
Berechne Vektor der reduzierten Kosten: Zy = ey — Aﬁg.
Falls zy > 0, dann ist B optimal, Stop.
Andernfalls wihle ein j € N mit zZ; < 0. x; heifit die in die Basis

eintretende Variable (engl. entering).

(3) FTRAN (Forward Transformation)
Lose  Apw = A,.

(4) Ratio-Test
Falls w <0, dann ist das LP (5.1) unbeschrankt, Stop.

Andernfalls berechne

fy:xBi :min{xB" swg >0, /{:1,2,...,m},

w; Wi

wobei i € {1,2,...,m} und w; > 0 ist. Tp, heifit die die Basis
verlassende Variable (engl. leaving).

(5) Update
Setze Ip = Ip—yw,
N = (N\{j})U{Bi},
Bi = ja
Tj = 7.

Gehe zu (1).
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Beispiel 5.7 Betrachten wir folgendes lineare Problem:

min —3x7 —2x9 —2x3

s.t. T +x3 S 8
T +x2 < 7
T +2$2 § 12
T1,To,x3 > 0.

(0,0,8)

(0,6,8)

54— (0,0,0) . |
O L " - (0.6.0)
2—
(7.0.1). (25.0) 0
1
(7,0,0) 2
0—] .
4
-1
1 6
0 1 ) .
4 5 8 X

Abbildung 5.3: Grafische Darstellung zu Beispiel 5.7.

Wir bringen das LP in Standardform:

min —3x; —2x9 —2x3

s.t. Ty +x3 +x4 = 8
T +I2 +ZL‘5 = 7

1 229 +rg = 12
T1,...,26 > 0

Fine primal zuldssige Basis ist B = (4,5,6), N = (1,2, 3).

Die Basislosung ist tp = (8,7,12)T, 71, Ty, 73 = 0, d.h. alle Schlupfvariablen
sind in der Basis und der Zielfunktionswert ist Null. Die einzelnen Schritte
des Algorithmus|5.6 sehen dann wie folgt aus:
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(1) BTRAN
100
g7 0 1 0 | =(0,0,0) — y' =(0,0,0)"
00 1
(2) Pricing
-3 111 0 -3
iv=| -2 ]-lo0o12]|-[0o]=] -2
-2 100 0 —2

Wihle nun j = 1. Die Variable x1 wird in die Basis aufgenommen.

(3) FTRAN
1 00 1 1
010 |w= 1 _— w = 1
0 01 1 1

(4) Ratio-Test

8T 12)
7y = 1min 1,1,1 =

mit 1 = 2 und By = 5. x5 verldsst die Basis.

(5) Update
Ty 8 1 1
Ip=| @5 | = 7 -7 1 |1=1020
Tg 12 1 5

Daher: N = {1,2,3} \ {1} U {5} = (5,2,3); B = (4,1,6), By =
1, &y =7. Der Zielfunktionswert ist —21.

Entsprechende Fortsetzung liefert folgende Ergebnisse:

Iteration  Zielfunktionswert FEintretende Var. Verlassende Var.
1 —21 T T5
2 —23 T3 T4
3 —28 To Te
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Nach der dritten Iteration gilt B = (3,1,2), N = {4,5,6} und

T3 6
Tp = I = 2
To 5)
(1) BTRAN
110 —2
g7 01 1 | =(-2-3-2 — j= 0
01 2 -1
(2) Pricing
0 1 00 —2 2
av=lo]l={o1o0]|-[ o]=(0]>0
0 0 01 —1 1
= B ist optimal (vgl. dazu den nachfolgenden Satz).

Satz 5.8
Terminiert der Algorithmus|5.6, so liefert er das korrekte Ergebnis.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass der fiinfte Schritt (Update) korrekt ist.
Dazu sei B die Basis vor dem Update und B* das Tupel der Indizes nach
dem Update, d.h. B und B* sind identisch, aufer an der Stelle 7, an welcher

B; durch j ersetzt wird. Analogsei N* = {1,...,n}\N. Der Ubersichtlichkeit
halber bezeichnen wir den neuen Punkt mit Z*. Wir miissen also zeigen:

(i) Ap+ ist regulér.
(i) 5, >0, T3, =0.

(ili) z5. = AGLb.

zu (1):| Angenommen, Ap+ ist nicht regulér. Dann ist A.; linear abhéngig
von den restlichen Spalten von Ag+, d.h. es existiert ein eindeutiges A

mit

Apngpr = 4.
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Wegen FTRAN gilt A; = Apw, und da BT\ {j} = B\ {B;} erhalten
wir

AB\{B-L})‘ = AB’LU,
oder gleichbedeutend

A-B\{Bi})\ = wiA.Bi + Z ka'Bk'
ke{l,...m\{i}

Da A.p, linear unabhéngig von A.p\(p,} (weil Ap regulér laut Voraus-
setzung), folgt daraus, dass w; = 0 gelten muss, ein Widerspruch zur
Wahl im Ratio-Test.

Eigentlich folgen (ii) und (iii) bereits aus unserer Herleitung des
Simplex-Algorithmus. Der Vollstédndigkeit halber geben wir dennoch
den Beweis.

zu (ii):| Da Z; = v und vy > 0 gilt, folgt :E}r = v > 0. Weiter gilt fiir alle
ke{l,2,...,m} 1

_+ _ =
Tp, = Tp, — YWk.

Ist wy < 0, dann gilt a‘cgk >0, da Tp, > 0.
Andernfalls gilt
T,

_Jr = _

i

wkZin— wk:O

w Wi,

Insbesondere gilt dann also auch jgi = 0, d.h. 7, = 0, da die restli-
chen Variablen mit den Indizes aus N \ {j} unbertihrt bleiben.

zu (iii):| Es geniigt, Ap+Z 5, = b zu zeigen. Es gilt

7t _ ~+ 7t Tt
AB+.Z‘B+ = ABJIB—i—A,j.I‘j _A-Bi .Z‘Bi

=0
= AB(EB—’YU))—FA.]'J_?;_ = b—")/A.j‘f—A.j f;_

~—
=y

Aus (i) — (iii) folgt, dass B wihrend des gesamten Algorithmus eine primal
zuliissige Basis ist, und z mit 5 = Az'b > 0 und Z = 0 ist eine zulissige
Losung.
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Nehmen  wir jetzt an, dass der  Algorithmus im  zwei-
ten  Schritt (Pricing) stoppt. Gegeben ist dann Zp und ¥
aus dem ersten Schritt (BTRAN). Wir wissen bereits, dass
z fiir (5.1) zuléssig ist.

Wir zeigen nun, dass g fiir (5.2) zuléssig ist und z,y die Bedingung (c) aus
dem Satz/4.19/vom schwachen komplementéiren Schlupf erfiillt. Jedenfalls ist
g fiir (5.2) zulissig, da nach BTRAN gilt ALy = cp und zudem cy — ALy =
Zy > 0 ist. Dies zeigt ATy < c.

Zudem gilt Ty = 0 und ALy = cp, also ist die Bedingung (c) aus Satz
4.19 erfiillt und somit z optimal fiir (5.1). (Zur Kontrolle: ¢’z = cLzp =
(" Ap)rp = y'b.)

Nehmen wir schlieklich an, dass der Algorithmus 5.6 im vierten Schritt

(Ratio-Test) stoppt, d.h. es gilt w < 0. Wir wissen aus (5.4) und FTRAN,
dass dann die Punkte 27 () gegeben durch

jj(V) =7, TH(7) =T~ AG'Ajy =T —yw, 75;\{]‘}(7) =0

fiir jedes v > 0 primal zuléssig sind. Fiir den Zielfunktionswert ergibt sich
nach (5.5) und BTRAN

"zt (y) = cpip + 2535 () = T+ Z; v — —oo fiir v — oo.
~—

<0

Ist also w < 0 in Schritt 3, dann ist (5.1) tatséchlich nicht nach unten
beschrankt. O

Es bleibt zu kldren, ob der Algorithmus [5.6] endlich ist. Dazu machen wir
zunéchst eine einfache Beobachtung.

Satz 5.9 Betrachte ein lineares Problem (5.1), so dass P=(A,b) # 0 und alle
zuldssigen Basislosungen nicht degeneriert sind. Dann ist der Algorithmus!5.6
endlich.

Beweis. Der Algortihmus generiert lauter primal zuldssige Basen, jede ist
nach Voraussetzung nichtdegeneriert. Sei B die aktuelle Basis. Es gilt dann
zp > 0, zy = 0 (Nichtdegeneriertheit). Entweder terminiert der Algorithmus
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in der aktuellen Iteration, oder es gilt zZy # 0 und w £ 0. Er wahlt dann
J € N mit z; <0 und bestimmt

rp. . x
v = Bl:mln{ Bk ;wk>0,k:1,2,...,m},
W; Wi

wobei i € {1,2,...,m} und w; > 0 ist. Wegen Tp > 0 folgt v > 0. Der neue
Zielfunktionswert ist nun nach (5.5) und BTRAN

Azt = cga‘?B + z; v < cgig ="'z
~
<0 >0

Ist nun By, B, ... eine Folge von Basen, die im Algorithmus 5.6 erzeugt
werden, so folgt daraus, dass keine Basis innerhalb der Folge doppelt
auftreten kann, da die Zielfunktionswerte streng monoton fallen. Da es nur
endlich viele Basen gibt, muss der Algorithmus irgendwann terminieren. O

Leider ist die Grundversion des Simplex-Algorithmus im degenerierten Fall
im Allgemeinen nicht endlich.

Beispiel 5.10 (Kreiseln) Siehe Ubung.

Es bleibt die Frage zu kldren, ob es im zweiten Schritt (Pricing) und im
dritten Schritt (Ratio-Test) Auswahlregeln gibt, die ein Kreiseln auch im
degenerierten Fall verhindern. Der folgende Satz gibt eine solche Regel an.

Satz 5.11 Unter Verwendung einer der beiden folgenden Auswahlregeln ist
der Algorithmus 5.6 auch im degenerierten Fall endlich.

(a) Bland (siehe [Bl77]).

Pricing: Wihle den kleinsten Index j € N mit z; < 0.

T,

Ratio Test: Wiahle unter allen Indizes © € {1,2, ... ,m} mit =

denjenigen mit kleinstem Index B;. '

(b) Lexikografische Regel (Dantzig, Orden, Wolfe, siehe [Da55]).

Pricing: Wihle einen Index j € N mit z; < 0 beliebig.
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TR ARLA);
TB: _ v so, dass —( 5 A)i
wW; W;

Ratio Test: Wihle 1 € {1,2,...,m} mit

lexikographisch minimal ist.

Ein Vektor X sei dabei lexikografisch kleiner als ein Vektor u glei-
cher Dimension, falls X # p und fiir den kleinsten Index i mit

Ai # i gilt A < p.

Beweise dieser Aussagen findet man z.B. in Schrijver [Sch86| oder bei Chvatal
|Ch83].

Bemerkung 5.12 Man kann zeigen, dass!5.11|(b) dquivalent zur Perturba-
tionsmethode ist, d.h. man betrachtet

T

min c'z
st. Ar=b+e (5.7)
>0

fir ein e € R™, ¢ > 0. Man kann zeigen, dass bei geeigneter Wahl von € das
lineare Problem (5.7) keine degenerierten Ecken enthdlt und jede zulissige
Basis von (5.7) eine zuldssige Basis von (5.1) ist (vgl. Chvdtal [Ch83]).

Aus praktischer Sicht stellt sich natiirlich nicht nur die Frage der Endlichkeit,
sondern man bendtigt auch Aussagen iiber das Worst-Case Verhalten des
Simplex-Algorithmus. Weiter stellt sich die Frage, ob es eine Auswahlregel fiir
die Schritte zwei und vier gibt, so dass der Simplex-Algorithmus polynomiale
Laufzeit hat. Bislang ist eine solche Regel nicht bekannt.

Beispiel 5.13 Betrachte fir ein e mit 0 < e < % das Problem

min —z,
s.t. e <xr; < 1
exjy <x; < 1—exj firj=2,3,...,n.

Dieses Beispiel ist in der Literatur unter dem Namen Klee-Minty-Wiirfel be-
kannt (benannt nach seinen Entdeckern). Man kann zeigen, dass der Simplex-
Algorithmus 2" Iterationen zur Lisung des obigen LPs bendtigt, demnach also
alle Ecken ablduft (zum Beweis siehe beispielsweise Papadimitriou € Steiglitz

[PS82)).
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(e€21-€5)
1.4— 2 3
(g,1-€%,1-¢+¢€”)
1.2—
(Lel1-¢9 |
08 (1,1-8,1—8+82)
Gy ;s
o 0.6 —| (g,1-€%,e-¢")
0.4 —
0.2

(1,1-¢,e-€?)

%

Abbildung 5.4: Klee-Minty-Wiirfel (Beispiel [5.13)

5.3 Phase I des Simplex-Algorithmus: Das Fin-
den einer zulassigen Basis

In diesem Kapitel wollen wir das Problem l6sen, fiir (5.1)

min 'z
st. Az =0b
x> 0.

eine (primal) zuldssige Basis zu finden oder aber festzustellen, dass
P=(A,b) = ) gilt. Wir nehmen ohne Einschrankung an, dass b > 0 ist (sonst
multipliziere die Gleichungen mit —1, fiir die b; < 0 ist).

Wir verzichten in diesem Kapitel zunachst auf die Annahme, dass A vollen
Zeilenrang hat, d.h. wir lassen rang (A) < m zu. Wir betrachten nun folgen-
des lineare Problem (1 sei dabei der Vektor, dessen Komponenten alle gleich
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1 sind):
min 17y
st. Az+y=0 (5.8)
x,y > 0.

(5.8) ist in Standardform gegeben und die Matrix D = (A,I) hat offen-
sichtlich vollen Zeilenrang. Die Variablen des Vektors y werden als kiinstliche
Variablen bezeichnet. Seien {1,2,...,n,n+ 1,...,n+ m} die Spaltenindizes
von D und u = (z) Dann ist B = (n+ 1,n + 2,...,n + m) eine primal
zuldssige Basis mit up =y =0> 0 und uy =z = 0.

Es gilt nun folgender Satz.

Satz 5.14 In dem linearen Programm (5.1) sei b > 0. Dann gelten fir das
lineare Programm (5.8):

(i) B=(n+1,n+2,....,n+m) ist eine primal zulissige Basis mit zulds-
siger Basislosung u = (Z) = (0).

b
(11) (5.8) ist losbar.

(i1i) Sei (z) optimale Lésung von (5.8) nach Anwendung des Simplez-
Verfahrens!5.6.

Ist dann y* # 0, dann hat (5.1) keinen zuldssigen Punkt.

Ist dagegen y* = 0 und gilt rang (A) = m, dann ist x* zuldssige Basis-

losung von (5.8).

Beweis. zu (i): Ist wegen D =1, Du=y=bundug =y >0, uy =x =0
klar.

zu (ii): Die Zielfunktion ist durch 0 nach unten beschrénkt und nach (i)
existiert ein zulassiger Punkt. Nach dem starken Dualitatssatz existiert also
eine Losung.

zu (iii): Ist y* # 0, dann ist der Optimalwert 17y* > 0. In diesem Fall kann
(5.1) keinen zulédssigen Punkt x besitzen, denn sonst wiére (8’) zuléssig fiir
mit kleinerem Zielfunktionswert 0.

Ist y* = 0 dann ist «* zuléssig fiir (5.1).

(””CO) ist als Ergebnis des Simplex-Verfahrens eine zuldssige Basislosung von
(5.8). Sei B die zugehorige Basis und setze

B,={l,....n}NB, B,=B\B,, N,={1,....n}nN, N,=N\N,.
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Dann gilt 23 > 0, #3, = 0 und Ap, hat linear unabhingige Spalten.
Gilt nun |B,| = m, dann ist B, bereits primal zulédssige Basis von (5.1).
Andernfalls kann im Fall rang (A) = m die Matrix Ag, durch m — |B,|
geeignete Spalten aus Ay, zu einer invertierbaren Basismatrix ergénzt
werden und x* ist die zugehorige Basislosung. O

Phase I mit dem dem in (iii) angesprochenen Ergédnzungsprozess einer un-
vollstdndigen Basis kann zum Beispiel wie folgt durchgefiihrt werden:



Algorithmus 5.15 Phase | des Simplex-Algorithmus.
Input: A, b, ¢ fiir Problem (5.1) mit b > 0.

Output: (i) FEine zuldssige Basis B fir (5.1) mit zugehdoriger
Basislosung x

oder
(11) Die Meldung ,Das LP (5.1) ist unzuldssig*“.
oder

(i1i) Die Meldung ,rang (A) < m “

(1) Wende den Simplez-Algorithmus auf (5.8) mit Startbasis B =
(n+1,...,n 4+ m) und Basislosung (g) an. Sei (;) die erhaltene
Losung mit zugehoriger Basis B.

(2) Isty #0: STOP, das LP (5.1) ist unzuldssig.
(3) Andernfalls setze
B,={l,...,n}NB, B,=DB\ By,
N, ={1,...,n}NN, N,=N\N,.
While |B,| < m:
Bestimme j € N, so dass fiir die Lésung w von
([By,n, ABZ)’UJ = A.j

gilt w; # 0 fir ein i < m — |B,].

FExistiert kein solches j: STOP, rang (A) < m.

Sonst setze B, := B, U{j}, By := B, \ {(By):i}, N. = N, \ {sj}
End while

STOP, B := B, ist zulissige Basis fir (5.1) mit Basislosung T.

Wir zeigen noch, dass Schritt (3) die Basisergdnzung durchfiihrt:

95

Zu Beginn ist (Ip,—n, Ap,) als Basismatrix invertierbar. Gilt fiir die Losung

w vo1n

(IBy—n;ABI>w == A.j (59)
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,,,,, m—|B,|}=0, dann ist A ; linear abhéngig von den Spalten von Ap, . Im
Fall rang (A) = m kann dies nicht fiir alle j € N, auftreten.

Mit By := By \{(By);} ist nun die neue Basismatrix (I _,, Ap,, 4.;) inver-
tierbar. Denn sonst liefe sich A.; als Linearkombination der iibrigen linear
unabhéngigen Spalten darstellen, in der eindeutigen Losung von (5.9) wére
also w; = 0, was nicht der Fall ist.

Bemerkung 5.16 Die Anwendung von Algorithmus|5.6 auf Problem (5.8)
wird hdufig als Phase | des Simplex-Verfahrens bezeichnet.

5.4 Implementierung des Simplex-Verfahrens

Im folgenden wollen wir noch einige Anmerkungen dazu machen, wie das
Simplex-Verfahren in der Praxis implementiert wird.

Losen der linearen Gleichungssysteme

Das Losen von linearen Gleichungssystemen kann sehr hohe Laufzeiten ver-
ursachen. Das Bilden einer Inversen bendtigt mindestens O(n**¢) Schritte
(hierbei gilt € € (0,1]). Hinzu kommt, dass die Inverse dicht besetzt sein
kann (d.h. viele Nicht-Null-Eintrége), obwohl die Ausgangsmatrix diinn be-
setzt ist. Hier ein paar Anmerkungen, wie man diese Probleme vermeiden
kann.

Anstelle der Basisinversen A" kann man z.B. eine LU-Faktorisierung von Ap
bestimmen, d.h. man erzeugt eine untere Dreiecksmatrix L und eine obere
Dreiecksmatrix U, so dass L - U = PAgQ gilt, wobei P, Permutations-
matrizen sind, die von Zeilen- und Spaltenvertauschungen bei der Pivotwahl
herrithren. Das System Agz = b kann dann in zwei Schritten gel6st werden:

Ly
b= Apx — Pb=PAgQz=L Uz, v =Qz — Uz
=y s

Durch die Dreiecksgestalt der Matrizen L und U kdénnen beide Gleichungs-
systeme durch einfaches Vorwarts-, bzw. Riickwértseinsetzen gelost werden.
Wichtig ist bei der LU-Zerlegung, L und U diinn besetzt zu halten. Dazu gibt
es eine Reihe von Pivot-Strategien bei der Bestimmung von L und U. Eine

Pb

Qz.
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sehr gute Implementierung einer LU-Zerlegung fiir diinn besetzte Matrizen
ist z.B. in Suhl & Suhl [SS90] zu finden.

Dennoch wére es immer noch sehr teuer, in jeder Iteration des Simplex-
Algorithmus eine neue LU-Faktorisierung zu bestimmen. Gliicklicherweise
gibt es Update-Formeln, um die LU-Faktorisierung einer Basismatrix auch in
spateren Iterationen nutzen zu konnen. Dies fiihrt auf folgende Strategie:

e Faktorisiere eine Basismatrix Apg,.

e Verwende Update-Formeln, um fiir nachfolgende Basen Bi, B, ..., By
die Losung von Gleichungssystemen mit den Matrizen Ap, , Agk auf ein
Sytem mit der Matrix Ap, bzw. AL zuriickzufiihren, das effizient mit
Hilfe der vorhandenen LU-Faktorisierung gelést werden kann.

Die Basis bildet der folgende Satz. Mit den Bezeichnungen aus Algorithmus
5.6/ gilt:

Satz 5.17 Sei

—, falls j =1

nj = v
i w;

——=,  sonst.
%

sowie die Matrizen F und E wie folgt gegeben:

1 w1 1 T
1 1
F = Ww; E = 5
|
0 :
W TIm
T T
7 1
Dann gelten die Beziehungen Ag+ = Ag - F und Agi =E- Ay

Beweis. Zunichst gilt Ag+ = Ap-F (vgl. FTRAN) und durch Nachrechnen

verifiziert man F - E = I, d.h. F~! = E. Damit folgt nun

A

-1
B+ T

(Ap-F) '=F1. Al = F- A5
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Satz(5.17 kann nun verwendet werden, um Gleichungssysteme in Folgeitera-
tionen zu l6sen, ohne explizit eine neue Faktorisierung berechnen zu miissen.
Sei By die Basis, bei der zum letzten Mal eine LU-Faktorisierung berechnet
wurde, d.h. L-U = Apg, und wir betrachten die k-te Simplexiteration danach
und wollen daher ein Gleichungssystem der Form

Ap, T =10 (%)
l6sen. Dann gilt
Ap, = Ap,-F\ - F- - Fy
und

- _ -1 -1 -1
T = F B Fy g

= Ei - B+ Ery,
wobei xy die Losung von Ap,x = b ist. Ty ist die Losung von (x), denn

ABki‘k:(ABO'Fl'FQ"'Fk;>'(Ek'Ek—l"'E1$0)
:ABO(FI'FQ"'Fk'Ek'Ek—l"'El)xO

J

=/

= ABOZ‘O =b.

Beachte, dass diese Herleitung eine nochmalige Bestéatigung der Korrektheit
der Update-Formel im finften Schritt (Update) des Algorithmus/5.6 darstellt.
Mit der Beziehung Ap, = Ap, - Fi-F» - - - Fj, lassen sich entsprechend Update-
Formeln fiir BTRAN (zur Berechnung von y) und FTRAN (zur Berechnung
von w) herleiten. Mehr Informationen zur effizienten Implementierung dieser
Berechnungsmoglichkeiten findet man z.B. in Forrest & Tomlin [FT72].

Abschliefsend sei bemerkt, dass die Update-Formeln die Gefahr bergen, dass
die numerischen Fehler in den Losungsvektoren verstirkt werden. Es emp-
fiehlt sich daher, hin und wieder neu zu faktorisieren (aktuelle Codes tun
dies etwa alle 100 Iterationen).
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Pricing

In der Literatur wird eine Vielzahl von Auswahlregeln diskutiert, welcher
Index 7 € N im Pricing gewéahlt werden soll. Die am haufigsten verwendeten
Regeln in heutigen State-of-the-art Paketen sind:

(1)

(2)

Kleinster Index.
Diese Auswahlregel ist Teil von Blands Regel zum Vermeiden des Krei-
selns.

Volles Pricing (Dantzigs Regel).
Berechne die reduzierten Kosten fiir alle Nichtbasisvariablen und wahle
einen der Indizes mit den kleinsten reduzierten Kosten.

e Wird haufig benutzt in der Praxis.

e Kann sehr aufwendig sein, wenn die Anzahl der Variablen grofs
ist.

Partial und Multiple Pricing.
Partial Pricing versucht die Nachteile des vollen Pricings zu vermeiden
und betrachtet nur eine Teilmenge der Nichtbasisvariablen. Nur wenn
diese Teilmenge keine negativen reduzierten Kosten enthilt, wird eine
neue Teilmenge betrachtet. Dies wird fortgesetzt, bis alle reduzierten
Kosten nicht-negativ sind.

Multiple Pricing nutzt die Tatsache, dass Variablen mit negativen redu-
zierten Kosten in Folgeiterationen haufig wiederum negative reduzierte
Kosten haben. Deshalb werden Variablen, die in fritheren Iterationen
bereits negative reduzierte Kosten hatten, zuerst betrachtet.

Multiple Partial Pricing kombiniert diese beiden Ideen.

Steepest Edge Pricing (Kuhn & Quandt [KQG63|, Wolfe & Cutler
[WC63]).

Die Idee besteht hierbei darin, eine Variable zu wéihlen (geometrisch
gesehen eine Kante), die am steilsten bzgl. der Zielfunktion ist, die
also pro Einheit ,Variablenerhohung* den grofsten Fortschritt in der
Zielfunktion bewirkt. In Formeln sieht das folgendermafen aus:
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Der Update im fiinften Schritt von Algorithmus 5.6 lautet

Tg Tg _ —AZA
(0)-()om e a-(4)
I TN (ej)n
Mit dieser Definition von 7 gilt fiir die reduzierten Kosten

Zj =c; —cgAg A; =c n;.

Im Gegensatz zum vollen Pricing, wo ein 7 € N gewahlt wird mit

T, oo T
¢ mj = mme i,
wahlen wir nun ein 7 € N mit
c'n; . chy
= min —.
il ien [l

Vorteil: Deutlich weniger Simplex-Iterationen notig.

Nachteil: Rechenaufwendig, es muss in jedem Schritt ein Gleichungs-
system zur Berechnung der 7; gelost werden. Abhilfe schaffen die
Update-Formeln von Goldfarb und Reid (siehe [GR77]).

Alternative: Approximation der Normen (siehe [Ha73|). Bekannt als
Devex Pricing.

Ratio-Test

Ein ernsthaftes Problem im Ratio-Test ist es, dass das Minimum v u.U. fiir
einen Index ¢ angenommen wird, fiir den der Nenner w; sehr klein ist. Dies
fiihrt zu numerischen Instabilitdten. Eine Idee, um dieses Problem zu l6sen,
geht auf Harris (siche [Ha73|) zuriick. Die Berechnung erfolgt in mehreren
Schritten.

Tp,

. ,falls wy, >0
(1) Bestimme r, = wg firk=1,2,...,m.

+00  sonst
(2) Berechne
t:min{rk—l—i ‘ k:1,2,...,m},
W,

wobei € > 0 eine vorgegebene Toleranz bezeichnen soll (z.B. e = 1079).
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(3) Der verlassende Index ¢ ist nun

i =argmax{wg 1, <t, k=1,2,...,m}.

Beachte, dass g negativ werden kann, da ¢ > 0 gilt, und daraus eine un-
zuldssige Basis resultiert. In diesem Fall wird die untere Schranke Null auf

mindestens —¢e gesetzt (engl.: shifting) und die Berechnungen der Schritte
(1) — (3) wiederholt.

Wie man Variablen mit unteren Schranken, deren Wert ungleich Null ist,
behandelt, werden wir im néachsten Abschnitt sehen.

Die unzulédssigen Schranken werden erst am Ende des Algorithmus entfernt.
Dies geschieht durch einen Aufruf der Phase I mit einem anschliessenden er-
neuten Durchlauf der Phase II des Simplex-Algorithmus. Die Hoffnung dabei
ist, dass am Ende nur wenige Variablen echt kleiner als Null sind und damit
die beiden Phasen schnell ablaufen. Mehr Details dazu findet man in Gill,
Murray, Saunders & Wright [GMSWS89|.

5.5 Varianten des Simplex-Algorithmus

In diesem Abschnitt wollen wir uns noch mit zwei Varianten / Erweiterun-
gen des Algorithmus 5.6/ beschéftigen. Zum einen ist dies die Behandlung
von unteren und oberen Schranken, zum anderen ist es der duale Simplex-
Algorithmus. Wir beginnen mit letzterem.

5.5.1 Der duale Simplex-Algorithmus

Die Grundidee des dualen Simplex-Algorithmus ist es, den primalen Simplex-
Algorithmus 5.6 auf das duale lineare Problem in Standardform (5.3) anzu-
wenden, ohne (5.1) explizit zu dualisieren. Historisch war die Entwicklung
jedoch anders: Man dachte zunéchst, man hétte ein neues Verfahren gefun-
den, ehe man den obigen Zusammenhang erkannte. Betrachten wir nochmals

(5.1)

min 'z

st. Az =0b
z >0
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und das dazu duale Problem in Standardform (5.3)

max bly
st. ATy+1Iz=c
z > 0.

Wir gehen im Folgenden wieder davon aus, dass A vollen Zeilenrang hat,
d.h. rang (A) = rang (A7) = m < n. Mit D = (AT 1) € R™ (™) erhilt
die Form

max bly
s.t. D(z) =c
z > 0.

FEine Basis H des dualen Problems in (5.3) hat also die Machtigkeit n mit
HC{1,2,....,mym+1,...,m+n}. Wir machen zunéchst folgende Beob-
achtung:

Satz 5.18 Sei A € R"™*" eine Matrix mit vollem Zeilenrang und H eine
zuldssige Basis von (5.3). Dann ist (5.3) unbeschrinkt oder es existiert eine
optimale Basis Hyp mit {1,2,...,m} C Hep.

Beweis. Ubung. O

Im Gegensatz zur Anwendung von Algorithmus 5.6 auf haben wir hier
die Besonderheit, dass nicht alle Variablen Vorzeichenbeschrankungen unter-
liegen. Die Variablen in y sind sogenannte freie Variablen. Satz[5.18 sagt aus,
dass wir 0.B.d.A. davon ausgehen konnen, dass alle Variablen in y in einer
Basis H fiir (5.3) enthalten sind.

Da |H| =n > m und y aus m < n Variablen besteht, muss H noch (n —m)
Variablen aus z enthalten. Wir bezeichnen mit N C {1,2,...,n} diese (n—m)
Variablen und mit B = {1,2,...,n} \ N die Indizes aus z, die nicht in der

Basis sind. Es gilt also

Basis: H ={1,...,m}U(N +m), Basismatrix: Dy = (A", Ly)
Nichtbasis: M ={1,...,m+n}\ H =B+ m, Nichtbasismatrix: Dy = Ip.
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Wir wollen nun zulissige Basen H charakterisieren: Da Dy = (AT, Ly) re-
gulér ist, muss auch AL reguliir sein, also ist Ap regulir. Nun gilt

D(y) = 220 = Aly+Iz=c2>0
z

{ Agy + ZBp = Cp, ZB

AVARAY)
o O
——

Aﬁy + ZN — CnN, ZN
y = Ag'(cs—zp)
<~ ZN = CN — A%AET(CB — ZB) 510)

zn,zp = 0

Setzen wir die Nichtbasisvariablen zu 0, also zp = 0, so ist H (primal) zuléssig
fiir (5.3), falls
ZN — CN — AYJ\}AETCB 2 O,

was aquivalent dazu ist, dass B dual zuléssig ist (vgl. Definition [5.1(a)).
Beachte, dass H durch N und B eindeutig festgelegt ist. Daher ist es iiblich,
der Definition[5.1(a) zu folgen und von einer dual zuléssigen Basis B fiir (5.1)
zu sprechen und weniger von einer (primal) zuléssigen Basis H fiir (5.3)).

Betrachten wir also eine dual zulédssige Basis B (Beachte: B sind die Nicht-
basisvariablen im Dualen und N sind die Basisvariablen im Dualen) mit

IN = Cn — A%A;TCB >0,
Zg = 0
und wenden Algorithmus (5.6 auf (5.3) an.
(1) BTRAN liefert (vgl. primaler Simplex-Alg.: ALy = cp)

pha=(g) = (i)7=()
= (V)=

ABii‘B +ANfN =

N =

o o

ZZ‘N:O, ABIZ‘B:b

(i

Iy =0, g = AZ'b
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(2)

Pricing berechnet die reduzierten Kosten (vgl. primaler Simplex-Alg.:
zZy = ey — ALY) zu

fp=0p— D} 2=—1%2=—Ip7=—7p.

Da (5.3) ein Maximierungsproblem ist, konnen wir die Zielfunktion nur
verbessern, falls die reduzierten Kosten > 0 sind fiir eine Nichtbasisva-
riable, also fiir einen Index B; € B.

Sind die reduzierten Kosten < 0, gilt also
-z <0 < g > 0,

soist H (bzw. B) dual optimal (d.h. B ist primal zuléssig). Andernfalls
wahle einen Index B; mit zp, < 0.

Vgl. auch die duale Zielfunktion
v 10 p o, _ T A-T . —1\T
by =" b (Ag (cg —2B)) =b" Az ¢cp (Az'b)"  zp.
N——
>0 = optimal

FTRAN berechnet (vgl. primaler Simplex-Alg.: Apw = A;)

DH< v ) =I5 <« (AT, Iy) (;‘” ) = ep,

an N
= (3 ) ()= ()
AL Iy anN 0
<— Agw:ei und aN:—A%w.

Ratio-Test
Wir iiberpriifen, ob ay < 0 ist (Beachte, dass das Vorzeichen von w

egal ist, da die Variablen in y freie Variablen sind). Ist dies der Fall, so
ist (5.3) unbeschriankt, d.h. P=(A,b) = (. Andernfalls setze

'y:ﬁ:min{ﬁ:ak>0,k€]\f}
% (673

mit 7 € N, a; > 0. Damit verldsst nun j die duale Basis H bzw. tritt
in die Basis B ein.

Dies zusammen liefert
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Algorithmus 5.19 Der duale Simplex-Algorithmus.
Input: Dual zuldissige Basis B, Zy = cy — A%AETCB > 0.
Output:

(i) Eine Optimallosung T fir (5.1) bzw.
eine Optimallésung y = AchB fir (5.2) bzw.
eine Optimallosung y, Zn, zg = 0 fir (5.3)

oder

(ii) Die Meldung P=(A,b) =0 bzw. (5.3) ist unbeschrankt.

(1) BTRAN
Lése AB.TB =b.

(2) Pricing

Falls zp > 0, so ist die Basis optimal fir (5.1) bzw. (5.3), Stop.

Andernfalls wihle einen Index i € {1,2,...,m} mit Tp, <0,
d.h. B; verlisst die Basis B.

(3) FTRAN
Lise ALw = e; und berechne ay = —Akw.

(4) Ratio-Test

Falls any <0, so ist (5.3) unbeschrinkt bzw. P=(A,b) = (), Stop.

Andernfalls berechne

Z; Z
7:—j:min{—k:ak>0,k€]\7}
% .

mit j € N,a; > 0. Die Variable j tritt dann in die Basis ein.

(5) Update
Setze Zn = Zy — yan,
g = g — yw,
sz' =7
N=(N\{HUB;
B, =7.

Gehe zu (1).
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Die Korrektheit des Algorithmus|5.19 und alle weiteren Konsequenzen gelten
dem Abschnitt (bzw. Abschnitt entsprechend. Dabei wird die Tat-
sache genutzt, dass Algorithmus nichts anderes ist als die Anwendung
von Algorithmus 5.6 auf (5.3).

Beispiel 5.20 Betrachte

min 2x7 + T9

s.t. —xr1 — X9 < —%
—4l’1 — T2 S —1
xy,re = 0.

(2

1@

Abbildung 5.5: Grafische Darstellung zu Beispiel 5.20.

In Standardform lautet das LP

min 201 4+ o
s.t. —rT — T2 + I3
—4xr; — T + 24
L1, L2, X3, Ty

AV
o

Wir starten mit B = (3,4), N = (1,2). Es gilt

e () () - )

Damit ist B dual zuldssig.
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(1.1) BTRAN

(1.2) Pricing:
T2 0. Wihlei =2 mit xg, =74 =—1<0.

(1.8) FTRAN

s (0 7)e=() = =)
o=t = (1) (0)-()-()

(1.4) Ratio-Test

(1.5) Update

(2.1) BTRAN

(6 23)a= ()
e (0) =G o= ()=

(2.2) Pricing tp # 0. Wihle i =1 mit T, = T3 = —3 < 0.
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(2.3) FTRAN

goma o (4 D)= () o= (i)
und
ay = —Ajw = < (1) _11 ) (—11/4) N (51’)?3

. [1/2 1/2 2 L
Y=ming —,-— ¢ == mit ] = 2.
1/473/4 3

I

(2.4) Ratio-Test

(2.5) Update

o= (020
I
B = (2.1).

(3.1) BTRAN

(3.2) Pricing Tg > 0. Daher ist T, = %, Ty = % optimal.

5.5.2 Obere und untere Schranken

Héufig haben Variablen in linearen Problemen obere und untere Schranken,
z.B. bei Relaxierungen von ganzzahligen oder 0-1 Problemen. D.h. wir haben

ein LP der Form

min ¢’z

st. Ar=1D (5.11)
[ <x<u,
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wobei [ € (RU {—00})" und u € (RU {+o0})" ist. Gilt [; = —oco und
u; = 4oo fiir ein i € {1,2,...,n}, so heift die zugehorige Variable z; freie
Variable. Freie Variable werden, sofern sie nicht zur Basis gehoren, auf den
Wert Null gesetzt. Sobald sie einmal in die Basis eintreten, werden sie diese
nie wieder verlassen, vgl. auch Satz[5.18.

Betrachten wir also den Fall, dass I; # —oo oder u; # +oo gilt fiir alle
i € {1,2,...,n}. Dann kann man durch eine Variablensubstitution (5.11)
immer in die Form

min ¢’z
st. Az =0 (5.12)
0<z<u,

bringen mit u € (R; U {400})".

Eine Moglichkeit, (5.12) zu 16sen besteht darin, die oberen Schranken explizit
als Ungleichungen in die Nebenbedingungsmatrix aufzunehmen. Dies wiirde
das System jedoch von der Grofe (m x n) auf (m + n) x (2n) erweitern.
Das ist sehr unpraktikabel, denn jede Basismatrix hat somit die Groke (m +
n) X (m+n) anstatt (m x m) zuvor. Im Folgenden werden wir sehen, wie die
oberen Schranken implizit im Algorithmus|5.6/berticksichtigt werden kénnen,
ohne die Grofse des Problems und damit die Komplexitit des Algorithmus
zu erhohen.

In der Grundversion des Simplex-Algorithmus waren die Basisvariablen dieje-
nigen, deren Wert durch das Gleichungssystem bestimmt wurde, wohingegen
die Nichtbasisvariablen auf den Wert der unteren Schranke (also auf Null)
gesetzt waren. Da wir jetzt auch mit oberen Schranken zu tun haben, gibt
es Nichtbasisvariable, die den Wert der unteren Schranke haben und solche,
die den Wert der oberen Schranke haben.

Dementsprechend unterteilen wir die Menge N der Nichtbasisvariablen in
zwei Mengen N; und N,,. In N; sind alle Nichtbasisvariablen, die in der gerade
durchgefiihrten Iteration den Wert der unteren Schranke annehmen, d.h.

Nl:{jENifj:O},
und analog dazu sind in der Menge
Nu:{jEN:fj:uj}

alle Nichtbasisvariablen, die den Wert der oberen Schranke haben. Ist B eine
Basis fiir (5.1), so wissen wir aus (5.4), dass

Irp — Aglb - Al;lANﬁN = Aélb — AglANuINu — A]g,lANlJINl
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gilt. Setzen wir z; = u; fiir j € N, und z; = 0 fiir j € N;, dann ist B primal
zuléssig, falls
0<ap=Az'b— Az Ay un, < up. (5.13)

Fiir die Zielfunktion gilt mit
e = chAG'b+ (e — cHAZ An)ay

= chAG'b+ (c]TVl — cpAG'AN) - 0+ (i, — cp A An,) - un,.

Eine Verbesserung der Zielfunktion kann also nur erreicht werden, falls

c;—cLASA; < 0 fir ein j € N; oder (5.14)
c;j—cEAZ'A; > 0 fiirein j € N, '

gilt. In anderen Worten, B ist dual zulédssig, falls (5.14) nicht gilt, d.h. falls

T 4—1
c; —cgAg A

T 4—1

0 fiir alle j € N; und

>
< 0 fiir alle j € N,,.

Entsprechend drehen sich die Vorzeichen im Ratio-Test um, wobei zuséatzlich
beachtet werden muss, dass die ausgewéhlte Variable z; nicht um mehr als
u; erhoht bzw. erniedrigt werden kann:

Gilt j € Nj,|so wirkt sich eine Erhthung von z; (das ja jetzt den Wert Null
hat) um den Wert v > 0 auf die Basis wie folgt aus, vgl. (5.4):

Ip < Ip—w, (5.15)
d.h. v muss so gewéhlt werden, dass

0<zZp—yw < up
gilt. Aus der linken Ungleichung ergibt sich yw < zg bzw.

yw; < Tp, Vi=1,...,m.
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Da v > 0, ist diese Ungleichung fiir w; < 0 immer erfiillt (da zg > 0). Wir
konnen uns daher auf die w; > 0 beschrédnken und erhalten

TR,
7<ﬁ

Vi=1,...,m,w; >0,
Wy

oder anders gesagt

Tp,
<y ::min{ B :wi>0,i:1,...,m}.

(2

Aus der rechten Ungleichung von (5.15) ergibt sich analog
—yw; <up, —Tp, Vi=1,...,m.
Betrachten wir jetzt w; < 0, so folgt

up, — B

ngyu::min{ i:wi<0,i:1,...,m}.

Insgesamt ergibt sich damit fiir v die Darstellung

Y= min{ujv Vi, r}/u}

Gilt j € N,,|so wirkt sich eine Verringerung von x; um v > 0 auf die Basis

wie folgt aus, vgl. (5.13):
Tp < Ip +7w7

d.h. v muss so gewéhlt werden, dass
0<Zp+yw<up (5.16)

gilt. Aus der linken Ungleichung von (5.16) erhalten wir analog zum obigen
Fall

T,

fygfyl::min{ :wi<0,i:1,...,m},

aus der rechten Ungleichung von (5.16)) ergibt sich

up;, — jBi

VS%::min{ :wi>0,i:1,...,m},

Wi
womit wir insgesamt wieder die Bedingung

Y= min{uja Vi, IYU}
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erhalten. Damit konnen wir den Simplex-Algorithmus mit allgemeinen oberen
Schranken wie folgt angeben:
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Algorithmus 5.21 Der Simplex-Algorithmus mit oberen Schranken.
Input:
e FEin lineares Problem der Form (5.12):

T

min c'zx
st. Ax=1b
0<z<u,

o [Line primal zuldssige Basis B und Mengen N; mit Ty, = 0 sowie N,
mit Ty, = uy,, wobei 0 < Tp = Ax'b — Az Ay, un, < ug.

Output:
e Fine Optimallosung T fir (5.12)

oder

e Die Meldung (5.12) ist unbeschrinkt.

(1) BTRAN
Lise ALy =cp.

(2) Pricing
Berechne  zZy = cn — AL y.

Falls zy, > 0 und zZy, <0, ist B optimal, Stop.

Andernfalls wdhle je€ N, mit z; <0
oder j&€ N, mit Zz;>0.

(3) FTRAN
Lose Apw = A,;.

(4) Ratio-Test

LEall: 7 € N;. Bestimme

1

v o= min{xBi sw; >0, ie{l,?,...,m}},

Vo = min{w:wi<0,iE{1,2,...,m}},
Y= min{ujvlylv’Yu}-

Gilt v = oo, dann ist (5.12) unbeschrinkt, Stop.
Gilt v = u;, dann gehe zu (5).
Andernfalls sei i € {1,2,...,m} ein Index, der v liefert.
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ILFall: j € N,.

Bestimme
. TB; .
vo= mm{ : :wi<O,Z€{1,2,...,m}},
Vo = min{w:wi>0,iE{l,Q,...,m}},
W;
= min{ujuf}/h’y’l/«}'

Gilt v = 0o, dann ist (5.12) unbeschrinkt, Stop.
Gilt v = u;, dann gehe zu (5).
Andernfalls sei i € {1,2,...,m} ein Index, der  liefert.

(5) Update

LFall: j € N;.
Setze Tp =1Ip—yw
Ny =N\ {j}
Falls v =wu;, setze N, =N,U{j}, z; =u;, und gehe zu (2).
Falls ~v =1, setze Ny=NU{B;}, B; =7, &; =, und gehe zu (1).
Falls ~v=1,, setze N, =N,U{B;}, B;=j, &; =, und gehe zu (1).

[LEall: j € N,.
Setze Tp =T+ yw

Falls v =w;, setze Ny= N U{j}, z; =0, und gehe zu (2).
Falls v =+, setze Ny= N U{B;},B; =j,%; =u; —, gehe zu (1).
Falls ~v=1,, setze N, =N, U{B;},B; =j,%; =u; — ", gehe zu (1).

Korrektheit des Simplex-Algorithmus mit oberen Schranken beweist man
analog zu Satz 5.8.

Falls in Problem (5.12) u; = 400 gilt fiir alle 4, so ist im obigen Algorith-
mus durchgehend N, = (), Fall IT kommt daher nie vor, und man erhalt die
Grundversion (Algorithmus(5.6) als Spezialfall von Algorithmus 5.211
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Fiir eine duale Version des Simplex-Algorithmus mit oberen Schranken siche
die Ubungen.

Beispiel 5.22 Betrachten wir folgendes LP mit oberen Schranken:

min —x; — 29
s.t. Ty + 1 < 3
21’1 + ) S 5
0 S T S 2
0 S To S 2
Mit Schlupfvariablen lautet das LP:
min —x; — 2x9
s.t. Ty + X3 + X3 = 3
2£L'1 + T2 + 14 = 5
0 S Ty, X2 S 4
X3, T4 Z 0

Wir starten mit der Basis B = (3,4) und den Mengen N; = (1,2) sowie
N, = 0. Diese Basis ist primal zulissig, da Tp = (3,5)T > 0.

Iteration 1:
BTRAN:

gT<éf):<o,0> — 5= (0,07.

Pricing: zZy = (:1) —A
FTRAN:  Tw = (}).
Ratio-Test: I.Fuall, j € N;.

35
V{22

Y = “oo (da kein w; <0.)

(0) = (Z3). Wihle j =2 € Ny mit zp = —2 < 0.

Daher gilt
v = min{ug, v} = min{2,3} = 2.

w=(3)-20)-()- ()

Update:
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N, = (1), N, = (2), o = 2, die Basis B bleibt unverdandert.

Hier wurde also (anders als in der Grundversion des Simplexalgorithmus)
nicht eine Nichtbasisvariable gegen eine Basisvariable getauscht, sondern ei-
ne Variable aus N; wandert in die Menge N,. Dadurch bleibt die Basis un-
verdndert, daher kann in der ndchsten Iteration das Losen des Gleichungssy-
stems in BTRAN tibersprungen werden: Die Lésung y bleibt die gleiche wie
wn Iteration 1.

Iteration 2:

Pricing: zy = (:;) — A]Tv(g) = (:;) Es gilt zn, = —1 < 0, wdhle daher
j=1€N;.

FTRAN:  Jw = (3).

Ratio-Test: I.Fall, j € N;.

Daher
v = min{uy,y} = min{2,1} = 1.

= (3)-1() = () - ()
No=0U{B}=3), Ny=(2), ;1 =1, B=(1,4).

lteration 3:

Update:

BTRAN:
Py 1)-10 = g=of
2 1
Pricing:
= (%)-(1) () - ()
—2 10 0 -1
Es gilt also
zy, = 0
zyn, < 0

Daher ist die Basis dual zuldssig und daher optimal.
Die Lésung des LPs lautet also x1 = 1,29 = 2,23 = 0,24 = 1.
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5.6 Sensitivitatsanalyse

Wir sind bisher davon ausgegangen, dass die Daten A, b und ¢ eines linearen
Problems der Form fest vorgegeben waren. Haufig ist es jedoch der Fall,
dass sich diese Daten im Laufe der Zeit &ndern, wenn Bedingungen und/oder
Variablen hinzukommen und damit nachoptimiert werden muss. Gehen wir
davon aus, dass wir ein lineares Problem der Form (5.1)

T

min c'zx
st. Az =05b
x> 0.

bereits gelost haben und eine optimale Basis B mit der Lésung Zp = Az'b
und Zy = 0 kennen. Wir wollen nun folgende Anderungen des linearen Pro-
blems betrachten und uns iiberlegen, wie wir ausgehend von B moglichst
schnell eine Optimallésung des veranderten Problems finden kénnen:

(i) Anderung der Zielfunktion c.

(ii) Anderung der rechten Seite b.

)
)
(iii) Anderung eines Eintrags in der Matrix A.
(iv) Hinzufiigen einer neuen Variablen.

)

(v) Hinzufiigen einer neuen Nebenbedingung.

(i) Anderung der Zielfunktion

Der Zielfunktionsvektor ¢ &ndert sich zu ¢. Dann ist B weiterhin primal zulés-
sig, da 5 = AZ'b unveriindert bleibt. Wegen der Anderung der Zielfunktion
andern sich die reduzierten Kosten zu

In = ey — ANAG B

1. Fall: Zy > 0. Die Basis bleibt demnach auch dual zuléassig, somit bleibt B
optimal. Der Zielfunktionswert dndert sich eventuell.

2. Fall: 42 € N : z; < 0. Die Basis B ist nicht mehr dual zulassig, also ist B
nicht mehr optimal. Der primale Simplex-Algorithmus kann mit B als primal
zuléssiger Basis gestartet werden.
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(ii) Anderung der rechten Seite

Statt b haben wir b. Dann ist B weiterhin dual zuléssig, da die reduzierten
Kosten ¢y — AJI\}AJETCB unverdndert bleiben. Aufgrund der Anderung der
rechten Seite dndert sich die Basislosung zu

ip = AG'.

1. Fall: 25 > 0. Die Basis bleibt demnach primal zuléssig, somit bleibt B
optimal. Die Basislosung und der Zielfunktionswert dndern sich.

2. Fall: 3t € B : #; < 0. Die Basis B ist nicht mehr primal zuléssig, also ist
B nicht mehr optimal. Der duale Simplex-Algorithmus kann mit B als dual
zuléissiger Basis gestartet werden.

Man kann im Falle einer Anderung der rechten Seite sehr leicht zeigen, dass
der Optimalwert eines LPs stetig von der rechten Seite abhéngt. Betrachten
wir dazu (fiir fix vorgegebenes A € R™*" und ¢ € R") folgende Menge

Z:={beR": P (ADb) #0}.
Da 0 € Z, ist offensichtlich Z # (). Die Funktion v : £ — R U {400},
v(b) := inf{c’x : Ax = b, >0}

heiflt Perturbationsfunktion des linearen Problems

min ¢’z
st. Az =0b
xz > 0.

Wir zeigen nun, dass v eine stetige Funktion ist: Sei
epi(v) :=={(b,8) € Z xR :v(b) < 5}

der Epigraph von v.

Satz 5.23 epi(v) ist ein polyedrischer Kegel.

Beweis. epi(v) ist die Projektion des Polyeders

{(,b,8) ER"x ZxR: Az =b,x >0,z <}
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auf die (b, #)~Koordinaten, und daher ein Polyeder. Aufterdem iiberlegt man
sich leicht, dass epi(v) ein Kegel ist. O

Insbesondere ist also epi(v) eine konvexe Menge. Nach Satz[2.30 ist deshalb
v eine konvexe Funktion. Wegen Satz ist die Perturbationsfunktion also
stetig im Inneren von Z.

Der Optimalwert eines LPs andert sich also im Inneren von Z stetig in der
Anderung der rechten Seite.

(iii) Anderung eines Eintrags in der Matrix A in einer Nichtbasis-
spalte

Die Basis B bleibt primal zulissig, da 3 = Ap'b unveréndert bleibt. Auf-
grund der Anderung in der Nichtbasisspalte A, zu A, (j € N) dndern sich
die reduzierten Kosten beziiglich j zu

5 T A-1}
Zj=cj —cgAg A,

1. Fall: z; > 0. Die Basis bleibt demnach dual zulassig, somit bleibt B opti-
mal. Der Zielfunktionswert dndert sich nicht.

2. Fall: z; < 0. Die Basis B ist nicht mehr dual zuléssig, also ist B nicht mehr
optimal. Der primale Simplex-Algorithmus kann mit B als primal zuldssiger
Basis gestartet werden.

Bei einer Anderung der Matrix in einer Basisspalte ist keine Vorhersage mog-
lich, da sich sowohl die Basislosung zp als auch die reduzierten Kosten &n-
dern.

(iv) Hinzufiigen einer neuen Variablen

Eine neue Variable z,,; mit Vorzeichenbeschrinkung z,,; > 0,
Zielfunktionskoeffizient ¢,,1 € R und Spalte A.,+1 € R™ wird zum Pro-
blem hinzugefiigt.

Wir fiigen #,+1 zu den Nichtbasisvariablen hinzu, also N = N U {n+1}.
Die Basis bleibt primal zuléssig, da g = Aglb unverandert bleibt. Fiir x,, 1
erhalten wir die reduzierten Kosten

= T 4—1
Zn+1 = Cn41 — CBAB A-,n+1-
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1. Fall: z,,1 > 0. Die Basis bleibt demnach dual zuléssig, somit bleibt B
optimal. Der Zielfunktionswert &ndert sich nicht.

2. Fall: z,,1 < 0. Die Basis B ist nicht mehr dual zuléssig, also ist B nicht
mehr optimal. Der primale Simplex-Algorithmus kann mit B als primal zu-
lassiger Basis gestartet werden. Im ersten Schritt wird die neue Variable in
die Basis aufgenommen, da die reduzierten Kosten fiir alle anderen Variablen
unveréndert (d.h. nicht negativ) bleiben.

(v) Hinzufiigen einer neuen Nebenbedingung

Wir fiigen dem gegebenen Problem

min 'z
st. Az =0b
x>0

eine neue Nebenbedingung
Api1,.2 < by,
bzw. mit neuer Schlupfvariable
Api1,.2 + Tpg1 = by, Tni1 >0

hinzu. Wir unterscheiden nun folgende Félle:

1.Fall: Die Optimallosung z erfiillt auch die neue Nebenbedingung. Dann ist
z auch fiir das erweiterte Problem eine Optimallosung. Ist A,,4; . linear
abhéngig von den Zeilen von A, so ist die neue Zeile irrelevant und kann
geloscht werden.

Ist A,,41,. linear unabhéngig von den Zeilen von A, so ist  eine dege-
nerierte Basislosung des erweiterten Systems. Die Schlupfvariable z,,
kann mit dem Wert Null in die Basis aufgenommen werden. Die neue
Basis hat nun die Kardinalitat m + 1.

2.Fall: Im Allgemeinen jedoch wird die neue Nebenbedingung nicht erfiillt
sein, d.h. es gilt
Am+1,- > bm+1. (517)
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Wir erweitern die Basis um die Schlupfvariable z;,,1: B=DBU{n+1}.
Die neue Basismatrix zur Basis B hat die Form

i Ag 0 (m+1)x (m-+1)
AB<Am+1,B 1>ER '

Die zugehorige inverse Basismatrix lautet

~ AGt 0
Azl = B 3 c R(m—&—l)x(m—i—l),
( _Am+1,B : ABl 1 )

und es gilt

P Ag! 0, _ Ag'b
B —Amp-Ag 1 B —Ami15 Ag'b+ by

_ Tp
—Api1 8T8 +bmir )

wobei Zp > 0 und — A1 875 + by1 < 0 ist wegen (5.17), d.h. B ist
nicht primal zuléssig, jedoch ist sie dual zuléssig, da

AG Ay
m+1,B A;AN + AN

A-0(

_ T T 4—1
0.

v

Wir kénnen daher mit dem dualen Simplex-Algorithmus starten. Die
erste die Basis verlassende Variable ist x,, 1.

Fiir das neue Problem erhalten wir entweder eine Optimall6sung oder
die Meldung, dass

P (La [ Lo )=

Im letzteren Fall hat der Halbraum A, .x < b, 41 einen leeren Schnitt
mit P=(A,b).

~ A AR! 0 Ay
() - o ()
N % B (Am-i-l,N N (CB ) _Am+1,B ’ ABl 1 Am+1,N

)
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Kapitel 6

Die Ellipsoidmethode und
Polynomialitat fur rationale LPs

Wie wir gesehen haben, kann man Beispiele linearer Probleme konstruie-
ren, bei denen der Simplex-Algorithmus alle Ecken absucht. Bei Problemen
vom Klee-Minty-Typ (Beispiel [5.13) beispielsweise benotigt der Simplex-
Algorithmus 2" Iterationen, was zu sehr langen Rechenzeiten fithrt. Man
kann zeigen, dass im Durchschnitt die Laufzeit des Simplex-Algorithmus gut
ist, es ist aber bis heute eine offene Frage, ob es Auswahlregeln fiir die Schritte
2 und 4 des Simplex-Algorithmus gibt, die dieses Phdnomen beweisbar ver-
meiden, d.h. fiir die man keine Beispiele konstruieren kann, die den Simplex-
Algorithmus zu “langen” Laufzeiten zwingen.

In diesem Kapitel soll untersucht werden, wie man die Laufzeit eines Al-
gorithmus quantifizieren kann, danach wird ein Algorithmus zum Losen li-
nearer Probleme vorgestellt, dessen Laufzeit “polynomial” ist. Diese wichtige
Erkenntnis wurde erstmals mit Hilfe der Ellipsoidmethode von Khachiyan
[Kh79] gezeigt und hat eine aktive Forschungstitigkeit zur Konstruktion von
polynomialen Algorithmen fiir LP ausgel6st, die unter anderem sehr effiziente
polynomiale Verfahren fiir LP hervorgebracht, insbesondere Innere-Punkte-
Verfahren [Wr97].

6.1 Polynomiale Algorithmen

Um das Laufzeitverhalten eines Algorithmus exakt beschreiben zu koénnen,
ist es notwendig, Maschinenmodelle, Kodierungsvorschriften, Algorithmus-
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beschreibungen etc. exakt einzufithren. Wir wollen hier die wichtigsten Kon-
zepte dieser Theorie informell fiir den Spezialfall der linearen Probleme ein-
fithren. Eine mathematisch exakte Darstellung der Theorie findet sich in dem
grundlegenden Buch von Garey und Johnson [GJ79|.

Zunichst miissen wir beachten, dass jede Zahl in unserem Maschinenmodell
endlich kodierbar sein muss. Da es kein Kodierungsschema gibt, das reelle
Zahlen durch endlich viele Symbole beschreibt, beschrinken wir uns auf das
Rechnen mit rationalen Zahlen. Haben wir eine Ungleichung

a’z < a,

mit a € Q", a € Q, so konnen wir auf einfache Weise das kleinste gemeinsame
Vielfache p der Nenner der Komponenten von a und des Nenners von «
bestimmen. Die Ungleichung

paTx < p«

hat dann ganzzahlige Koeffizienten und ist offenbar #quivalent zu o’z < a.
Der Fall rationaler Daten lasst sich also direkt auf den Fall ganzzahliger Da-
ten reduzieren. Es ist zwar haufig einfacher, unter der Voraussetzung ganz-
zahliger Daten zu rechnen, wir setzen aber dennoch fiir dieses Kapitel voraus:

Annahme 6.1 Alle Daten der betrachteten linearen Probleme sind rational,
d.h. fiir jedes LP der Form max{c'x : Az < b} gilt c € Q*, A € Q™" und
beQm.

Da Computer iiblicherweise mit Bindrcodes arbeiten, nehmen wir weiter an,
dass alle vorkommenden Zahlen bindr codiert sind. Die bindre Darstellung
einer ganzen Zahl n benétigt [log,(|n|+1)] Stellen (Bits) und eine Stelle fiir
das Vorzeichen (fiir n = 0 ergibt sich 1 Bit, was Sinn macht, da man kein
Vorzeichen braucht). Das fiihrt zu folgender Definition:

Definition 6.2 Fir n € Z heifst

(n) := [logy(|n] + )] + 1

die Kodierungslange von n. Fiir jede rationale Zahl r = § in teilerfremder

Darstellung mit ¢ > 0 ist die Kodierungslinge
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Die Kodierungslange einer Matrix A = (a;;) € Q™™ (analog fiir Vektoren) ist
gegeben durch

Im folgenden Lemma werden einige niitzliche Eigenschaften der so definierten
Kodierungslange gezeigt.

Lemma 6.3
(a) Fiir jede Zahlr € Q gilt: |r| < 20071 — 1.
(b) Fiir je zwei Zahlen r,s € Q gilt: (rs) < (r) + (s).
(c) Fiir jeden Vektor x € Q" gilt: ||z|]y < ||z]; < 2@ —1.
(d) Fir jede Matriz A € Q™" gilt: | det A| < 2047 — 1,

Beweis. (a) und (b): Ubung.
(c): Sei & = (z1,...,2,)" € Q" Dann gilt wegen (a):

n n

L llall =1+ Z il < [T+ fal) < [ 290" =20
1

1=

Die Ungleichung ||z]|s = /> iy @7 < > i |z;| = ||z]1 ist trivial.
(d): Es gilt

1+ydetA\<1+H|\A ||2<H1+\|A I2) gH (A)=n*

7j=1

wobei die erste Ungleichung aus der so genannten Hadamard-UngleichungE
folgt, die zweite Ungleichung ist trivial, und die dritte Ungleichung gilt we-

gen (c). 0

Als néchstes iiberlegen wir, wie man die Laufzeit eines Algorithmus mes-
sen kann. Fiir unsere Zwecke geniigt es zunédchst festzulegen, dass wir die

'Die Hadamard-Ungleichung lautet: | det A| < [Ty [14.5l2-
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Anzahl der elementaren Rechenschritte zéhlen wollen, wobei elementare Re-
chenschritte Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division und Vergleich
von ganzen oder rationalen Zahlen sind. Dies reicht aber noch nicht aus, da
z.B. die Multiplikation grofser Zahlen lénger dauert als die Multiplikation
kleiner Zahlen. Wir miissen also die Zahlengrofen mitberiicksichtigen, was
auf folgende Definition fiihrt:

Definition 6.4 Die Laufzeit eines Algorithmus A zur Losung eines Problems
IT (kurz La(I1)) ist die Anzahl der elementaren Rechenschritte, die wihrend
der Ausfiihrung des Algorithmus durchgefiihrt werden, multipliziert mit der
Kodierungslinge der (beziiglich ihrer Kodierungslinge) grofsten Zahl, die wih-
rend der Ausfihrung des Algorithmus aufgetreten ist.

Nun koénnen wir definieren, was unter polynomialer Laufzeit eines Algorith-
mus zu verstehen ist:

Definition 6.5 Sei A ein Algorithmus zur Lisung einer Klasse von Proble-
men (z.B. der Klasse aller linearen Optimierungsprobleme). Die Elemente
dieser Klasse (z.B. spezielle LPs) bezeichnen wir mit 11.

(a) Die Funktion f:N — N definiert durch

fa(n) := max{La(Il) : die Kodierungslinge der Daten zur
Beschreibung von 11 ist hochstens n}

heifit Laufzeitfunktion von A.

(b) Der Algorithmus A hat eine polynomiale Laufzeit (kurz: A ist ein poly-
nomialer Algorithmus, wenn es ein Polynom p : N — N gibt, so dass

fa(n) <p(n) ¥neN.

Polynomiale Algorithmen sind also solche Verfahren, deren Schrittzahl mul-
tipliziert mit der Kodierungslinge der gréftten auftretenden Zahl durch ein
Polynom in der Kodierungslange beschrénkt werden kann. Fiir die Klasse der
linearen Probleme der Form max{c’z : Az < b} muss also die Laufzeit eines
Algorithmus durch ein Polynom in (A) + (b) + (¢) beschrénkt werden kénnen,
wenn er polynomial sein soll.

Wie das Klee-Minty-Beispiel [5.13| zeigt, ist der Simplexalgorithmus kein po-
lynomialer Algorithmus zur Losung linearer Optimierungsprobleme!
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6.2 Reduktion von LPs auf Zulassigkeits-
probleme

Die Ellipsoidmethode ist eigentlich kein Optimierungsverfahren, sondern ei-
ne Methode, die in einem gegebenen volldimensionalen Polytop einen Punkt
findet bzw. feststellt, dass das Polyeder leer ist. Wir miissen daher allgemei-
ne lineare Optimierungsprobleme auf diesen Fall zuriickfithren. Das ist auf
zwei Arten moglich: Entweder, indem man Dualitat nutzt, oder durch die so
genannte Binérsuche.

Reduktion mittels LP-Dualitat

Betrachten wir ein LP der Form

max clx
st. Ax <b
z > 0.
Das duale LP dazu ist
min b’y
st. ATy >c
y >0,

Aus dem starken Dualitéitssatz [4.13 wissen wir, dass die beiden Probleme
genau dann Optimallosungen mit gleichem Zielfunktionswert haben, wenn
beide Probleme zuldssige Punkte besitzen.

Daraus folgt, dass jedes Element (z) des Polyeders P, das durch
—cr b 0
A 0 b
0 —AT < * ) <| —c (6.1)
-1 0 4 0
0 -1 0

definiert ist, eine Optimallésung x des primalen und eine Optimallésung y
des dualen Problems bestimmt. Zur Losung eines LPs geniigt es also, einen
Punkt in zu finden.

Der Vorteil ist die Einfachheit des Vorgehens. Der Nachteil ist, dass das
entstehende Polyeder i.A. nicht volldimensional ist, auch wenn der Zulédssig-
keitsbereich des primalen Problems volldimensional ist.
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Die Ellipsoidmethode benétigt aber volldimensionale Polyeder. Wir werden
in Kiirze sehen, wie man ein dquivalentes volldimensionales Zulassigkeitspro-
blem erhalten kann.

Reduktion mittels Binarsuche

Der obige Trick, primales und duales LP zusammenzufassen, bldht das
Ungleichungssystem auf. Eine alternative Methode, die diese Dimensions-
vergrokerung vermeidet und Volldimensionalitét erhélt, ist die binédre Suche,
die wesentlich auf der Abschitzung der “Grofe” der Ecken von Polyedern
beruht.

Satz 6.6 Fiir jede Ecke v = (vy,...,v,)T eines Polyeders P der Form
P(Ab), P=(A,b) oder P = {x € R* : Ax < b,x > 0} mit A € Q™*",
be Q" gilt:

(a) Nach vollstindigem Kirzen ist der Absolutbetrag des Zdihlers von v;

héchstens 23A+20) =30 yn d der Absolutbetrag des Nenners von v; hoch-
stens 23(A)+(B)=3n*

(b) |v;| < 2XN+®=20% (fiir qlle i =1,... n).
(¢) Falls A € Z™", so gilt |v;| < 20+O="" (fiir allei =1,...,n).

Beweis. Wir betrachten den Fall P = {z € R": Az < b,z > 0}.

Ist v eine Ecke von P, so gibt es eine reguldre (n x n)-Teilmatrix D von
( :41) und einen entsprechenden Teilvektor d von (g), so dass v die eindeutige
Losung des Gleichungssystems Dz = d ist. Nach der Cramerschen Regel gilt
dann firz=1,...,n:

_ det D;

~ detD’

wobei D; aus D dadurch entsteht, dass die i-te Spalte von D durch den
Vektor d ersetzt wird.

Hat D Zeilen, die negative Einheitsvektoren sind, so bezeichnen wir mit D
die Matrix, die durch Streichen dieser Zeilen und der Spalten, in denen sich
die Elemente —1 befinden, entsteht. Aufgrund des Determinantenentwick-
lungssatzes gilt |det D| = |det D|. Aukerdem ist D eine Teilmatrix von A.
Daraus folgt mit Lemma(6.3 (d):

(%

|det D| = | det D] < 2P < g(4)=n*,
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Analog folgt fiir den Zéhler:

| det D;| < 204+®)—n*,

(c):|Ist |det D| > 1, und das gilt z.B. wenn A € Z™*", dann gilt nach dem
bisher gezeigten:

2

|Ui| S \det Dl| S 2<A>+(b)—n .

(b):| Ist |det D| < 1, so miissen wir |det D| nach unten abschétzen. Sei

q = [1,; i; das Produkt der (positiven) Nenner der Elemente d;; = % von

D. Dann gilt g|det D| € N, also ¢|det D| > 1 und somit

1
[det D] =1

Weiter kommen alle nichttrivialen Nenner g;; > 1 auch als Nenner in A vor
und daher gilt {q) < (A) —n? (die n? Zdhler von A mit Vorzeichen sind bei A
zusétzlich zu codieren). Unter Verwendung von Lemmal6.3 (a) und (b) folgt

g < 9{@-1 < 9(A)—n?

Daraus ergibt sich

|vi| =
| det D|

2

(a):|Sei g wie in (b) und sei analog p das Produkt der (positiven) Nenner der

Elemente von A und b. Dann enthélt p auch die Nenner aller Elemente von D;
(die Eintrdge —1 haben trivialen Nenner 1). Dann ist wieder p|det D;| € Z
und wir erhalten (p) < (A) + (b) — n?, also

2

Ip| < 2P =1 < oAb —n"

Nun gilt p; := pgdet D; € Z, d := pgdet D € Z sowie

det D; pqdetD; p;
v; = = ==

~ detD  pgdetD d

Der Zahler ist beschrankt durch

2

|]97;| < \p||QH det Dz‘ < 22<A>+(b>—2n22(A>+(b>—n2 < 23(A)+2(b)—3n
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der Nenner durch

O
Aus dem letzten Satz folgt sofort:
Satz 6.7 Das lineare Problem
max clz
st. Az <D (6.2)
x>0
hat eine Optimallosung genau dann, wenn die beiden linearen Probleme
max clx
st. Az <b
2> 0 (6.3)
z; < XA =M gy
und
max clw
st. Az <b
2> 0 (6.4)
g < 2= L =1

eine Optimallosung haben und die Werte der Optimalléosungen tibereinstim-
men. Die Zielfunktionswerte von (6.3) und stimmen genau dann nicht
tiberein, wenn (6.2) unbeschrinkt ist. (6.2) ist genau dann unzuldssig, wenn

(6.3) oder (6.4) unzuldssig ist.

Wir haben damit das lineare Problem (6.2) iiber einem allgemeinen Polyeder
auf das Losen zweier LPs iiber Polytopen zuriickgefiihrt. Wir miissen also im
Prinzip nur zeigen, wie man LPs iiber Polytopen 16st.

Satz 6.8 Ist P # () ein Polytop der Form P(A,b), P=(A,b) oder P = {x :
Ax < byx > 0} mit A € Q™" b € Q™, so kann fir ¢ € Q™ das lineare
Problem

max clz

st. z P
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nur Optimalwerte in der endlichen Menge

S — {§ € Q: [p| < n2BBAHFAN BTN ] < g < 9BAIHB H(E)—3n2—n
(6.5)

annehmen.

Beweis. Es geniigt, die Werte ¢’v fiir Ecken v von P abzuschitzen. Sei also
v =(vy,...,v,)7 eine Ecke von P. Wie im Beweis von Satz a) haben die

Komponenten v; von v eine Darstellung der Form

V; = =,
det D d

plvde Za

wobei wie im Beweis von Satz 6.6 gilt

|pi| < 23(A>+2(b>—3n2 |d| < 23<A>+<b>—3n2.

Y

Seinunc = (3,..., )" € Q" eine teilerfremde Darstellung der Zielfunktion.

Dann gilt mit ¢ := t1ty---t, und ¢; := ti

T

n D 1 n ~
CT’U = Z if; = % ; Szpztl

i=1

Aus Lemma6.3] (a) folgt ¢ < 2(t0=1...20n)—1 — 93((t)—1) < 2= ynd somit

q:=dt < 93(A)+(b)+(c)—3n?—n_

Analog erhélt man

n Si)— —3n2q(c)—n c)—3n?2—n
pi= Y sipify <3 20013 < pyg3A)H20) H2Ae) 8t
=1 =1

Der letzte Satz gibt uns nun die Moglichkeit, das Verfahren der binéren
Suche zur Losung eines LPs anzuwenden. Diese Methode funktioniert mit
der in (6.5)) definierten Menge S wie folgt:
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Algorithmus 6.9 (Bindre Suche)

Input: FEin LP der Form max{c'x : Az < b,z >0} mit A€ Q™" be Qm,
¢ € Q™ und beschrinktem zuldssigem Bereich.

Output: Fine Optimallosung des LPs oder
die Feststellung, dass die Menge {x € R" : Az < b,z > 0} leer ist.

(0) Uberpriife, ob
P={x: Az <bx>0}=0.

Ist dies der Fall: STOP, LP unzuldssig.

(1) Wihle ein Element s € S, so dass fir 8" :=={te€ S:t < s}
und 8" :={t € S:t> s} gilt:

S < I8 < IS+ 1.

(2) Uberpriife, ob
Py ={z: Az <bx>0,c"'z > s} =0.

(3) Ist Ps =10, so setze S — §’, anderenfalls setze S — S”
(4) Ist |S| =1, so gilt fiir s € S:
s = max{ch : Az < b,z > 0},

und jeder Punkt in P ist eine Optimallésung von max{c'z : x € P}.
Anderenfalls gehe zu (1).

Die Korrektheit dieses Verfahrens ist offensichtlich. Ist die Bindrsuche effizi-
ent?

Da in jedem Schritt die Kardinalitét |S| von S fast halbiert wird, ist klar,
dass hochstens

N := [logy(|S] 4 1)]
Aufspaltungen von S in zwei Teile notwendig sind, um eine einelementige

Menge zu erhalten. Also muss Schritt (2) der binéren Suche N mal ausgefiihrt
werden. Wegen Satz 6.8 gilt

|3| < 2n26<A>+3<b>+3<c>—6n2—2n ey
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Daraus folgt, dass Schritt (2) der bindren Suche hochstens
N :=6(A) +3(b) +3(c) — 6n? — 2n + logyn + 2

mal durchgefithrt wird. Ist Schritt (2) in einer Zeit ausfithrbar, die polynomial
in (A) +(b) +(c) ist, dann ist die binére Suche ein polynomialer Algorithmus,
da ein polynomialer Algorithmus fiir (2) nur N mal, also polynomial oft,

ausgefithrt werden muss.
Zusammen liefern Satz Satz 6.8 und Algortihmus 6.9:

Satz 6.10 Es gibt einen polynomialen Algorithmus zur Losung linearer Pro-
bleme mit rationalen Daten genau dann, wenn es einen Algorithmus gibt, der
in polynomialer Zeit entscheidet, ob ein Polytop P mit rationalen Daten leer
ist oder nicht, und der, falls P # 0, einen Punkt in P findet.

Damit haben wir das lineare Optimierungsproblem reduziert auf die Frage

der Losbarkeit von Ungleichungssystemen, deren Losungsmenge beschrankt

ist.

Wie wir sehen werden, kann die Ellipsoidmethode fiir A € Q™*"™, b € Q™

mit P := {z: Az < b} nur folgendes relaxierte Zuléssigkeitsproblem losen:
Finde * mit 2* € P = {2z : Az <b}

. (ZUL¥)
oder stelle fest, dass P :={z: Ax <b} =0.

Es kann also nur fiir volldimensionale Polyeder zuldssige Punkte finden oder

feststellen, dass das Polyeder nicht volldimensional ist. Dies 1aft sich aber

durch folgenden Satz reparieren:

Satz 6.11 Seien A € Q™™ und b € Q™. Dann hat das Ungleichungssystem
Az <b
genau dann eine Losung, wenn das strikte Ungleichungssystem
Az < b+ 272400

eine Losung hat. Ferner kann man aus einer Losung des strikten Unglei-
chungssystems (oder auch des zugehdrigen nicht strikten Ungleichungssy-
stems) in polynomialer Zeit eine Lisung von Ax < b konstruieren.

Um das Zulassigkeitsproblem zu losen, kann man also die Ellipsoidmethode

auf P = {z: Az < b} anwenden. Stellt sie fest, dass P = {z: Ax < b} =10,
dann wendet man sie nochmals an auf {z : Az < b+ 2=2(A)=(b) 1}. Erhalt
man wieder keine Losung, dann ist P = (), andernfalls kann man nach Satz
6.11 in polynomialem Aufwand daraus ein x* € P konstruieren.
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6.3 Die Ellipsoidmethode

Die Ellipsoidmethode ist ein polynomialer Algorithmus, der das abgeschwéch-
te Zuléssigkeitsproblem (ZUL*) 16st.
Wir setzen in diesem Abschnitt n > 2 voraus.

Definition 6.12 Fine Menge £ C R™ heifst Ellipsoid (mit Zentrum a), wenn
es einen Punkt a € R™ und eine symmetrische, positiv definite Matriz A gibt,
so dass

E=EAa)={zeR": (z—a)'A (v —a) <1}.

Das Ellipsoid ist also durch die (ebenfalls positiv definite) Inverse A~! von A
definiert. Das liegt daran, dass sich bei dieser Definition viele Eigenschaften
von £(A,a) aus den Eigenschaften von A ableiten lassen. Zum Beispiel:

e der Durchmesser von £(A,a) ist gleich 2v/Apax, Wobei A\yay der grofste
Eigenwert von A ist.

e Die Symmetrieachsen von £(A,a) entsprechen den Eigenvektoren von

A.

e £(A, a) ist das Bild der Einheitskugel B = {u € R™ : |jul, < 1}
unter der affinen Transformation f(u) = AY?u 4 a. Dabei ist A/
die eindeutig bestimmte Wurzel der positiv definiten Matrix A, fiir die

A2 A2 = A gilt.

Wir wollen nun die Ellipsoidmethode zunéchst geometrisch betrachten.

Geometrische Beschreibung der Ellipsoidmethode
Gegeben sei ein Polytop P. Wir wollen einen Punkt in P finden oder zeigen,

dass P leer ist. Die Ellipsoidmethode besteht aus sechs Schritten:

1) Konstruiere ein Ellipsoid & = £( Ao, ap), das P enthilt. Setze k = 0.

2) Ist das gegenwartige Ellipsoid “zu klein”, dann STOP: P ist leer.

3) Teste, ob der Mittelpunkt a, von & in P enthalten ist.

(
(
(
(4

)
)
)
)

Gilt a;, € P, dann haben wir einen Punkt in P gefunden: STOP.
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(5) Gilt ay, & P, dann gibt es eine P definierende Ungleichung
'z <+,
die von ay verletzt wird, d.h. es gilt ¢a; > ~. Bezeichne mit
E =& n{x:cTr <cla}

das Halbellipsoid von &, das P enthélt. Konstruiere das Ellipsoid klein-
sten Volumens, das & enthilt, und bezeichne es mit ;.

(6) Setze k < k + 1 und gehe zu (2).
Das Prinzip dieses Verfahrens ist klar: Man beginnt mit einem Ellipsoid, das
P enthalt. Ist das Zentrum vonn & nicht in P, so sucht man ein kleineres

Ellipsoid &1, das P enthélt, und so weiter. Folgende Fragen miissen nun
geklart werden:

e Wie findet man ein Anfangsellipsoid &, das P enthalt?
e Wie kann man & aus & konstruieren?
e Wann bricht man ab, d.h. was heifst “zu klein?

e Wie viele Iterationen sind durchzufithren?

Die folgenden Sétze beantworten diese Fragen, wobei wir nicht alle der (tech-
nischen) Beweise angeben wollen.

Das Anfangsellipsoid soll eine Kugel mit dem Nullpunkt als Zentrum sein.
Enthalten die Ungleichungen, die das Polytop definieren, explizite obere und
untere Schranken fiir die Variablen

€z§x1<uz izl,...,n,

so kann

n

Ri= | S (masxfu, |6}

=1

als Radius der Kugel gewahlt werden. Anderenfalls kann man zeigen:
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Lemma 6.13 Sei P ein Polyeder der Form P(A,b), P=(A,b) oder P = {x :
Az < b,z >0} mit A€ Q™™ be Q™. Dann gilt

(a) Alle Ecken von P sind in der Kugel B(0, R) enthalten mit
R = \/522<A>+(b)72n2.
(b) Ist P ein Polytop, so gilt P C B(0, R) = E(R*I,0).
Beweis. Nach Satz 6.6 gilt fiir jede Ecke v = (vy,...,v,)" von P
lv;| < 22A+O=2" fipalle i=1,....n,

und daraus folgt fiir die euklidische Norm von v:

ZU? < y/nmax{v?} < \/522<A>+<b>_2”2.
i=1

Also ist jede Ecke von P in B(0,R) enthalten. Ist insbesondere P ein
Polytop, so folgt daraus P C B(0, R). O

o]z =

Damit haben wir ein Anfangsellipsoid gefunden, mit dem die Ellipsoidme-
thode gestartet werden kann.

Die Konstruktion von &, aus &; geschieht wie folgt:

Satz 6.14 Sei & = E(Ax,ar) C R™ ein Ellipsoid, ¢ € R"\ {0} und &, :=
ExN{x:cle <clay}. Setze

d = —=Ac,
VT Age ¥
L d
a = ap — ——
ol F n—+1
n? 2
A = A — dd*
i n?—1 ( P nr ) ’
dann ist Agyq positiv definit und Epyq = E(Ags1, k1) st das eindeutig

bestimmte Ellipsoid kleinsten Volumens, das &, enthdlt.
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Beweis. Siehe Grotschel, Lovasz und Schrijver [GLS8S]. O

Geometrisch bedeutet dieser Satz folgendes: Ist ¢ € R™ \ {0}, so kann man
Maximum und Minimum von ¢’z iiber &, explizit angeben. Es gilt nimlich

Zmax = Qg + d, und Zmin = ar — d
und

e = maX{CTﬂf rx €&t = cLag + /T Age,
i = min{cT:E cx €&} = ay — /T Age.

Daraus folgt, dass der Mittelpunkt a;,; des neuen Ellipsoids &, auf dem
Geradenstiick zwischen aj und z,;, liegt. Die Lange dieses Geradenstiicks ist
||d||, und aj41 erreicht man von ay aus, indem man einen Schritt der Lénge
n+r1||d|| in Richtung —d macht.

Der Durchschnitt des Randes des Ellipsoids &gy mit  dem
Rand von &, wird gebildet durch den Punkt 2z, und & =
{z (@ — a)TA Nz — ax) = 1} n{z : Tz = g}
& ist der Rand eines (n — 1)-dimensionalen Ellipsoids im R".

Das Stoppkriterium der Ellipsoidmethode beruht aus einem Volumenargu-
ment. Nach Konstruktion ist klar, dass das Volumen von &1 (bezeichnet mit
vol(&x41)) kleiner ist als das von &. Man kann den Volumenschrumpfungs-
faktor explizit berechnen. Er héngt nur von der Dimension n des Raumes R"
ab und nicht vom Updatevektor c.

Lemma 6.15 FEs gilt

VOl(gk+1) B n n+1 n n—1\ 2 _ 6_% . .
vol(&) n+1 n—1 - '

Beweis. Siehe Grotschel, Lovasz und Schrijver [GLSS8S|. O

Mit den Formeln aus Satz6.14/kann also eine Folge von Ellipsoiden konstru-
iert werden, so dass jedes Ellipsoid &4, das Halbellipsoid & und somit das
Polytop P enthélt und dass die Volumina der Ellipsoide schrumpfen.
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Die Folge der Volumina konvergiert gegen Null, daher muss einmal das Volu-
men von P, falls P ein positives Volumen hat, unterschritten werden. Daher
muss nach endlich vielen Schritten der Mittelpunkt eines der Ellipsoide in P
sein, falls P # (). Das folgende Lemma hilft bei der Berechnung, nach wie
vielen Schritten dies der Fall ist:

Lemma 6.16 Seien P = P(A,b) CR", sei P= {z € R": Az < b} und sei
R = /m22A+ (b2

(a) Entweder gilt P =0 oder
vol(P N B(0, R)) > 2~ (n+D(A-+()=n?)

(b) Ist P wolldimensional, d.h. dimP = n, dann gilt

o

vol(P N B(0, R)) = vol(P N B(0, R)) > 2~ (+HUA+0=%) -

Beweis. Siche Grotschel, Lovasz und Schrijver [GLSS8S|. O

Lemma6.16 und Lemma |6 1mphz1eren folgendes:

Ist fiir ein Polyeder P die Menge 77 # (), dann ist auch 77 N B(0, R) # () und
es gilt

vol(P N B(0, R)) > 2~ (DA +B =),

Um P # () zu priifen, reicht es also aus zu iiberpriifen, ob gilt
vol(P N B(0, R)) > 2~ DA ®)=n%)

(0]
sonst muss P = () sein.

Wir konstruieren mit der Ellipsoidmethode Ellipsoide & O P N B(0, R),
deren Volumen in jedem Schritt mindestens um e~'/(?®) abnimmt, solange
der Mittelpunkt aj nicht in P liegt. Irgendwann muss also a; € P gelten,
oder wir erreichen ein N mit

vol(Ex) < 2-HDUAHE)—n?)
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Wegen Ex D 73 N B(0, R) bleibt dann nur 703 = () iibrig, da das Volumen von
vol(Ey) zu klein geworden ist.

Damit kénnen wir nun die Ellipsoidmethode zur Losung von (ZUL*) formu-
lieren:
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Algorithmus 6.17 (Die Ellipsoidmethode)
Input: A € Q™" und b € Q™.

Output: Fin Punkt * € Q™ mit Az < b oder
die Feststellung, dass die Menge {x € R™ : Ax < b} leer ist.

Schritt 1: Initialisierung

Setze R = \/522<A>+<b>_2”2 oder kleiner, wenn Vorinformation vorhanden.

Setze
Ay = R?I
ag = 0
k = 0

N = 2n((3n+1)(A4) + (2n + 1)(b) — n®).
(Das Anfangsellipsoid ist & = E( A, aop)-)
Schritt 2: Abbruchkriterium

(2a) Gilt k = N, dann STOP: Ax < b hat keine Lisung.
(2b) Gilt Aay, < b, dann STOP: der Punkt x* = ay, ist gefunden.

(2c) Anderenfalls sei cT' eine Zeile von A derart, dass der Mittelpunkt ay,
von & die entsprechende Ungleichung verletzt.

Schritt 3: Update

(3a) Setze
d ! A
= —_— 07
vclAge g
1 d
a = ap —
k+1 ET T
n? 2
A = Ay — dd”

(ka1 = E(Aka1, agyr) ist das neue Ellipsoid.)
(3b) Setze k «— k + 1 und gehe zu Schritt 2.
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Beispiel 6.18 Betrachten wir das Polytop P C R?, das durch die vier Un-
gleichugen
H <z < § und

IN

<

Cﬂl»—A

T2 S5
definiert ist. Als Anfangsellipsoid sei die Kugel um den Ursprung mit Radius

1 gewdahlt, d.h.
0 10

In Iteration 1 stellt man fest, dass die Ungleichung 27 <z verletzt ist, daher
ergibt sich der Vektor ¢ als ¢ = (—1,0)". Damit erhalten wir:

BTN

sowie

und

A =

Man fihrt genauso fort, bis in Iteration finf der Punkt a5 = (35,0)" in P
enthalten ist.

Satz 6.19 Die Ellipsoidmethode arbeitet korrekt.
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Beweis. Gibt es ein k < N, so dass Aag < b, so ist offenbar ein Punkt aus
P(A,Db) gefunden Bricht die Ellipsoidmethode in Schritt (2a) ab, so miissen

wir zeigen, dass 73 {r eR™: A:c < b} kein Element besitzt.

Angenommen, 73 # (). Sei P’ = 73 N &. Dann gllt nach Lemma [6.16, dass
das Volumen von P’ mindestens 2~ ("tDUA+0)-1") hetrigt. Ist ap & P(A, D)
fiir 0 < k < N, so wird in (2c) eine verletzte Ungleichung ¢’ < v gefunden.
Wegen v < ¢!y, enthilt das Halbellipsoid

E =& Nn{z: 'z <cla}

die Menge P’. Das durch die Formeln (3a) konstruierte Ellipsoid & ist nach
Satz[6.14] das volumsmaéfig kleinste Ellipsoid, das &, enthélt. Wegen P’ C &,
gilt natiirlich P’ C & 1. Daraus folgt

P CE& firalle 0<k<N.

Das Volumen des Anfangsellipsoids & kann man berechnen:

vol(&) = v/det(R2T)V,, = B"V,,

wobei V,, das Volumen der Einheitskugel in R™ ist. Wir schétzen nun sehr grob
ab: Die Einheitskugel ist im Wirfel W = {z e R" : || < 1, i =1,...,n}
enthalten, dessen Volumen offensichtlich vol()V) = 2" ist. Daraus folgt:

vol(&) < R"2" = on(2(A)+(b)—2n*+log Vnt+1) - on(2(A)+(b)—n?)

Nach Lemma [6.15 schrumpft in jedem Schritt der Ellipsoidmethode das Vo-
lumen um mindestens den Faktor e”2:. Aus der Abschétzung von vol(&)
und der Formel fiir N erhalten wir somit

vol(Ex) < e zivol(&) < 2~ FDUAIHE)—n?),

Also gilt vol(Ex) < vol(P’). Das ist ein Widerspruch zu P’ C Ey. Daraus
folgt, dass P’ und somit {z : Az < b} leer sind, wenn die Ellipsoidmethode
nicht in (2a) abbricht. O

Folgerung 6.20 Ist P = P(A,b) C R™ ein Polyeder, von dem wir wissen,
dass es entweder volldimensional oder leer ist, dann findet die Ellipsoidme-
thode entweder einen Punkt in P oder beweist, dass P leer ist.
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Wir hatten bereits die Methodik angesprochen, wie zu verfahren ist, wenn
das Polyeder nicht volldimensional ist, sieche Satz 6.11.

Wir fassen das Vorgehen nochmal zusammen: Leider sieht man einem durch
ein Ungleichungssystem gegebenen Polyeder nicht unmittelbar an, ob es voll-
dimensional ist oder nicht. Aufterdem sind gerade die Polyeder, die durch die
Transformation (6.1) linearer Probleme auf ein Zuléssigkeitsproblem entste-
hen nicht volldimensional (es gilt immer ¢’z = bTy), so dass die Ellipsoid-
methode zu keiner befriedigenden Antwort fiihrt. Diesen Defekt kann man
jedoch durch Satz6.11 reparieren.

Damit ist die Beschreibung der Ellipsoidmethode bis auf die Abschétzung der
Rechenzeit vollstandig. Wollen wir entscheiden, ob ein Polyeder P (A, b) einen
Punkt enthélt, konnen wir die Ellipsoidmethode auf das Ungleichungssystem
Az < b anwenden. Finden wir einen Punkt in P(A,b), dann sind wir fertig.
Anderenfalls wissen wir, dass P (A, b) nicht volldimensional ist. In diesem Fall
konnen wir auf Satz/6.11 zurtickgreifen und starten die Ellipsoidmethode neu,
und zwar mit dem ganzzahligen Ungleichungssystem

22N =) Ay < 22O 4 1, (6.6)

Entscheidet die Ellipsoidmethode, dass das zu gehorende strikte
Ungleichungssystem keine Losung hat, so konnen wir aus Satz 6.11 folgern,
dass P(A,b) leer ist. Anderenfalls findet die Ellipsoidmethode einen Punkt
x', der (6.6) erfiillt. Gilt ' € P(A,b), dann haben wir das Gewiinschte ge-
funden, falls nicht, kann man aus 2’ einen Punkt x € P(A,b) konstruieren.

Zur Losung von LPs kann man die in Abschnitt erwahnten Reduktio-
nen benutzen. Entweder man fasst das LP und sein duales zusammen und
sucht wie oben angegeben im nicht volldimensionalen Polyeder, oder man
verwendet die Bindrsuche und wendet die Ellipsoidmethode N mal fiir nie-
derdimensionale Polyeder des Typs Py an.

In beiden Fallen ist das Gesamtverfahren polynomial, wenn die Ellipsoidme-
thode polynomial ist.

6.4 Laufzeit der Ellipsoidmethode

Wir wollen nun die Laufzeit der Ellipsoidmethode untersuchen und auf einige
bisher verschwiegene Probleme bei ihrer Ausfithrung aufmerksam machen.
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Offenbar ist die maximale Iterationszahl
N =2n((3n + 1)(A) + (2n + 1)(b) — n°)

polynomial in der Kodierungslénge von A und b. Also ist die Ellipsoidmetho-
de genau dann polynomial, wenn jede Iteration in polynomialer Zeit ausge-
fiihrt werden kann.

Bei der Initialisierung besteht kein Problem. Test (2a) ist trivial, und die
Schritte (2b) und (2c) fithren wir dadurch aus, dass wir das Zentrum ay, in
die Ungleichungen einsetzen und iiberpriifen, ob die Ungleichungen erfiillt
sind oder nicht. Die Anzahl der dazu benétigten Rechenschritte ist linear in
(A) und (b). Sie ist also polynomial, wenn die Kodierungsldnge des Vektors
aj polynomial ist.

Hier beginnen die Schwierigkeiten: In der Updateformel (3a) muss eine Wur-
zel berechnet werden. Im Allgemeinen werden hier also irrationale Zahlen auf-
treten, die natiirlich nicht exakt berechnet werden konnen. Die Zahl v/¢T Ajc
muss daher zu einer rationalen Zahl gerundet werden. Dadurch wird geome-
trisch bewirkt, dass der Mittelpunkt des Ellipsoids £ ein wenig verschoben
wird. Mit Sicherheit enthélt das verschobene Ellipsoid nicht mehr die Men-
ge &, und moglicherweise ist auch P(A,b) nicht mehr in diesem Ellipsoid
enthalten. Also bricht der gesamte Beweis der Korrektheit des Verfahrens
zusamien.

Auferdem wird beim Update (3a) durch méglicherweise grofe Zahlen divi-
diert, und es ist nicht klar, dass die Kodierungslédnge der Elemente von Ay,
bei wiederholter Anwendung von (3a) polynomial in (A) und (b) bleibt. Also
miissen auch die Eintrage von A1 gerundet werden. Dies kann zu folgenden
Problemen fiihren: Die gerundete Matrix Aj_ ; ist nicht mehr positiv definit,
und das Verfahren wird sinnlos. Oder A}, bleibt positiv definit, aber durch
die Rundung hat sich die Form des zugehoérigen Ellipsoids &), | so geéndert,
dass &, das Polyeder P(A,b) nicht mehr enthélt.

Alle diese Klippen kann man mit einem Trick umschiffen, dessen Korrekt-
heitsbeweis allerdings recht aufwéndig ist.

Die geometrische Idee hinter dem Trick ist folgende:

Man nehme die binére Darstellung der Komponenten des in (3a) berechne-
ten Vektors und der ebenfalls in (3a) berechneten Matrix und runde nach p
Stellen hinter dem Bindrkomma. Dadurch &ndert man die Lage des Mittel-
punktes und die Form des Ellipsoids ein wenig.
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Nun bléast man das Ellipsoid ein bisschen auf, d.h. man multipliziert A, mit
einem Faktor £ > 1, und zwar so, dass die Menge &, beweisbar in dem aufge-
blasenen Ellipsoid enthalten ist. Durch die Vergrofserung des Ellipsoids wird
die in Lemma |6.15 bestimmte Schrumpfungsrate verschlechtert, was bedeu-
tet, dass man insgesamt mehr, sagen wir N’, Iterationen durchfiihren muss.
Daraus folgt, dass der Rundungsparameter p und der Aufblasparameter £ so
auf einander abgestimmt sein miissen, dass

e alle gerundeten und mit ¢ multiplizierten Matrizen Ay (1 < k < N')
und alle gerundeten Mittelpunkte a; (1 < k < N’) polynomial in (A)
und (b) berechnet werden konnen,

e alle A, positiv definit sind,
e PNB(0,R) C & firalle 1 <k < N’'und
e die Iterationszahl N’ ebenfalls polynomial in (A) und (b) ist.

Dies kann tatsdchlich realisiert werden. Der Beweis soll hier allerdings nicht

ausgefilhrt werden. Genaueres findet man wieder im Buch von Grotschel,
Lovész und Schrijver [GLSS8S|.

Eine geeignete Modifikation von Algorithmus|[6.17 die alle obigen Kriterien
erfiillt ist folgende:

e Wihle in Algorithmus[6.17
N :=5n((3n+ 1)(A) + (2n + 1)(b) — n?).

Ferner setze

n?—3
=8N =1
p , =1+ 5
e Modifiziere Schritt (3a) wie folgt:
(3a) Setze
1 1
g1 =p QA Age,

n+1+/cl Ae

n? 2 Apect Ay
A = Ay —
LT 5n2 -1 ( " n+ 1 T A ) ’

(ki1 = E(Aky1, agy1) ist das neue Ellipsoid.)
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Hierbei bedeutet :=,, dass bei der Rechnung auf p Nachkommastellen
in der Bindrdarstellung gerundet wird. Man beachte, dass bis auf die
inexakte Rechnung und den Aufbléhfaktor £ alles unverdndert ist.

Man kann zeigen, dass der Reduktionsfaktor der Ellipsoidvolumen nun <
e~1/Cm ist und 1 O & sichergestellt bleibt.

Die Ellipsoidmethode (mit Rundungsmodifikation) ist also ein polynomialer
Algorithmus, der entscheidet, ob ein Polyeder leer ist oder nicht. Mit Hilfe der
beschriebenen Reduktionen kann sie dazu benutzt werden, lineare Probleme
in polynomialer Zeit zu 16sen. Damit haben wir gezeigt:

LPs sind in polynomialer Zeit 16sbar.

6.5 Separieren und Optimieren

Wir schliefsen mit der wichtigen Aussage, dass Optimieren und Separieren
polynomial dquivalent sind. Die Aquivalenz von Separieren und Optimie-
ren ist eines der bedeutendsten Resultate der polyedrischen Kombinatorik
(vgl.J[GLS81]). Es hat sowohl die Theorie der kombinatorischen und ganzzah-
ligen Optimierung entscheidend beeinflusst, als auch die theoretische Recht-
fertigung fiir Branch-and-Cut Verfahren (die derzeit erfolgreichste Methode
zum Losen NP-schwerer praktischer Probleme der Diskreten Optimierung)
ermoglicht.

Wir nehmen im folgenden an, dass die betrachteten Polyeder immer volldi-
mansional und beschrankt sind.

Wir beginnen mit der Definition der Probleme, die wir in Beziehung setzen
wollen.

Problem 6.21 (Optimierungsproblem — OPT) Gegeben sei ein Polyeder
P C R"™ und ein Vektor c € Q™.

(i) Bestitige, dass P =0 oder
(ii) Finde y € P mit 'y = max{c"z |z € P} oder

(iii) bestitige, dass max{c'xz |z € P} unbeschrinkt ist, d.h. finde eine Ex-
tremale z von P mit ¢¥'z > 1.
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Unter unserer Annahme, dass P volldimensional und beschréinkt sein soll,
kommt natiirlich nur Punkt (ii) in Frage, d.h. Problem [6.21 reduziert sich
auf das Finden einer Optimallésung.

Problem 6.22 (Separierungsproblem — SEP) Gegeben sei ein Polyeder P C
R™ und ein Vektor y € Q". Entscheide, ob y € P. Falls nicht, finde einen
Vektor ¢ € Q" mit 'y > max{c"z |z € P}.

Wir betrachten noch ein drittes Problem, das — wie wir noch sehen werden
— dual zum Problem ist.

Problem 6.23 (Verletztheitsproblem — VIOL) Gegeben sei ein Polyeder P C
R", ein Vektor ¢ € Q" und ein Skalar v € Q. Entscheide, ob ¢’z < ~ fiir
alle x € P. Falls nicht, finde einen Vektor y € P mit cl'y > .

Die Fragen, die uns in diesem Abschnitt interessieren, kann man folgernder-
mafen beschreiben: Angenommen, wir kennen eine Methode (im Folgenden
werden wir von einem Orakel sprechen), die eines der drei Probleme 16st. Ist
es dann auch moglich, die beiden anderen Probleme in orakel-polynomialer
Zeit zu 16sen?

Auf den ersten Blick scheint das Optimierungsproblem das schwerste zu sein.
Konnten wir dies losen, so konnten wir sicher auch das Verletztheitsproblem
16sen. Aber konnten wir damit auch das Separierungsproblem losen? Und
umgekehrt, wenn wir separieren konnen, konnen wir dann auch optimieren?

In diesem Kapitel werden wir zeigen, dass alle drei Probleme in der Tat
polynomial dquivalent sind. Wir werden im Folgenden die Probleme[6.21 bis
6.23 immer mit OPT, SEP und VIOL abkiirzen. Schreiben wir Klammern
um die Abkiirzungen, so bezeichne dies ein Orakel fiir das jeweilige Problem,
d.h. (OPT), (SEP) und (VIOL) sind Orakel fiir OPT, SEP und VIOL. Wir

nehmen in diesem Abschnitt n > 2 an.

Satz 6.24 Gegeben sei ein beschrinktes und volldimensionales Polyeder P
das endlich codierbar sei, also P = P(A,b). mit A € Q™", b € Q™. Ei-
ne Schranke fir die Codierungslinge sei bekannt. Angenommen wir hdtten
ein Orakel, das eines der drei Probleme SEP, OPT oder VIOL fiir P lost.
Dann kénnen die zwei verbliebenen Probleme in orakel-polynomialer Zeit ge-
lost werden.
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Beweis. Wir zeigen nur die ersten beiden der Schritte
e (SEP) — (OPT)
e (OPT) — (VIOL)
e (VIOL) — (SEP).

Zu zeigen ist, dass die Transformationen jeweils in orakel-polynomialer Zeit
erfolgen konnen.

(SEP) — (OPT).

Angenommen, wir haben ein Separationsorakel (SEP), das SEP fiir P 16st,
wobei P volldimensional und beschrankt ist. Weiterhin haben wir einen Ziel-
funktionsvektor ¢ € Q" und damit méchten wir das Problem max{c’z ’ T €
P} 16sen.

Wir wollen bindre Suche in Verbindung mit der Ellipsoidmethode durchfiih-
ren. Bei der bindiren Suche treten die Polyeder auf Py = {z € P : 'z > s}.
Das Orakel (SEP) fiir P kann leicht zu einem Orakel (SEP) fiir P, modifiziert
werden (gilt ¢’z < s, dann ist dies bereits eine trennende Ungleichung, sonst
konsultiere (SEP) fiir P).

Nun stellen wir fest, dass das Ellipsoidverfahren angewendet auf das Polyeder
P in Schritt (2b) und (2c) nur ein Orakel (SEP) fiir Ps braucht. Insgesamt
ist also (OPT) orakel-polynomial in (SEP).

(OPT) — (VIOL).

Gegeben sei ein Polyeder P, wobei P beschriankt und volldimensional sei.
Weiterhin seien ein Vektor ¢ € Q™ und eine Zahl v € Q gegeben. Wir ha-
ben nun zu entscheiden, ob die Ungleichung ¢’z < « fiir € P erfiillt ist.
Ist dies nicht der Fall, so brauchen wir einen Vektor y € P mit ¢’y > 7.
Als erstes fragen wir das Orakel (OPT) nach einer Losung fiir das Problem
max{clz ‘ x € P}. Das Orakel wird uns eine Optimallésung y zuriickgeben,
da P beschrinkt und volldimensional ist. Gilt nun ¢’y < v, so haben wir
einen Beweis dafiir, dass die Ungleichung ¢’z < v fiir alle z € P giiltig ist.
Andernfalls haben wir einen Vektor y gefunden mit ¢’y > ~.
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(VIOL) — (SEP).

Man betrachtet das Polyeder aller giiltigen Ungleichungen fiir P. Der Beweis
ist dann elementar. Wir verzichten auf Details. O
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Kapitel 7

Optimalitatsbedingungen fur
nichtlineare Probleme

In der Nichtlinearen Optimierung betrachtet man Optimierungsprobleme der

Form
min f(z)
st gi(x) <0 (1=1,...,m) (NLP)
hij(z)=0 (j=1,...,k)

wobei f, gi, h; : R® = R, f, g, h; € C*. Man setzt hierbei nicht mehr voraus,
dass die Funktionen linear oder konvex sind.

Notation: Die zuldssige Menge eines nichtlinearen Problems bezeichnen wir
wieder mit X, d.h.

X={zeR":¢(x)<0(i=1,...,m),hj(x)=0(=1,...,k)}.

Wir beschréanken uns hier auf den Fall linearer Nebenbedingungen, also Pro-
bleme der Form
min f(z) st. Az <b (NP)

mit A € R™" b € R™. Der zuléssige Bereich ist dann ein Polyeder, genauer
X =P(AD).

Dies vermeidet einige Komplikationen bei der Optimalitatstheorie fiir Pro-
bleme mit nichtlinearen Nebenbedingungen. Der allgemeine Fall wird aus-
fiihrlich in der Vorlesung iiber Nichtlineare Optimierung behandelt.

Bei nichtlinearen Optimierungsproblemen fehlen viele der FEigenschaften, die
LPs so gut 16sbar machen:
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e Ein lokaler Minimalpunkt eines LPs ist gleichzeitig schon ein globaler
Minimalpunkt des LPs.

e Die zuldssige Menge enthéalt endlich viele ausgezeichnete Randpunkte
(Ecken) mit der Eigenschaft: Besitzt die Zielfunktion ein Minimum,
dann wird es in einem dieser Extrempunkte angenommen.

e Mit dem Simplex-Algorithmus gibt es ein Verfahren, das in endlich
vielen Schritten entweder eine Optimallésung des Problems liefert oder
feststellt, dass das Problem unbeschrankt ist.

All diese Eigenschaften treffen auf nichtlineare Optimierungsprobleme im
Allgemeinen nicht zu.

7.1 Optimalitatsbedingungen

Zu Optimalitdtsbedingungen fiir nichtlineare Optimierungsprobleme gelangt
man ahnlich, wie wir das in Satz 4.4 fiir LPs gemacht haben, durch folgende
Uberlegung: Ist 7 € X ein lokales Minimum, dann existiert e > 0 so dass

f(@+s)>f(@) VseR" z+seX, [s|<e

7.1.1 Tangentialkegel und Linearisierungskegel

Wir definieren zunéchst in einem Punkt x* € X die Menge aller Richtungen
s, so dass z* + As fiir kleine A > 0 wieder in X" liegt:

Definition 7.1 Sei z* ein zuldssiger Punkt des nichtlinearen Optimierungs-
problems (NP) min{f(x) : x € X'}. Ein Vektor s € R" heifst zulassige Rich-
tung in x*, falls eine reelle Zahl A > 0 existiert, so dass

T+ As € X fir alle X € [0, ).

Ferner heifst

Z(2*) ={s: s ist zuldssige Richtung in x*}

Tangentialkegel von X in x* (oder auch Kegel der zuldssigen Richtungen in
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Wir erhalten die folgende erste Optimalitatsbedingung.

Satz 7.2 FEs sei f : R" — R stetig differenzierbar. Dann gilt fir jede lokale
Lésung & des (NP)
min f(z) st. xe X

die notwendige Optimalititsbedingung
TeX und Vf(@)'s>0 Vsec Z(z). (7.1)

Beweis. T € & ist klar. Sei nun s eine beliebige zuldssige Richtung in 7.
Dann gibt es A > 0 mit  + As € X fiir alle A € [0,A\]. Da 7 ein lokales
Minimum ist, kénnen wir A > 0 ohne Einschrankung so wihlen, dass gilt

f(+Xs) > f(x) VYAe(0,N.

Dies ergibt
f(@+ As)— f(z) AN0

0< 3 Vi@)'s.
Somit gilt (7.1) fiir alle zuléssigen Richtungen s in  und somit auch fiir den
Abschluf Z(z) all dieser Richtungen. 0

Der Tangentialkegel ist unhandlich. Um die Optimalitdtsbedingung (7.1) zu
vereinfachen, wiirden wir ihn gerne bequemer darstellen.

In unserem Fall von linearen Nebenbedingungen stimmt der Tangentialkegel
mit dem sogenannten Linearisierungskegel iiberein.

Um den Begriff Linearisierungskegel plausibel zu machen, betrachten wir
zunéchst das allgemeine Problem

min f(z) st.  g(x) <0, i=1,...,m. (NLPI)
Wir benétigen zunéchst die folgende Definition.

Definition 7.3 Sei X = {x e R" : g;(z) <0 (i=1,...,m)}. Sei x* € X.
Fine Nebenbedingungsfunktion g;(x) mit g;(x*) = 0 heifst in x* aktiv (oder
auch bindend). Die Menge

eq(z*) ={i e {l,...,m} : g;(z") = 0}

heifit die Indexmenge der in x* aktiven Nebenbedingungen.
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Beispiel 7.4 Sei X definiert durch die drei Funktionen

gi(z) = 22+25-1 < 0

g2(x) = —1 0

g3(r) = —T 0.
Fir z* = (1,0) gilt eq(z*) = {1,3}, fir * = (0,0) gilt eq(z*) = {2,3}, fir
— (%, %) gilt eq(x*) = {1}, fiir z* = (%, %) gilt eq(x*) = 0.
Definition 7.5 Seien gi,...,gm € O, sei X = X(g9) = {x € R" : gi(x) <
0,i=1,...,m} und sei x* € X. Die Menge

Lxg(r*) ={s € R": Vgi(x*)Ts <0 fir alle i € eq(x*)}

VARVAN

heifst Linearisierungskegel von X’ in z* zur Darstellung X (g).

Ist der zuldssige Bereich X ein Polyeder P(A,b), dann ist der Linearisie-
rungskegel in x* gegeben durch

Lran(@) = {5 Augerys <0}
und stimmt mit dem Tangentialkegel {iberein, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 7.6 Es sei X = P(A,b) mit A € R™" b€ R™. Istx* € X, dann
gilt
Z(x") = Lpap(r*) ={s : A5 <0}

Beweis. ”C”: Sei s eine zulissige Richtung in z*. Dann gilt mit einem A > 0
Acq@) T = begarys Aeqa) (T +A8) <begary VA € [0, Al
Subtraktion der ersten Gleichung von der zweiten Ungleichung ergibt
AcqzyAs <0 VA€ [0,

Damit liegt jede =zulédssige Richtung s in der abgeschlossenen Menge
Lpap)(z*) und somit auch der Abschluss Z(2*) der Menge dieser Richtun-
gen.

"> Es gelte s € Lpay)(z*). Fiir A > 0 klein genug gilt dann (inaktive
Nebenbedingungen bleiben inaktiv)

Acqa) (T + A8) = beg(ar) + AMeq@)-8 < beq(a),

----------

Somit gilt s € Z(z*) O
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Bemerkung 7.7 Im Fall nichtlinearer Nebenbedingungen X = X(g)
{r € R" : gi(z) < 0,Mi = 1,...,m} mit g; € C' gilt immer Z(z*)
Lx(g)(z*), wobei Z(z*) genau wie in Definition 7.1] definiert ist.

Die wichtige Inklusion Z(2*) D Ly (4 (x*), die es erlaubt, in der Optimalitéts-
bedingung (7.1) den Tangentialkegel Z(z*) durch den Linearisierungskegel zu
ersetzen, gilt jedoch im Fall nichtlinearer Nebenbedingungen nur unter zu-
sétzlichen Bedingungen, einer sogenannten Constraint Qualification. Details
werden in Optimierung 3 behandelt.

Nl

Aus der Optimalitatsbedingung (7.1) erhalten wir unmittelbar im Fall linea-
rer Nebenbedingungen

Korollar 7.8 Es sei f : R" — R stetig differenzierbar, A € R™" b &€ R™,
Ist & eine lokale Losung des Problems

min f(z) st. x € P(ADb),

dann gelten die notwendige Optimalitatsbedingung

Az <b und Vf(@)'s>0 Vse{s : Ayam.s <0} (7.2)
Beweis. Nach Lemmal7.6 folgt dies sofort aus Satz (7.2 O

7.1.2 Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen

Wir wenden nun das Farkas-Lemma an, um in ein Gleichungs- und
Ungleichungssystem zu verwandeln.

Satz 7.9 (Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen fiir (NP)) Seien f € C', A €

R™™ b e R™. & sei ein lokaler Minimalpunkt von
min f(x) s.t. Az <b.
Dann gibt es einen Vektor u € R™ mit

V(@) +ATa=0, (Multiplikatorregel)
Az <b, (Zulissigkeit) (7.3)
u>0, (Az —b)u; =0, i=1,...,m, (Komplementaritit).
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Beweis. Die zweite Bedingung gilt, weil z zuldssig sein muss.
Setze I = eq(Z). Nach Korollar [7.8 hat dann das System

A;s<0, Vf(@)'s<o0
keine Losung. Daher existiert nach dem Farkas-Lemma (Satz ein z mit
~Alz=Vf(z), 2>0.

Definieren wir nun u € R™ durch u; = z, g, mp; = 0, dann gilt

ATy = Ala; = -Vf(z), a>0,

Weiter ist wegen A;.Z7 = by und g
bedingung

mi7 = 0 auch die Komplementaritéts-

.....

(Aff’—b)ﬂ_tzzo, Z':l,...,m

erfillt. 0

Die Komponenten des Vektors @ heifsen Lagrange-Multiplikatoren. Ein Punkt
Z, der die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen erfiillt, heifst Karush-Kuhn-
Tucker-Punkt, auch kurz: KKT-Punkt.

Wir kénnen die KKT-Bedingungen geometrisch so deuten:

Minus Gradient der Zielfunktion liegt im Kegel, der von den
Gradienten der in z aktiven Nebenbedingungen aufgespannt wird.

Wir zeigen jetzt, dass die KKT-Bedingungen (7.3)) bei konvexer Zielfunktion
hinreichend sind, und zwar fiir globale Minimalpunkte.

Satz 7.10 (KKT-Bedingungen im konvexen Fall) Sei f € C' konvezr. Be-
trachte das Optimierungsproblem (NP). Wenn & € R™ und u € R™ die KKT-
Bedingungen (7.3) erfiillen, dann ist & (lokaler = globaler) Minimalpunkt des
Problems.
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Beweis. Sei Z ein Punkt, der die KKT-Bedingungen erfiillt. Sei x € X
beliebig. Wegen u > 0 und der Linearitdat der Nebenbedingungen folgt mit
den KKT-Bedingungen

a'Ax —7) < a’(Ax — b — (AZ — b)) = @’ (Az — b) < 0.
Zusammen mit der Konvexitit von f, Satz und (7.3), 2) ergibt sich
fx)— f(@) >Vf@) (v —7)=—u A(x — 7) > 0.

Bemerkung 7.11 Der Satz lift sich auf (NLPI) erweitern, falls f,g; € C!
konvex sind. Siehe Optimierung 3.

Schliefslich betrachten wir noch den Fall von Gleichungs- und Ungleichungs-
nebenbedingungen. Wir erhalten das folgende Resultat:

Satz 7.12 (Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen fiir (NPGU)) Sei f € C1, A €
R™" B e R beR™, deRF. z sei ein lokaler Minimalpunkt von
min f(z) st. e X :={zr : Ax <b, Bzx=d}. (NPGU)
Dann gibt es Vektoren 4 € R™, v € R* mit
V@) +ATa+B'o =0
Az <b,
Br =d,
u>0, (Az—=b)u; =0, i1=1,...,m.

(7.4)

Beweis. Wir schreiben Bx — d = 0 als (_ng) < (_dd). Dann liefert Satz (7.9
Multiplikatoren @, 7", 7~ > 0 mit

V@) +ATa+ BY (vt —07) =0

'L_LZ<AIE—b)l:0, izl,...,m,

v/ (BT —d); =0, v;(BT—d);=0, j=1,...,k,

wobei die letzte Zeile wegen BZ = d nichts neues bringt. Mit o = v — ¥
gilt also (7.4). O
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Kapitel 8

Quadratische Probleme

Quadratische Probleme bilden eine wichtige Klasse von Optimierungspro-
blemen, die sowohl von unabhéngigem Interesse sind als auch als Teilpro-
bleme bei Losungsverfahren fiir allgemeine nichtlineare Probleme auftreten,
zum Beispiel beim so genannten Sequential Quadratic Programming-Verfahren
(SQP).

Zunichst betrachten wir gleichheitsrestringierte quadratische Probleme, da-
nach behandeln wir zusétzlich auftretende Ungleichungsnebenbedingungen
mit der sogenannten Strategie der aktiven Menge. Grundlegend fiir beides
sind die KKT-Bedingungen.

8.1 Probleme mit Gleichheitsrestriktionen

Wir betrachten zunéchst ein quadratisches Problem mit Gleichheitsrestrik-
tionen
min  f(z) = 127Qz + Tz
st. bjz=0 (j=1,...,p),
wobei ) € R™"™ symmetrisch, c € R”, b; e R" und 3; e R (j = 1,....,p)
gegeben sind.
Sei z ein lokaler Minimalpunkt von (8.1). Alle Nebenbedingungen sind li-
near, daher existieren nach Satz [7.12] Lagrange-Multiplikatoren ©; € R
(j=1,...,p), so dass das Paar (z,7) den KKT-Bedingungen

(8.1)

p
Qr+c+ )Y vib; = 0,
=1
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von (8.1) geniigt. Bezeichnen wir mit B € RP*" die Matrix mit den Vektoren
b als Zeilenvektoren und setzen 3 := (By,...,/3,)", so lasst sich das obige
Gleichungssystem formulieren als

Qr+ BTv = —c,
Bx = 0.

Dies ist ein lineares Gleichungssystem zur Berechnung eines KKT-Punktes
von (8.1). Damit ist das folgende Resultat bewiesen:

Satz 8.1 Ein Paar (z,v) € R" x R? ist genau dann ein KKT-Punkt des Op-
timierungsproblems (8.1), wenn (Z,v) Lésung des linearen Gleichungssystems

(579)(C)=(5) 52

15t.

Im Fall einer positiv semi-definiten Matrix @ (so dass die Zielfunktion kon-
vex ist, siehe Satz [2.33) sind die KKT-Bedingungen von (8.1) vollsténdig
dquivalent zum eigentlichen Optimierungsproblem (8.1), vgl. die Sétze [7.12
und 7.10. In diesem Fall ldsst sich die Losung eines gleichheitsrestringierten
quadratischen Optimierungsproblems also auf die Losung des zugehdrigen
linearen Gleichungssystems reduzieren.

Fiir den néchsten Abschnitt ist es praktisch, den Inhalt des Satzes 8.1 noch
etwas umzuformulieren: Schreiben wir z = 2¥ + Az im Gleichungssystem
(8.2) mit einem fiir das quadratische Problem (8.1) zuldssigen Vektor x*
sowie einem Korrekturterm Az € R™, so ergeben sich aus (8.2) die folgenden
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Aquivalenzen:

(5%)(0)=(5)

[

!

|

~ N -~ N -/ N

O WO WO WO
=3
SN— N—— N——

denn x* ist zulissig fiir (8.1), d.h. Ba* = 3, und es ist Vf(z) = Qz+c. Somit
haben wir die nachstehende Formulierung des Satzes|8.1, die bei der Behand-
lung quadratischer Probleme mit Gleichheits- und Ungleichheitsrestriktionen
im folgenden Abschnitt hilfreich sein wird.

Satz 8.2 Sei ¥ € R" ein zuldssiger Punkt fiir das quadratische Optimie-
rungsproblem (8.1). Dann ist (z,v) € R™ x R? genau dann ein KKT-Punkt
von (8.1), wenn T = x* + Az* gilt und (Ax*,v) eine Lisung des linearen
Gleichungssystems

1st.
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8.2 Strategie der aktiven Menge fiir Unglei-
chungen

Im Folgenden untersuchen wir das quadratische Problem mit Gleichungs-
und Ungleichungsrestriktionen

min  f(z) = 127Qz + Tz
st. blz=0; (j=1,...,p), (8.3)

alz<a; (i=1,...,m)

mit @ € R™" symmetrisch, ¢ € R", a;, b; € R" und o, B; € R V1, 5.

Die wesentliche Idee zur Losung von (8.3) besteht darin, dass man (unter
Benutzung von Satz[8.2) eine Folge von gleichheitsrestringierten Problemen
16st, welche sich dadurch ergeben, dass man in nur die im aktuellen
[terationspunkt aktiven Restriktionen beriicksichtigt.

Dazu definiert man in Iteration k eine geeignete Approximation A; an die
Indexmenge
eq(x®) :={i e {1,...,m}:al 2" = oy}

der in 2* aktiven Ungleichungsnebenbedingungen von (8.3) und berechnet
mit Satz 8.2 einen KKT-Punkt des Hilfsproblems

min %xTQx +clx
st. ble=0; (j=1,...,p),
alr =a; (i€ Ay)

Ist dieser Punkt auch ein KKT-Punkt von (8.3), dann sind wir fertig, ande-
renfalls muss z* bzw. A;, geeignet modifiziert werden.

Im folgenden sei wie vorher B € RP*" die Matrix mit den Zeilen bf (j =
1,...,p), und A, € RMs>" gei die Matrix mit den Zeilen a! (i € Ay).
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Algorithmus 8.3 (Strategie der aktiven Menge fiir quadratische Probleme)
Input: ein quadratisches Problem der Form (8.3)
Output: ein KKT-Punkt fir (8.5)

Schritt 0: Bestimme ein fiir (8.3) zulissiges 2° € R"™ sowie zugehirige Lagrange-
Multiplikatoren u® € R™ und v° € RP, setze Ay := {i : a] 2° = a;} und k := 0.

Schritt 1: Ist (x* uF, v*) ein KKT-Punkt von (8.3): STOP.

Schritt 2: Setze uf™ := 0 fiir i € A;, und bestimme (Ax*, uxl, V") als Losung des
linearen Gleichungssystems

Q Al BT Az —V f(z*)
A 00 wy | = 0 (8.4)
B 0 0 v 0

Schritt 3: Unterscheide folgende Fdlle:

(a) Ist Az =0 und u¥*' >0 fir alle i € Ay,: STOP.

(b) Ist Az* =0 und min{uf*' : i € A} <0, so bestimme einen Index q mit
ubt = min{uf ™" i € Ay}, setze

xkz—i—l = $k’ Akz-i—l = Ak \ {Q}a

und gehe zu Schritt 4.
(c) Ist Axk #£ 0 und 2% + Az® zulissig fiir (8.3), so setze

ket 2 k
o=t Aa® A = Ay,

und gehe zu Schritt 4.

(d) Ist Axk # 0 und z* + AxF nicht zulissig fir (8.3), so bestimme einen
Index r ¢ Ay, mit al Az* > 0 und

T,k T .k

a,—a, T . [a;—a; 2 :

by = — = ming —5—— 11 & Ay mit a] Az® >0,
al Az a; Az

setze
k1l . ok k ._
"=t 4 e Ax A = Ay U {r},
und gehe zu Schritt 4.

Schritt 4. Setze k «— k 4+ 1, und gehe zu Schritt 1.
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Einige Erklirungen zum Algorithmus [8.3:

Zu Schritt 0: Ein zulissiger Punkt 20 fiir das Problem (8.3) kann mittels
Phase I des Simplex-Algorithmus gefunden werden, vgl. Abschnitt 5.3.

Zu Schritt 2: Da die aktuelle Iterierte z* fiir das quadratische Problem (8.3)
zuliissig ist (der Startvektor z¥ ist zulissig wegen Schritt 0, und die Zulés-
sigkeit von ¥ ergibt sich induktiv in Schritt 3), folgt aus dem Satz 8.2, dass
der Punkt (2% + Azk /™, v*™) aus Schritt 2 ein KKT-Punkt des gleich-
heitsrestringierten Problems

min 327 Qu + ’'x
s.t. b?a::ﬁj (j=1,...,p) (QPy)
alr=a; (i€ Ay)
ist.
Zu Schritt 3:

Fall (a): Im Fall Az* = 0 und u}™ > 0 fiir alle i € A, erkennt man sofort,
dass das Tripel

(2%, P P mit ufT =0 fiir i ¢ Ay

auch ein KKT-Punkt des eigentlichen Problems (8.3) ist. Dies erklért insbe-
sondere das Abbruchkriterium im Schritt 3(a).

Fall (b): Ist dagegen Az* = 0 und u}™ < 0 fiir ein i € A, (dies bedeutet,
dass wir einerseits noch nicht in einem KKT-Punkt von (8.3) sein kénnen,
dass andererseits auf der aktuellen Restriktionsmenge die Zielfunktion aber
nicht weiter verringert werden kann), so lockern wir die Restriktionen und
entfernen einen Index aus der Menge Ay.

Dieser Schritt heifst Inaktivierungsschritt. Dabei entnehmen wir einen solchen
Index ¢ € Ay, fiir den der zugehorige Lagrange-Multiplikator am stérksten
negativ ist.

Fall (c): Ist Az* # 0 und 2% + Az* zulissig fiir (8.3), so akzeptieren wir
natiirlich den Punkt (z* + Ax*, w1 v¥+1) als neue Iterierte, ohne dabei die
Indexmenge Ay zu verédndern.

Fall (d): Ist 2* + Az* hingegen nicht zuliissig fiir , 80 ist eine der bislang
strikt erfiillten Ungleichungen verletzt. Statt eines vollen Schrittes 2% + Az*
setzen wir daher

oF = ok 4t AR
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mit einer Schrittweite ¢ > 0, welche gerade garantiert, dass auch die Unglei-
chungen i ¢ A, im neuen Punkt z5*! erfiillt sind. Dies liefert die Forderung

T k+l _ T, k T A K :
a; 2" =a; 2" +tpa; Ax® < o Vi g Ay

Da afz* < a; gilt, ist diese Forderung fiir Indizes i ¢ Ay mit al Ax* < 0 mit
jedem t; > 0 automatisch erfiillt.
Fiir Indizes i € Ay, mit al Az*® > 0 liefert die obige Forderung gerade

p oo G al zk
P < T
al Axbk
also .
. Q; —a; T . .
t, = min ZT—Z:Z€Akm1taiTA:vk>0 )
al Azk
7

Wir nehmen dadurch eine neue aktive Nebenbedingung zur Indexmenge Aj,
hinzu. Dieser Schritt wird auch Aktivierungsschritt genannt.
Bleibt noch die Frage, ob es im Schritt 3(d) immer einen Index i ¢ A
mit al Az¥ > 0 gibt. Dies muss aber so sein, denn andernfalls wiire (wegen
al' zf < a; Vi)

al (o + Az®) < oy Vi g A

Da {iberdies wegen (8.4) auch a’ Az* = 0 und somit
al (o + Az®) < a; Vi€ A,

gilt, wire ¥ + Az* zulissig fiir Problem (8.3), ein Widerspruch zur Annahme
in Schritt 3(d).

Zur Hlustration des Algorithmus (8.3 betrachten wir ein Beispiel:

Beispiel 8.4 Betrachten wir das Problem

(1.2 1.2
min ;a7 + 525 + 221 + 22

s.t. -1 — xy < 0,
T9 <2,

1 + x9 <9,

—r1 + x2 <2

T < 5

— x5 < 1.
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. 10
Wir haben: QQ = ( 01 )
Als zulissiger Startpunkt sei x° = (5,0)7 gewdhlt. Als anfinglichen
Lagrange-Multiplikator setzen wir u® := (0,0,0,0,0,0) (dies hat auf den
weiteren Verlauf der Iteration aber keinen Finfluss). Somit ist Ay = {3,5}.

Iteration 1: Schritt 1: (2°, u®) ist kein KKT-Punkt, da

Vi) + Z 0-9ae) = (1) # (7))

Schritt 2: Lose das Gleichungssystem

1011 Ay —7
0110 Az, | | =1
1100 ug || 0
1000 us 0

Lisung ist Az® = (0,0), uz3 = —1 und us = —6.
Schritt 3: Fall (b), mit ¢ = 5. Daher:

ot = (5,0), Ay = {3}

Iteration 2: Schritt 1: (x',u') ist kein KKT-Punkt, da u % 0.
Schritt 2: Lose das Gleichungssystem

101 Az, -7
01 1 Azy | = =1
110 us 0

Lisung ist Azt = (=3, 3) und uz = —4.
Schritt 8: Fall (d), weil (5,0) + (=3,3) = (2,3) nicht zuldssig (2. Nebenbe-
dingung ist verletzt). Betrachte die Indizes {i ¢ Ay : al Az' > 0} = {2,4}.

Daher
— min 2- (071)(8) 2— (—1,1)(8)} — minf{2 71— 2
. { 00 L) i)
angenommen bei r = 2. Somit:

? ="+ 2Az! = (3,2), Ay = A U{2} = {2,3}.

Die Ergebnisse der Iterationen 3 bis 8 sind in der folgenden Tabelle darge-
stellt:
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| A [fGY) ] ut |
(5,0] | {3.5}] 2250 (0,0,0,0,0,0)
(5,0] | {3} | 2250 (0,0,-1,0,-6,0)
(3.2] | {23} | 14.50| (0,0,-4,0,0,0)
(3.2] | {2} | 14.50| (0,2,-5,0,0,0)
(0.2] | {24} | 4.00 | (0,-3,0,0,0,0)
(0.2] | {4} | 4.00 | (0,-5,0,2,0,0)
(-1,1] | {14} ] 0.00 | (0,0,0,-0.5,0,0)
(-1,1] | {1} | 0.00 | (1.5,0,0,-0.5,0,0)
(-0.5,0.5) | {1} | -0.25 | (1.5,0,0,0,0,0)

| 2 D G v| W o ~| | =

Wir zeigen nun, dass der Algorithmus 8.3 im Falle eines quadratischen Pro-
blemes mit positiv definiter Matrix () sowie linear unabhéngigen Vek-
toren a; (i € Ag) und b; (j = 1,...,p) wohldefiniert ist (d.h., die linearen
Gleichungssysteme im Schritt 2 sind stets eindeutig lésbar). Dies folgt aus
den Aussagen (a) und (b) des folgenden Satzes.

Satz 8.5 Gegeben sei das quadratische Optimierungproblem (8.3) mit einer
symmetrischen Matriz @Q € R™"™ und ¢ € R", a;, b; € R" (i = 1,...,m,
j=1...,p).

(a) Ist die Matriz Q) positiv definit und sind die Vektoren a; (i € Ag), b;
(j = 1,...,p) linear unabhingig, so ist das lineare Gleichungssystem

(8.4) in Schritt 2 von Algorithmus 8.3 eindeutig losbar.

(b) Sind im k-ten Schritt von Algorithmus 8.3 die Vektoren a; (i € Ay),
b; ( =1,...,p) linear unabhdngig und tritt in Schritt 3 kein Abbruch
ein, so sind auch die Vektoren a; (i € Ays1), bj (j = 1,...,p) linear
unabhdngig.

(c) Ist die Matriz Q) positiv definit, so gilt fir den in Schritt 3 berechneten
Vektor Az* im Fall Ax* # 0

V(M)A <0,

d.h. Ax* ist dann eine Abstiegsrichtung.
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Beweis. Wir zeigen, dass das homogene Gleichungssystem

Q Al BT Az 0
A, 0 0 u =0
B 0 0 v 0

nur die triviale Losung (Ax,u,v) = 0 besitzt. Der zweite und dritte Zeilen-
block dieses Gleichungssystems liefert

ApAz =0, BAxz = 0. (8.5)
Der erste Zeilenblock lautet
QAz + Afu+ BTv =0. (8.6)
Multiplikation von links mit Az” ergibt unter Verwendung von
0 = ArTQAz + (ApyAx) u + (BAx) v = AzTQAx.
Wegen der positiven Definitheit von @) folgt
Az =0, (8.7)

womit sich (8.6]) reduziert auf
(ATBT) ( :j ) = 0.

Wegen der vorausgesetzten linearen Unabhéngigkeit der Vektoren a; (i € Ay)
und b; (j =1,...,p) sind die Spalten der Matrix (A} BT) linear unabhéngig,
und es folgt

u =0, v=0.

Zusammen mit (8.7)) ist somit (Az,u,v) = 0.

Die Vektoren a; (i € Ay), b; (j = 1,...,p) selen linear unabhéngig.
Wir zeigen: Die Vektoren a; (i € Ag11), b; (j =1,...,p) sind dann ebenfalls
linear unabhéngig.
Tritt in Schritt 3 der Fall (b) oder (c) ein, so ist A1 C Ay, und die Be-
hauptung ist klar.
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Tritt dagegen (d) ein, so existiert r ¢ Ay mit al Az* > 0 und

o= alzk
i
al Azk

und es ist
A\ A = {r}.

Angenommen a, ist linear abhéngig von a;(i € Ag), b; (j =1,...,p):

p
ar = Z Vi + Z 0;bj
1

1€AL Jj=

fiir gewisse Koeffizienten v;(i € Ay) und 9,(j = 1,...,p). Multiplikation mit

Az* liefert )

al Ax* = Z vial Ax* + Z (%bfok,
i€ Ak j=1
woraus man wegen (8.4), zweiter und dritter Zeilenblock,
al Ar* =0
und damit einen Widerspruch zu aX’ Az* > 0 erhilt. Die Vektoren a; (i €
Aj+1), bj (7 =1,...,p) sind also linear unabhéngig.

(c) | Fiir Az* gilt wegen (8.4), erster Zeilenblock:

QAz" + Afuﬁl:l + BTM = —V ().
Multiplikation von links mit (Az*)T ergibt
(AzM)TQALF + (AkAxk)Tuxl + (BAZF) TR = —v f(2%)T Ax”,
woraus mit (8.4), zweiter und dritter Zeilenblock, folgt
(A" QA" = —V f(2") T Az”.
Da @) positiv definit und Axz* # 0 ist, erhilt man
V()T Azk < 0.

Dies war zu zeigen. O

Sei nun @) positiv definit. Wir wollen begriinden, dass dann Algorithmus 8.3
in endlich vielen Iterationen eine Losung von (8.3) findet, falls er nicht ins
Kreiseln gerét. Dies ergibt sich aus folgenden Uberlegungen:
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Jedenfalls hat (8.3) eine optimale Losung, falls es einen zuldssigen
Punkt 2 gibt, da fiir Q positiv definit gilt f(z) — oo fiir ||z| — oo.

Wegen Satz 8.5 (c) gilt bei positiv definiter Matrix @
f(@) < f(2*), falls Ax® # 0 und ¢, # 0, (8.8)

da 2% wegen Vf(x*)T Az* < 0 dann nicht optimal fiir (QPy) ist, also
im eindeutigen Minimum z* + Az* gilt f(2*+ Az*) < f(2*) und wegen
der Konvexitit von f folglich f(z*™) = f(zF + t,Az®) < f(2).

Ausgehend von z* findet Algorithmus/8.3 nach endlich vielen Schritten
27, Aj, so dass 27 optimale Losung von (QP;) ist:

Denn solange 2% + Ax**¢ nicht zuliissig ist, werden in Schritt 3, c)

weitere linear unabhéngige aktive Nebenbedingungen aufgenommen,
bis (nach spitestens n Schritten) gilt Az*** = 0, also 2**¢ optimal fiir
(QPy4), oder x¥ 4+ Azk+ zulissig, also 28! optimal fiir (QPpyiy1).

Kreiselt der Algortihmus nicht zwischen Schritt 3, b) und d) (Krei-
seln tritt in der Praxis sehr selten auf), gibt es also kein K > 0 mit
zF = 2% fiir alle k > K, dann existieren nach den bisherigen Uberle-
gungen Iterierte 2% mit k; 1y > k;, so das f(z%+1) < f(2%) und 2%
jeweils optimale Lésung von (QPy,) ist. Daher haben alle (QPy,) ver-
schiedene Optimalwerte, gehoren also zu verschiedenen Mengen Ay,
von denen es nur endlich viele gibt. Nach endlich vielen Iterationen
tritt also zwangslaufig die aktive Menge A, = A auf, die zur Optimal-

16sung von (8.3) gehort, und Algorithmus [8.3] terminiert in Schritt 3,

a).

Es sei noch erwéhnt, dass das Kreiseln dhnlich wie beim Simplex-Verfahren
durch geeignete Auswahlregeln verhindert werden kann.

Natiirlich l&sst sich die Struktur der linearen Gleichungssysteme ausnut-
zen, um ein geeignetes Losungsverfahren fiir zu konstruieren, etwa un-
ter Verwendung einer QR-Zerlegung der Matrix (A B). Diese QR-Zerlegung
kann in jeder Iteration sogar sehr giinstig aufdatiert werden, da sich die bei-
den aufeinanderfolgenden Matrizen (A, B) und (A1 B) im Allgemeinen nur
in einer Spalte voneinander unterscheiden.
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Abschliefsend sei erwahnt, dass sich die hier beschriebene Idee der aktiven
Menge natiirlich sofort iibertragt auf Probleme der Gestalt

min  f(z)

st. ble=0; (j=1,...,p)
alr<a; (i=1,...,m)

mit einer nichtlinearen und im Allgemeinen nichtquadratischen Zielfunktion
f. Als Teilprobleme erhélt man dann Optimierungsaufgaben der Gestalt

min f(x)
st ble=0 (j=1,...,p)
a?x:ai (i € A),

wobei A wiederum eine Schiitzung fiir I(z*) := {i : al'2* = o;} darstellt.
Man hat also in jeder Iteration ein gleichheitsrestringiertes Optimierungspro-
blem mit nichtlinearer Zielfunktion zu losen.

Solche Problemstellungen werden in der Vorlesung Nichtlineare Optimierung
behandelt.
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