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Ein erster Blick auf das
Simplexverfahren

1.1 Neulich auf der Studentenparty

Auf einer Studentparty werden drei alkoholische Getranke
zum Mixen mit verschiedene Preisen und mit unterschied-
lichem Zuckergehalt angeboten (siehe Tabelle 1.1). Der
Austauschstudent Simple Ex! hat noch 3 € iibrig, die er
fiir ein Mischgetréank aus den drei Angeboten vollstédndig
ausgeben mochte. Da Simple Ex Diabetiker ist, muss er
auf seinen Zuckerspiegel achten und dafiir sorgen, dass er
noch genau 2 Broteinheiten? (BE) zu sich nimmt.

Sugarfree Bubblegum Maschfasch
Obstler Sprit Flash
Kosten/10ml  2€ 1€ 2€
Zuckergehalt 0 BE 2 BE 1 BE

Tabelle 1.1. Getrénke auf der Studentenparty

Wir bezeichnen mit x1, o und x3 die Menge (in 10ml)
der drei jeweiligen Getrianke. Simple Ex erhilt damit fiir
diese Mengen das folgende lineare Gleichungssystem:

2I1+ I2+2I3 :3 (11&)

Wir bringen das Gleichungssystem Az = b aus (1.1) (mit
Hilfe des GauB-Algorithmus) in eine fiir unsere Zwecke

b aus Leppland, kurz LP
2 1 Broteinheit (BE) entspricht 12 gr. an Kohlenhydraten
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geeignete Form. Dazu subtrahieren wir das 1/2-fache der
Gleichung (1.1b) von von (1.1a):

2z1  +3my =2 (1.2a)

AnschlieBend multiplizieren wir beide Zeilen noch mit 1/2.
Dies liefert:

1 +3z5=1 (1.3a)

Die Losungsmenge des urspriinglichen Systems (1.1) wird
damit durch

r1=1-3u3 (1.4a)

beschrieben. Wir sehen, dass es beliebig viele Losungen
dieses Systems gibt, die sich mit Hilfe von x3 parametrisie-
ren lassen. Eine spezielle Losung erhalten wir fiir 3 := 0
als = (%1,%2,73) = (1,1,0)T. Nachdem wir mehr als
eine zuléssige Losung zur Verfiigung haben, stellt sich die
Frage, welche dieser Losungen eine gegebene (lineare) Ziel-
funktion ¢’z = Z?:l c;x; optimiert.

Der Beste Cocktail (Teil 1)

In unserem speziellen Fall nehmen wir an, dass Simple Fx
gerne moglichst niichtern bleiben und daher den Akoholge-
halt seines Mischgetriinks minimieren méchte.® Sei dazu x
eine beliebige zuliissig Losung fiir (1.1). Dann kénnen wir
unter Zuhilfenahme von (1.4) die Zielfunktion wie folgt
umschreiben:

Tz =c1(1—323) +co(1 — Sa3) + ca23
=ci+eat(—3¢c) — eatez)x
1 2 ( 1¢1 5C2 3) 3
=« =8
= «a+ frs (1.5)

3 Moglicherweise ist bei einer grofieren Anzahl von Studen-
ten/Studentinnen die Zielfunktion zwar die die selbe wie
hier, das Ziel ist aber die Maximierung und nicht die Mini-
mierung des Alkoholgehalts.
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Mit Hilfe von (1.4) erhalten wir also die folgende #quiva-
lente Formulierung des Problems von Simple Fx:

min a + fBxs (1.6a)
1 =1- 3z (1.6b)
To = 1- %Ig (16(3)

Ist 8 = 0, so ist die Zielfunktion auf der Menge der zuléssi-
gen Losungen konstant gleich « (insbesondere ist dann die
spezielle Losung 7 = (1,1,0)7 optimal). Ist 3 > 0, so ist
die Zielfunktion auf der Menge der zuldssigen Losungen
nach unten unbeschrinkt, da wir x3 < 0 beliebig klein
wéhlen konnen. Auch fiir § < 0 ist die Zielfunktion nach
unten unbeschrankt, da hier zz > 0 beliebig grofl gewahlt
werden kann. Unser Alkohol-Minimierungsproblem

min{ ¢’z :  erfiillt (1.1)}

ist damit gelost. Lineare Optimierung iiber linearen Glei-
chungssystemen ist nicht besonders spannend: entweder
sind alle zuldssigen Losungen optimal oder es gibt iiber-
haupt keine Optimallssung (wie wir spéter sehen werden,
gilt dies nicht nur fiir unser spezielles Beispiel, sondern
allgemein).

Der Beste Cocktail (Teil 2)

Wenn wir unsere Modellierung der Optimierungsaufgabe
von Simple Ex nochmal etwas genauer betrachten, stellen
wir fest, dass wir wichtige Nebenbedingungen iibersehen
haben: die Mengen x1, x3, 3 der Getrénke sollten nichtne-
gativ sein!* Damit sieht das Alkohol-Minimierungsproblem
wie folgt aus:

min{ ¢’z : 2 erfiillt (1.1) und 2 >0}
S min cri+ cexo+ c3T3
21+ To+ 2x3 =
2xo+ T3 =
2120 2220 23>0

(1.7)

Abbildung ?? zeigt die Menge der zuldssigen Losungen des
Optimierungsproblems (1.7).

1 Es gibt mogliche Interpretation negativer Getrinkemengen,
diese mogen sich die Leser selbst vorstellen.
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Unsere Uberlegungen von oben, die zu (1.5) bleiben
nach wie vor giiltig: Wir kénnen wieder nach z; und zo
auflésen und in die Zielfunktion einsetzen, womit wir wie-
der eine dquivalente Formulierung des Alkohol-Minimierungsproblems (1.7)
erhalten:

min o + B3 (1.8a)
z1=1- 33 (1.8b)
z2=1- S (1.8¢)
x1 > 0,29 > 0,23 >0 (1.8d)

Die spezielle Losung Z = (Z1, 72, %3) = (1,1,0)7, die wir
fiir wir fiir T3 := 0 aus (1.8) erhalten, ist wieder zuléssig
und hat den Zielfunktionswert « (in Abbildung ?7?(a) ist
diese Losung innerhalb der Menge der zuléssigen Losungen
hervorgehoben). Das Einzige, das sich gegeniiber der Va-
riante ohne die Vorzeichenrestriktionen &ndert, ist, dass
wir unsere Fallunterscheidung nach (6 neu durchfithren
miissen.

Falls 8 = 0, so ist fiir alle Losungen von (1.1), also ins-
besondere auch alle nichtnegativen Losungen x von (1.1)
weiterhin ¢’z = a. Die Losung 7 = (1,1,0)” mit ¢z = «
bleibt optimal. Fiir 8 > 0 konnten wir vorher z3 < 0 be-
liebig klein wéhlen. Dies ist nun nicht mehr der Fall. In
der Tat ist fiir jede zuldssige Losung x mit x3 > 0 we-
gen (1.5) jetzt ¢c’'x > a. Damit ist Z erneut als optimal
nachgewiesen.

Es verbleibt der Fall, dass f < 0. Wie anfangs fiithrt
eine Erhohung von x3 dann zu einer Verringerung der Ziel-
funktion. Allerdings wird diese Erhchung durch z; > 0,
22 > 0 und (1.4) (bzw. (1.8b) und (1.8¢c)) begrenzt. We-
gen (1.4a) muss

1—-3/425 >0,

also x3 < 4/3 gelten. Entsprechend erhalten wir aus (1.4b)
die Bedingung, dass

1—%{E3ZO,

also x3 < 2. Insgesamt ist die maximale Erhchung v ge-
geben durch:

vzmin{%ﬂ,%}zg. (1.9)

Wenn wir z3 auf v = 4/3 erhdhen und die Werte von
x1, T nach (1.4) anpassen, so ergibt sich fiir uns die neue
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spezielle Losung 27 := (0,1/3,4/3)T mit dem Zielfunkti-
onswert ¢!t = a+4/33. Da 8 < 0 war, gilt insbesondere
c'zt < ¢z und wir haben eine bessere Losung gefunden.

In unserem konkreten Beispiel nehmen wir an, dass
die Alkoholgehalte der drei Getrinke ¢; = 4, co = 2 und
c3 = 3 sind. Tabelle 1.2 fasst die Daten fiir die Getranke
noch einmal zusammen.

Sugarfree Bubblegum Maschfasch
Obstler Sprit Flash
Alkoholgehalt 4 2 3
Kosten,/10ml 2€ 1€ 2€
Zuckergehalt 0 BE 2 BE 1 BE

Tabelle 1.2. Getrénke auf der Studentenparty und ihr Alko-
holgehalt

Dann erhalten wir o und ( fiir die umgeschriebene
Zielfunktion nach (1.5) als:

a=c1+c=44+2=6
6:—%61—%624-03:—3—14—3:—1<0.

Hier lohnt es sich demnach, den Wert der Variablen x5 (al-
so die gekaufte Menge von Maschfasch Flash) zu erhdhen.
Wie wir bereits in (1.9) ausgerechnet hatten, kénnen wir
xs maximal auf den Wert 4/3 erhéhen und wir erhalten
die neue Losung zF := (0,1/3,4/3)T mit dem Zielfunkti-
onswert

'zt =a+4/36=6-4/3=17/3.

Abbildung ??(b) zeigt ZT innerhalb der Menge der zuléssi-
gen Losungen als dicken Punkt. Wie kénnen wir jetzt wei-
terarbeiten? Ist ZT bereits eine optimale Losung?

Was die Vorgehensweise bei Z so einfach machte, war,
dass wir die zwei Variablen z; und xs in Abhéngigkeit
der Variablen x3 ausgedriickt hatten, wobei z3 in & =
(1,1,0)” den Wert 0 besass. Im Prinzip vollzieht sich beim
Ubergang von Z zu T ein Rollentausch der Variablen z;
und x3: z7 erhélt den Wert 0 und x5 wird auf 4/3 erhoht.
Wir stellen daher das System der linearen Gleichungen so
um, dass z2 und x3 in Abhingigkeit von z; ausgedriickt
werden (der genaue Rechenweg ist hier momentan nicht
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ganz so interessant, wir werden im néchsten Abschnitt das
systematische Vorgehen genauer untersuchen):

x3 =3 — 311 (1.10a)

Fiir jede zuldssige Losung @ = (1, 22, 23)T gilt also:

e =ciz + 02(% + %:vl) + 03(§ — %:vl)

4z1 4+ 2(3 + 221) + 3(3 — 371)

=4+ (d+3-4)n

=T+ 30 (1.11)

AuBerdem erfiillt jede zulissige Losung = = (x1,z2, 23)T
auch die Vorzeichenbedingung x3 > 0. Daher gilt dann
wegen (1.11) auch ¢’z > 17/3 = Tz 7 fiir jede zuliissige
Losung x. Die spezielle Losung 2+ = (0,1/3,4/3)T ist da-
mit eine Optimallosung und unsere Vorgehensweise liefert
dafiir einen mathematischen Beweis!

1.2 Die Grundform des
Simplex-Verfahrens

Wir verallgemeinern unser Beispiel von oben nun auf be-
liebige lineare Gleichungsrestriktionen

Az = b, (1.12)

wobei A eine m x n-Matrix und b € R™ ist. Wir nehmen
zunéchst an, dass Rang A = m (und damit insbesondere
m < n) ist. Dadurch ist das System (1.12) iiberbestimmt
und es gibt Optimierungspotential. In unserem Beispiel
oben war n = 3 und m = 2 (siehe (1.1)):

e () aw

Wegen Rang A = m gibt es eine m x m-Teilmatrix A’
von A, die nichtsingulér ist. Die Indizes der Spalten dieser
Teilmatrix A’ und ihre Reihenfolge spielen eine besondere
Rolle. Wir fithren daher folgende Notation ein:

Notation 1.1. Fiir eine m x n-Matrix A mit Spalten
Aq,..., A, und ein Tupel J = (j1,...,Jk) von paar-
weise verschiedenen Spaltenindizes j; € {1,...,n} sei
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Ay=(A,,..., A, ) die Matrix, die aus den Spalten mit
Indizes in J (in dieser Reihenfolge) entsteht. Wir schrei-
ben dann auch |J| := k fiir die Anzahl der Indizes in J
und J C {1,...,n}.

Definition 1.2 (Basis, Basismatrix). Ist |B| = m und
A.p nichtsinguldr, so nennen wir nennen wir B eine Basis
von A und A.p Basismatrix.

Im Alkohol-Minimierungsproblem von Simple Ez ist
beispielsweise ist B = (1,2) eine Basis und A’ = A.p =
(31) cine Basismatrix.

Ist B eine Basis von A, so koénnen wir jeden Vek-
tor x € R" in die Basisvariablen g und die Nicht-
Basisvariablen xpn partitionieren: z = (;”f,) Es gilt dann:

Ar=bs Agzp+ Anzy = b
s Agrgp=b— A NzN

@IB:AE(b—A.NxN). (114)

Insbesondere ist & = (;ﬁ ) = (ABBIb) eine spezielle Losung

des Systems Az = b in (1.12).

Definition 1.3 (Basislosung). Ist B eine Basis von A,
so heisst der Vektor T = (;ﬁ) mit

B = A_Blb

Iy =0
die zur Basis B gehorende Basislosung.

Im Beispiel des Alkohol minimierenden Studenten Sim-
ple Ex ist B = (1,2) eine Basis mit zugehoriger Ba-
sislosung = = (Z1, T2, 73) = (1,1,0)T. Wie in (1.5) konnen
wir die Zielfunktion fiir eine Losung = = (;J‘i ) von (1.12)
umschreiben:

Ty = chB + c]TVxN

(29 (T A-1(b— Ayan) + Ky

= CEA,_Blb + (CJTV — CEA,_BlA.N):rN
N —_—  —

—.5T
=:zZy

T -1
CB A b _
= (o) (7)o

=z +zhay, (1.15)

Basis

Basismatrix

Basisvariablen

Nicht-Basisvariablen

Basislosung
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wobei z die zu B gehtrende Basislosung ist. Der Vektor
ZN = CN — A?;VA%TCB

heifit Vektor der reduzierten Kosten (oder einfach nur re-
duzierte Kosten).

Wie in unserem Alkohol-Minimierungsproblem erge-
ben sich unterschiedliche Félle in Abhéngigkeit von Zy.
Ist Zy = 0 der Nullvektor, so ist die Zielfunktion auf der
Menge der Losungen von (1.12) konstant gleich ¢”'z. Ins-
besondere ist dann die Basislosung  optimal.

Sei daher nun Zy # 0, also z; # 0 fiir ein j € N. Wir
betrachten fiir ein Skalar ¢ den Vektor z(t), definiert durch

zj(t) =t
z;(t) =0 fir allei € N\ {j}
rp(t) == Ap(b— Anan(t)).
Offenbar gilt Axz(t) = b und nach unserer Rechnung
in (1.15) gilt daher:
o) =c'z+ zhan(t) = 'z + zt. (1.16)

Gilt z; > 0, so ist die Zielfunktion auf der Menge der
zuldssigen Losungen nach unten unbeschrinkt, da wir
x;(t) =t < 0 beliebig klein wihlen kénnen. Analog ist die
Zielfunktion auch nach unten unbeschrankt, falls z; < 0
fiir ein j € N, da hier z;(t) =t > 0 beliebig grofl gew&hlt
werden kann. Damit ergibt sich im allgemeinen Fall die
gleiche Situation wie im Alkohol-Minimierungsproblem.
Das Optimierungsproblem

min{ch:A:v:b}

ist entweder unbeschréinkt oder die Zielfunktion ist auf der
Menge {x: Az =b} der zuldssigen Losungen konstant.
Beide Fiélle sind nicht sonderlich spannend.

1.2.1 Lineare Programme

Im Alkohol-Minimierungsproblem hatten wir als néchstes

die (fiir die konkrete Anwendung iiberaus sinnvollen) Vor-

zeichenrestriktionen x > 0 eingefiihrt. Im allgemeinen Fall
fiihrt dies nun auf das Optimierungsproblem

min ¢’z (1.17a)

Arx =b (1.17b)

x>0 (1.17¢)
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Definition 1.4 (Lineares Programm in Standard-
form). Ein lineares Programm der Form (1.17) nennen
wir auch lineares Programm in Standardform.

Fiir die Basislosungen ergibt sich eine neue Situation,
da nun nicht mehr jede solche Losung automatisch zuléssig
ist. Beispielsweise liefert die Basis B = (1,3) im Alkohol-
Minimierungsproblem aus

= () =a-(22) ()= ()

die Basislosung (—1/2,0,2)T, die negative Eintrige be-
sitzt.

Definition 1.5 ((Primal) zulissige Basis). Fine Ba-
sis B heisst (primal) zuléssige Basis und die zugehiri-
ge Basislosung (;f}) heisst zulédssige Basislosung, falls
xp > 0 gilt.

Wie wir bereits im Beispiel weiter vorne gesehen ha-
ben, ist die Basis B = (1,2) zulissig, da die zugehorige
Basislosung Z = (1,1,0)” nichtnegativ ist.

Wir gehen zunéchst davon aus, dass wir eine (primal)
zuldssige Basis B bereits gegeben haben. Wie wir eine sol-
che erhalten, ist Thema eines spéteren Abschnitts. Sei
die zugehorige zuldssige Basislosung. Wie im Beispiel blei-
ben unsere Uberlegungen, die zu (1.15) fithrten nach wie
vor giiltig, nur die Fallunterscheidung beziiglich zxy muss
neu iiberdacht werden.

Falls zy = 0, so ist die Zielfunktion wieder kon-
stant auf der Menge aller zuldssigen Losungen und die
Basislosung & ist insbesondere optimal. Ist allgemeiner
zZy > 0, so gilt wegen xy > 0 fiir jede zuléssige Losung
x = (ii) von (1.17):

115
Tz 29 (Tg zZan xn > I (1.18)
~—
>0 >0

Daher folgt aus Zy > 0 wieder die Optimalitéit der Ba-
sislosung z. Ist andererseits z; < O fiir ein j € N, so
bringt nach (1.16) jede Erhohung des Wertes von z; eine
Verbesserung der Zielfunktion.

Wir wollen x; nun soweit wie moglich erhohen, so dass
der resultierende Vektor noch zulédssig ist. Dabei lassen

11

lineares Programm in Standardform

(primal) zuléssige Basis

zuldssige Basislosung
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wir die anderen Nichtbasiseintrige in N \ {j} auf 0 fixiert.
Wegen (1.14) gilt:

rp = A;b — A§A~NIN

= Agb —AEA.jIj — A_iBlA.N\{j} TN\{j} (1.19)
~— —_——

=IB =0

=ip—AZA, ;. (1.20)

Der Einfluss von z; auf die Basisvariablen zp wird daher
durch den Vektor
w=AZA; (1.21)

gesteuert. Gilt w < 0, so kénnen wir x; beliebig erhthen
ohne die Zulassigkeit zu verlieren, da invariant z > 0 gilt.
Da zusétzlich z; < 0 gilt, wird dadurch auch die Ziel-
funktion beliebig verringert (vgl. (1.15)), d.h. das Opti-
mierungsproblem (1.17) ist nach unten unbeschrénkt.

Nehmen wir deshalb w £ 0 an und betrachten dieje-
nigen Indizes ¢ € B mit w; > 0. Damit x zuldssig bleibt,
muss g > 0 bleiben, d.h. wir kénnen z; maximal soweit
erhohen, bis eine der Variablen aus xp die Null erreicht.
Damit x zuléssig bleibt, muss xp > 0 bleiben:

LL‘B:,fB—,TijO.

Fiir alle Indizes ¢ € B mit w; > 0 muss also gelten:
_ Zi
TjW; <z & T < —.
w;
Die maximale Erhohung ~ lédsst sich in folgender Form
schreiben:

”y—min{ﬂzwi>0undi€B} (1.22a)
w;

—17.
—min{M:wi>0undieB}. (1.22b)

wj

Wir betrachten nun den entsprechenden Vektor z' mit

z; =7 und iJBC = ¥ — yw, den wir erhalten haben. Es
gilt nach Konstruktion:

B

t=b (1.23a)
>0 (1.23b)
Jr

Tt =4z <, (1.23¢)
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wobei in (1.23c) sogar strikte Ungleichung gilt, falls v > 0
gewéhlt werden konnte, da Z; < 0 ist (wir werden spéter
noch sehen, dass dem Fall v = 0 eine besondere Bedeutung
innerhalb des Simplex-Verfahrens zukommt).

Ist nun z+ eine optimale Losung unseres Optimie-
rungsproblems (1.17)7 Um dies zu festzustellen bzw. um
eine bessere Losung zu finden wiirden wir gerne mit ™+ ge-

nauso verfahren, wie wir dies bei Z getan haben (vgl (1.18)).

Allerdings ist nicht klar, wie dies geschehen soll. Was die
Vorgehensweise bei T so einfach machte, war, dass Z eine
Basislosung (zur Basis B) ist und wir dadurch die Ba-
sisvariablen in Abhéngigkeit von den Nichtbasisvariablen
ausdriicken konnten (1.14). Dies erméglichte und dann das
Umschreiben der Zielfunktion in (1.15) und das Finden
von .

Im Alkohol-Minimierungsproblem von Simple Fzx hat-
ten wir einfach die Rollen der beiden Variablen z1 und z3
beim Ubergang von z = (1,1,0) zu z+ = (0,1/3,4/3)T
vertauscht, da x; in der neuen Losung T den Wert 0
erhielt. Das folgende Lemma zeigt, dass diese Vorgehens-
weise auch im allgemeinen Fall gilt: Wenn wir die neue
Variable z; in die Basis aufnehmen und eine beliebige Va-
riable z; aus der Basis entfernen, die in Z+ den Wert 0 hat,
so haben wir wieder eine Basis und Z T ist die zugehorige
Basislosung.

Lemma 1.6. Sei i € B beliebig mit w; > 0 sowie ;7 = 0.
Sei BT definiert als BT := B\ {i}U{j} (d.h. BT entsteht
aus B, indem wir den Index i € B durch den Index j € N
ersetzen). Dann ist Bt eine zulidssige Basis von A und
der Vektor 4 die zugehérige Basislosung.

Beweis. Sei Nt := N\ {j} U {i}. Wir miissen folgende
Eigenschaften zeigen:

(i) A.p+ ist nichtsingulér.
(i) £}, >0 und zf, =0.
(i) 75, = A5,

Wir zeigen zunéchst, dass mit (i) die beiden Eigen-
schaften (ii) und (iii) folgen.

Die Aussage a‘:JJ\rH = 0 ist offensichtlich nach Konstruk-
tion, da nach Voraussetzung Z; = 0 und alle Nichtba-
sisvariablen in N \ {j} den Wert Null behalten. Wegen
a‘:j = v und v > 0, folgt f;r > 0. Wir miissen also nur
noch zeigen, dass 7 > 0 fiir alle k € B\ {j} = B\ {i}.
Fiir diese k gilt nach (1.20) und (1.21):

13
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f: =Tk — YWk.
Ist wi < 0, dann gilt iﬂz >0, da 7 > 0. Falls wg, > 0 so
haben wir nach der Wahl von ~ in (1.22) die Ungleichung
v < T /wy, und damit
1.22 7
fZ:fk—’ywk(Z)fk—ﬂwkZO. (124)
Wi
Dies zeigt (ii).

Die Eigenschaft (iii) ergibt sich wie folgt. Nach Kon-
struktion von zt in (1.20) gilt Az* = b. Da nach (i)
T34 = 0 und nach (i) A.p+ regulér ist, folgt a‘:;+ = Af31+b
aus b = A,B+:f§+ + A_N+:fj\_[+ = A_B+:f;+.

Es verbleibt, die Nichtsingularitit von A g+ zu zeigen.
Angenommen, A g+ wire singuldr. Da A.p regular war
und Bt \ {j} = B\ {i}, sind die Spalten aus A.g+\(;}
linear unabhéngig. Daher folgt, dass A.; eine Linearkombi-
nation der Spalten aus A.p+\(;} sein muss und es (wegen
der linearen Unabhingigkeit der Spalten aus A.g+\y;y)
einen eindeutigen Vektor A gibt, so dass A.p+\(;}A = 4.;.
Setzen wir A; := 0 und Ag := A\ sonst, so haben wir dann
Apl=A; also A= A A, = w, wobei w wie in (1.21)
definiert ist. Dann ist aber w; = A\; = 0 im Widerspruch
zur Voraussetzung w; # 0 (wegen w; > 0). Dies zeigt (i).
O

Aus dem Beweis des obigen Lemmas ergibt sich ei-
ne wichtige Konsequenz, die wir spéiter in Abschnitt 77
verwenden werden. Die einzige Stelle, an der wir w; > 0
benutzt haben, ist um in (1.24) die Eigenschaft z;7 > 0 zu
zeigen. Gilt w; < 0 und gilt fiir

v = min{x—i_:wi;ﬁOundiEB} (1.25)
die Bedingung 7' = 0, so bleiben alle Aussagen von Lem-
ma 1.6 auch fiir v := +' = 0 und jedes i € B mit w; <0
richtig, da sich der Wert keiner Variablen beim Ubergang
von B zu BT #ndert.

Beobachtung 1.7. Falls wir v gemdf (1.25) definieren,
so gilt Lemma 1.6 fiir alle i € B mit w; # 0.

Lemma 1.6 ermé6glicht nun eine Fortsetzung des Ver-
fahrens mit BT und ' anstelle von B und Z. Das re-
sultierende Verfahren ist in Algorithmus 1.1 noch einmal
zusammengefasst:
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Algorithmus 1.1 : Grundform des Simplex-
Verfahrens
Input : Eine primal zuldssige Basis B = (B1,. .., Bm)
Output : Eine Optimallésung Z von (1.17) oder die
Information, dass (1.17) unbeschrinkt ist.
1 BTRAN: /* Backward TRANsformation */
Lose §T A.p = c5;
2 Pricing: /* Auspreisen */

Berechne zZy = cny — A_TNgj;
if Zy > 0 then
stop, B ist optimale Basis und = = (;5) ist eine
Optimallésung;
end
Wihle ein j € N mit zZ; < 0; /* x; heiBt eintretende
Variable (engl. entering variable) */
3 FTRAN: /*x Forward TRANsformation */
Lose A.pw = Aj;
4 Ratio-Test: /* Quotiententest */
if w <0 then
stop, das Problem (1.17) ist unbeschréinkt;

end
Berechne
Y= ZB, :min{xﬂ:wk>0undk€{17...,m}}
w; Wi
wobei ¢ € {1,2, ..., m} und w; > 0 ist ; /* T; heifit

die die Basis verlassende Variable
(engl. leaving). */
5 Update: /* Aktualisieren */

Setze
Ip =T — YW
N =N\{j}u{Bi}
Bi=j
Tj=7

und goto Schritt 1 ; /* weiter bei BTRAN */

Beispiel 1.8. Als Beispiel betrachten wir folgendes lineare
Programm:
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min —3x1—2x2—2x3
T + x3 < 8
1+ To <7
T1+22 <12
1, X2, w2320

Die Menge der zuldssigen Losungen ist in Abbildung 77
dargestellt. Wir bringen das LP in Standardform, indem
wir Schlupfvariablen x4, x5, x¢ einfithren:

min —3x1—2x2—2x3
T + x3+ 24 = 8
T1+ T2 + x5 =7
T1+2x0 +x6 = 12

1, T2, X3, T4, Ts, Te > O

Eine primal zuldssige Basis ist B = (4,5,6) und die
zugehorige Basislosung ist gegeben durch

-1

T4 100 8 7

ip= |25 | =Azb={010 7]=18
T6 001 12 12
T 0

IN= |22 | = 0 )
T3 0

d.h. alle Schlupfvariablen sind in der Basis und der Ziel-
funktionswert ist

7
'z =chzp =(0,0,00| 8 | =0.
12

Die einzelnen Teilschritte des Algorithmus 1.1 sehen dann
wie folgt aus:

1) BTRAN: Lose g7 A.p = c&, d.h.
B

100
g7 {010] =(0,0,0) =4 =(0,0,0)7.
001

(2) Pricing: Berechne zZy = cy — ALy .

-3 111 0 -3
zn=|(-2]-]012 0] =1-2
-2 100 0 -2

Fir j =1 gilt z; = -3 < 0.
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(3) FTRAN: Lose A.pw = A.;.

100 1 1
010 |w=|1 sw=|1
001 1 1

4) Ratio-Test: Berechney = min { Z2& : wy, > 0 und k € {1,...,m} \.
v W

8T 12} & _m
=ming—,-,— ,p=7=— = —.
7 1'1° 1

w29 w;
mit 7 = 2 und By = 5.
(5) Update:
Ty 8 1 1
rp=|25| —yw= 7| -7|1]| =10
Tg 12 1 5

N = N\{j}U{Bi} ={1,2,3} \ {1} U{5} = {2,3,5}
BQ =1
Ty :i=v=7

Wir erhalten die neue Basislosung z zur Basis B =
(4,1,6):

Ty 1 To 0
zp=|z1|=|(7], Zn=|23] =10
T 5 Ts5 0
Der Zielfunktionswert erniedrigt sich um vz; = 7 -
(—=3) = —21, so dass jetzt gilt:
'z =-21.
Iteration Basis Zielfunktions- Eintretende Verlassende

wert  Variable Variable

1 B = (47 57 6) 0 X1 T5

2 B = (4,1,6) —-21 T3 T4

3 B = (3,1,6) —23 T2 T6

4 B=(3,1,2) —28

Tabelle 1.3. Simplex-Algorithmus auf dem LP aus Bei-
spiel 1.8.

Die Fortsetzung des Algorithmus 1.1 liefert die Er-
gebnisse aus Tabelle 1.3. Nach der dritten Iteration gilt
B =(3,1,2), N = {4,5,6}. Die aktuelle Basislosung ist

17
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T3 6 0
rp=[x1|=|2], =10
T2 5 0

In der vierten Iteration sind dann die einzelnen Teilschritte
wie folgt:

(1) BTRAN: Lose 57 A.5 = ¢&, d.h.

110
gr{o11] =(-2,-3,-2) =g7 =(-2,0,-1).
012

(2) Pricing: Berechne zy = cy — ALyg.

0 100 -2 2
zn=10]—-101 0]1=10
0 001 1 1

Es gilt nun zZy > 0 und der Algorithmus terminiert
mit der Optimallssung z* = (2,5,6,0,0,0)7.

Wir halten das folgende (partielle) Ergebnis iiber die
Korrektheit des Simplex-Verfahrens fest:

Theorem 1.9. Terminiert Algorithmus 1.1, so liefert er
das korrekte Ergebnis.

Beweis. Der Algorithmus terminiert entweder in Schritt 2
mit einer Losung oder in Schritt 4 mit der Auskunft, dass
das Problem unbeschrénkt ist.

Stoppt das Verfahren in Schritt 2 mit der aktuellen
Basislosung , so gilt Zy > 0. Wie wir bereits in (1.18)
gezeigt haben, gilt fiir jede zuléssige Losung « des Linearen
Programms (1.17): ¢T'z = 7'z + zLzn > 'z, Somit ist
die Basislosung z auch tatsédchlich eine optimale Losung.

Falls das Verfahren in Schritt 4 terminiert, so ist der
Vektor w = AfE}A.j, der im FTRAN-Schritt berechnet
wird nichtpositiv: w < 0. Wie wir bei der Herleitung
in (1.21) gezeigt haben, ist in diesem Fall das Optimie-
rungsproblem (1.17) nach unten unbeschrinkt. O

Der Simplex-Algorithmus 1.1 liefert beim Abbruch ent-
weder eine Optimallésung oder die korrekte Information,
dass das Optimierungsproblem unbeschréinkt ist. Aber ter-
miniert der Algorithmus immer? Dies ist eine der Fragen,
mit denen wir uns noch beschéftigen miissen. Insgesamt
miisen wir noch folgende Punkte kldren, um das Verfah-
ren zu einem vollstédndigen Optimierungsalgorithmus zu
machen:
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Terminieren: Bricht der Simplex-Algorithmus immer ab
oder kann es vorkommen, dass unendlich viele Itera-
tionen durchgefiihrt werden?

Initialisierung: Wie finden wir eine erste zuldssige Ba-
sis?

In unserer bisherigen Grundversion des Simplex-Algorithmus
sind wir davon ausgegangen, dass zu Beginn bereits

eine primal zuléssige Basis vorliegt. Im Allgemeinen

kann man aber eine zuldssige Basis nicht einfach ab-

lesen bzw. es ist iiberhaupt nicht klar, ob eine solche

Basis iiberhaupt existiert (man denke nur an den Fall,

dass das Lineare Programm keine zuléssigen Losungen
besitzt).

1.3 Standardform von Linearen
Programmen, eine Einschriankung?

Bisher haben wir uns mit Linearen Programmen in der
Standardform

beschéftigt. Wir zeigen in diesem Abschnitt kurz, dass
man jedes ,,allgemeine Lineare Programm® auf diese Stan-
dardform bringen kann. Im Prinzip geniigt es daher dann,
sich mit Losungsmethoden fiir Lineare Programme in
Standardform zu beschéftigen. Es sollte aber erwahnt wer-
den, dass man in der Praxis durchaus die Struktur von
bestimmten Linearen Programmen ausnutzen kann, um
spezielle Formen der Simplex-Methode zu erhalten, die
moglichst effizient arbeiten.

Minimieren und Maximieren
Da fiir jede Menge S die Beziehung:
: T,.. _ T,. .
min{c'z:2z € S} = —max{—c z:2 € S}
gilt, sind Minimierungs- und Maximierungsprobleme &qui-
valent. Wir kénnen uns also ohne Einschrankung auf Li-

neare Programme beschréinken, bei denen die Zielfunktion
minimiert wird.
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Lineare Programme in allgemeiner Form

Wir betrachten ein Lineares Programm in allgemeiner
Form, d.h. mit linearen Ungleichungen und Gleichungen
sowie vorzeichenbeschrinkten und freien Variablen, bei
dem die Zielfunktion minimiert wird:

min ¢’z +d'y (1.26a)
Az + By = (1.26b)
Cz + Dy <d (1.26¢)
Ex+ Fy >e (1.26d)
x>0 (1.26e)

Die Variablen x, bei denen wir Nichtnegativitiat > 0
fordern, nennt man wvorzeichenbeschrinkte Variablen, die
y Variablen heilen freie Variablen.

Schlupf- und Uberschussvariablen

Zunichst beschéftigen wir uns mit den Ungleichungen
Cr+ Dy < d und Ex + Fy > e und zeigen, wie wir
sie durch Einfiihren von neuen Variablen in Gleichungsre-
striktionen iiberfithren kénnen.

Fiir eine Ungleichung der Form

koénnen wir eine neue vorzeichenbeschrinkte Variable s; >
0 einfithren, und die Ungleichung dann dquivalent als:

Ciz+Dyy+s;=d;, 520

schreiben. Die Variable s; nennt man Schlupfvariable. Sie
misst quasi den freien Platz oder Schlupf bis zur oberen
Schranke d;. Fassen wir die s;-Variablen in einem Vek-
tor s > 0 zusammen, so erhalten wir die Gleichungsre-
striktionen

Cx+Dy+s=d.

Analog kénnen wir fiir jede Ungleichung

eine Schlupfvariable u; > 0 einfithren, so dass wir die Un-
gleichungen Fx + Fy > e dquivalent als

FEx+Fy—u=e
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formulieren kénnen. Manchmal nennt man die u-Variablen
auch Uberschussvariablen, da u; den Uberschuss bis zur
unteren Schranke in der iten Restriktion misst.

Mit Hilfe der Schlupfvariablen erhalten wir folgende
#quivalente Form von (1.26)

min 'z +d"y (1.27a)
Az + By —b (1.27b)
Cx+Dy+s =d (1.27¢)
Ex+Fy—u =e (1.27d)
z>0,5s>0,u>0. (1.27e)

Das Problem (1.27) ist fast in Standardform. Der ein-
zige Unterschied ist, dass die Variablen y freie Variablen
und keine vorzeichenbeschrankte Variablen sind. Es be-
sitzt also die Form:

min ¢4 (1.28a)

Az =1b (1.28b)

T; >0, firiel, (1.28¢)

wobei I C {1,...,n} eine Teilmenge der Variablen ist. Wir

beschéftigen

Freie Variablen (1. Méglichkeit)

Eine einfache Mdglichkeit, eine freie Variable Z; zu elimi-
nieren, ist sie durch zwei vorzeichenbeschrankte Variablen
i:j > 0 und i:]_ > 0 zu ersetzen. Wir setzen

&y =& — & (1.29)

und fordern, wie bereits erwéihnt i:;r > 0 und i:; > 0.
Wenn wir iiberall im Linearen Programm (1.28) &; durch

:v;r — 50; ersetzen, bleibt die lineare Struktur in allen Ne-
benbedingungen sowie der Zielfunktion erhalten.

Freie Variablen (2. Méglichkeit)

Bei der oben genannten einfachen Methode zur Eliminati-
on von freien Variablen erhoht sich die Anzahl der Varia-
blen, ein Umstand den man gerne vermeiden mochte, um
das Problem ,s0 klein wie moglich® zu halten. Auflerdem
fithrt die Transformation (1.29) zu einer gewissen Art von
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Redundanz: Wenn man sowohl zu i;r als auch zu :fc; ei-

ne Konstante addiert, dndert sich die Differenz x;r — a:

nicht. Mit anderen Worten die Darstellung von £; als le-
ferenz von zwei nichtnegativen Werten ist nicht eindeutig.
Dies stort zwar in der Simplex-Methode nicht, ist aber aus
theoretischen Uberlegungen heraus etwas ,,unschén®.

Eine zweite elegantere Moglichkeit zu Elimination ei-
ner freien Variable £ ist, es die Nebenbedingungen Az =1b
zu benutzen. Wir betrachten dazu die jte Spalte A.J der
Matrix A.

Falls A.j = 0 ist, also in keiner Nebenbedingung die
Variable #; iiberhaupt vorkommt, so unterscheiden wir
zwei Fille: ¢; = 0 und ¢; # 0. Ist ¢; = 0, so sind nicht
nur die Nebenbedingungen von £; unabhéngig, sondern
auch die Zielfunktion. Wir kénnen also die Variable Z; aus
dem Linearen Programm (1.28) entfernen und erhalten ein
dquivalentes kleineres Lineares Programm.

Ist hingegen ¢; # 0 und besitzt das Lineare Pro-
gramm (1.28) {iberhaupt eine zuldssige Losung Z, so ist
wegen A.; = 0 auch fiir jeden Wert ¢ € R der Vektor z(t),
definiert durch

0 T, fallsk#j
T =
¥ t, fallsk=j

eine zuliissige Losung. Es gilt dann ¢Ta(t) = Tz + te;.
Da ¢; # 0 konnen wir die Zielfunktion durch geeignete
Wahl von ¢ € R beliebig klein machen. Wir kénnen also
schlieflen, dass das Problem (1.28) keine Optimallésung,
da es entweder unzulédssig oder unbeschrankt ist.

Es verbleibt noch der Fall, dass A ;é 0. Dann gibt
es mindestens eine Gleichung von Az = b in der £; mit
einem Koeffizienten ungleich 0 vorkommt, beispielsweise

Ap.i = by,
Sap181 + ak2l2 + -+ ap ;T A+ Fappdn = b,
(1.30)

wobei ay ; # 0. Wir kdnnen dann (1.30) nach Z; auflésen:

. 1 [ N
&= by, — Zak,W (1.31)
’ L#£]

und in jeder Gleichung von Az = b dann Z; durch die
rechte Seite von (1.31) ersetzen. Wir erhalten dann ein re-
duziertes dquivalentes Lineares Programm ohne die freie
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Variable £;, das sogar eine Variable weniger besitzt als
das urspriingliche Problem (1.28). Jede Optimallssung
des neuen Problems kann mittels (1.31) zu einer Opti-
mallosung des Originalproblems (1.28) erweitert werden.
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Geometrischer Hintergrund

Bei unserem Linearen Programm in Kapitel 1, das wir
als erstes Beispiel fiir das Simplex-Verfahren betrachtet
haben, gab es eine Optimallésung, die auf einer , Ecke“
des zuléssigen Bereichs lag. In diesem Kapitel werden wir
den Begriff der ,,Ecke® formalisieren und beweisen, dass
diese Beobachtung kein Zufall ist.

2.1 Polyeder und Polytope

Betrachten wir das Lineare Programm

min 3z + 5z2 (2.1a)
—211 — 19 < -3 (2.1b)
—2x7 — 229 < =5 (2.1c)
—x; —4dxy < -4 (2.1d)
x1,22 >0 (2.1e)

Definition 2.1 (Hyperebene, Halbraum). Fir einen
Vektor a € K™ mit a # 0 und o € K heisst die Menge

G::Gaﬂa::{xEK":aTx:a}

die durch a und o bestimmite Hyperebene. Analog nennen
wir die Menge

H:=H,, ::{IEK":aTxga}

den durch a # 0 und « bestimmten Halbraum.

Hyperebene

Halbraum
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L

U=

Abb. 2.1. Polyeder zum Linearen Programm (?77)

In unserem Beispiel bildet der Schnitt der fiinf Halbriaume

;75={x6R2:—2x1—2x2§—5}

)a = {w ER?: 2y —dzy < 4}
(,()1)70:{x€R2:—:C1§0}

H(fl)70={x€R2:—x2§0}

die Menge der zuléssigen Losungen fiir das Lineare Pro-
gramm (?7). Den Schnitt von endlich vielen Halbrium-
en nennen wir ein Polyeder, allerdings stellt es sich als
niitzlich heraus, auch den ganzen Raum als Polyeder zu
bezeichnen.

Definition 2.2 (Polyeder, Polytop). Wir nennen ei-
ne Menge P C K" ein Polyeder, falls entweder P =
K™ gilt oder P der Durchschitt endlich vieler Halbrdiume
ist. Ein Polyeder P heifst Polytop, wenn es beschrinkt
ist, d.h. falls es eine Zahl K > 0 gibt, so dass P C
{z e K" :||z||2 < K} gilt.

Ist P # K" ein Polyeder, also



2.1 Polyeder und Polytope

.“I\IIII

(a) Halbraum H(_z)7_3 (b) Halbraum H(_

1

2.5

l

(c¢) Halbraum H(:l) 4

4

(d) Halbraum H( ).0 (e) Halbraum H(_Ol)i’

-1
0

Abb. 2.2.
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Abb. 2.3. Das Polyeder als Schnitt der fiinf Halbraume

P:ﬂ{xeK”:afoai}, (2.2)
i=1

so konnen wir die Vektoren ai,...,al als Zeilen einer

m
m X n-Matrix

af

A=
T
am

auffassen und einen Vektor b := (a,..., )T € K™ de-
finieren. Damit konnen wir das Polyeder P aus (?7?) dqui-
valent auch als

P=PAb) ={zeK": Az < b} (2.3)

schreiben. Ist P = K", so konnen wir P ebenfalls in der
Form (?7?) schreiben, indem wir die 1 X n-Nullmatrix und
den Nullvektor 0 € K! benutzen:

K”:{zEK”:OT:ESO}.

Daher ist jedes Polyeder in der Form (??) darstellbar. Um-
gekehrt ist natiirlich auch jede Menge der Form (??) ein
Polyeder, da

PAbD) = (] {ze€K':Ax<b},



2.2 Konvexitit, Extremalmengen und Ecken von Polyedern

wobei A;. die ite Zeile der Matrix A bezeichnet.
Damit erhalten wir folgendes grundlegende Ergebnis:

Beobachtung 2.3. Fine Menge P C K™ ist genau dann
ein Polyeder, wenn es eine m x n-Matriz A und einen
Vektor b € K™ gibt, so dass

P=PAb) ={zecK": Az <b}. (2.4)

Wir schreiben im Folgenden kurz P(A,b), um das
in (??) tiber eine Matrix A und einen Vektor b definier-
te Polyeder zu bezeichnen. Man beachte, dass es fiir ein
Polyeder P immer mehr als eine Matrix A und einen Vek-
tor b gibt, so dass P = P(A,b) gilt. So sind fiir jedes ska-
lare A > 0 die Polyeder P(A,b) und P(AA, \b) identisch
Dariiberhinaus sind auch die Dimension von A und b nicht
eindeutig.

2.2 Konvexitiat, Extremalmengen und
Ecken von Polyedern

Definition 2.4 (Konvexe Menge). FEine Menge K C
K™ heifit konvex, wenn fir alle z,y € K und A € K mit
0<A<lygilt: xe+(1-NyeK.

Anschaulich bedeutet die Definition, dass fiir eine kon-
vexe Menge K und z,y € K auch die Verbindungsstrecke
zwischen x und y ganz in K liegen muss.

Jeder Halbraum H := H,, = {x ceK": Tz < a}
ist konvex, da fiir z,y € H und 0 < A <1 gilt:

A Dz+(1-=Ny) =Xl z4+(1-N)cly < da+(1-Na = .

Lemma 2.5. Der Schnitt beliebig vieler konvexer Mengen
ist eine konvexe Menge.

Beweis. Seien K;, i € I konvex und K = |J;.; K;. Fiir
z,y € K gilt x,y € K; fir alle ¢ € I. Somit ist fiir 0 <
A < 1 dann wegen der Konvexitédt jeder Menge K; auch
z=Ax+(1-ANyeK;,alsoze K. O

Korollar 2.6. Jedes Polyeder ist eine konvere Menge.

Beweis. Folgt aus Lemma 77, da jedes Polyeder entweder
gleich K™ oder der Schnitt endlich vieler Halbrdume sind.
O

konvex

&

Fiir eine konvexe Menge K und
z,y € K liegt immer auch die
Verbindungsstrecke zwischen =

(=)

und y ganz in K.

Ko

L

K1 und K3 sind konvex, N1 und Na

hingegen nicht.
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Beispiel 2.7. Sei A eine m x n-matrix und die Menge K
definiert durch:

K:={z: esgibteinz € R" mit z >0 und Az =2}
={Az:zeR" >0} CR™

Dann ist K konvex. Sind nidmlich z; = Axy € K und
29 = Axo € K mit 21,22 > 0und 0 < A < 1, so haben wir
Az1+ (1—=AN)zg > 0und Az + (1 —N)z2) = May +(1—
MNAzg =Az1 + (1 — Azg),also Az1 + (1 - Nz e K.

Definition 2.8 (Extremalmenge, Extremalpunkt). Fi-
ne konvexe Teilmenge E einer konvexen Menge K C K"

Extremalmenge heiffit Extremalmenge von K, falls aus z € E mit z =
Ar4+ (1=ANy mit 0 < A <1, A€ K firaz,y € K folgt,

Extremalpunkt dass x,y € E. Ein Extremalpunkt ist eine einelementige
Extremalmenge.

Ein Extremalpunkt z eines Polyeders ist also ein Punkt
z € P,so dass aus z = Az + (1 — A)y mit z,y € P und
0 < A < 1, folgt, dass x = y = z. Ein Extremalpunkt eines
Polyeders P ldsst sich also nicht als echte Konvexkombina-
tion verschiedener Punkte x,y € P schreiben. Anschaulich
ist klar, dass die Extremalpunkte tatséchlich die ,,geome-
trischen“ Ecken sind. Wir werden spéter sehen, dass diese
Anschauung richtig ist und die oben definierten Ecken ge-
nau die geometrisch erwarteten Eigenschaften besitzen.

Theorem 2.9. Sei P C K" ein Polyeder. Falls das Li-
neare Programm

min{cT:v:xEP}

Optimallésungen hat, so ist die Menge der Optimallosun-
gen eine Extremalmenge von P.

Beweis. Falls das Lineare Programm eine Optimalldsung
hat, so existieren vy = max { o xe P} und z* € P mit
c'z* = ~. Die Menge der Optimallsungen ist dann

E:{xeP:chzv}:Pﬁ{x:—chS—v}ﬂ{:v:chgv}.

Wir haben hier E als Schnitt dreier Halbrdume dargestellt.
Somit ist F wieder ein Polyeder und damit auch konvex.

Sei z € E. Wir nehmen an, dass es x,y € P gibt, die
nicht beide in E liegen, und 0 < A < 1 mit z = Az + (1 —
A)y. O.B.d.A. sei x ¢ E, also ¢’z > ~. Dann folgt aber
mit Ty > v
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T, _ T _ T — =
cdz=Aczc+1-XNcy>M+Q-Ny=1,

> >y

im Widerspruch zu z € FE. Also muss z,y € E gelten. O

2.3 Basislosungen und Optimierung

Wir betrachten das Lineare Programm in Standardform:

min ¢’z (2.5a)
Az = (2.5b)
x>0 (2.5¢)

Wir nehmen dabei zunéchst an, dass die m x n-Matrix
A € K™*" vyollen Zeilenrang besitzt, also Rang A = m
gilt. Es besteht ein wichtiger Zusammenhang zwischen den
im letzten Abschnitt definierten Extremalpunkten eines
Polyeders und Basislosungen.

Lemma 2.10. Sei P := {z: Az = b,x > 0} das Polyeder
der zulissigen Ldsungen des Linearen Programms (77).
Dann ist x genau dann ein Extremalpunkt von P, wenn x
eine Basislosung von (17) ist.

Beweis. ,=“: Sei z ein Extremalpunkt von P und I(z) :=
{i:x; >0} die Menge der Indizes i, so dass x; strik po-
sitiv ist. Falls die Vektoren {A.:i¢€ I(z)} linear un-
abhéngig sind, dann kénnen wir wegen RangA = m
noch m — |I(z)| weitere Spaltenindizes I’ finden, so dass
B := I(z) UI' eine Basis von A ist. Da A.px = b und
A.p nichtsingulér ist, ist « die eindeutige zu B gehorende
Basislosung.

Falls die Vektoren {A.; :i € I(z)} nicht linear un-
abhiingig sind, dann finden wir Skalare \;, i € I(z), die
nicht alle 0 sind, so dass ) 2) AiA.; = 0. Wir definieren
den Vektor y € R™ durch

{Ai, falls i € I(z)
Yi ==

1€I(

0, sonst.

Dann gilt nach Konstruktion

i=1

i€l(x)
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Wir betrachten fiir 6 € K den Vektor x + dy, fiir den gilt:

2.6
0, sonst. (26)

ot oy {x 46X, fallsie I(x)
Dann gilt A(z + dy) = Az + 0Ay = Az + 60 = b fiir alle
d € K. Da z; > 0 fiir ¢ € I(z) finden wir § # 0, so dass

x—l—SyZO und :C—SyZO.

Also sind  + 0y € P und z — 6y € P wegen y # 0
zwei von z verschiedene Vektoren mit z = Lz +y) +
1(z — dy) im Widerspruch zur Voraussetzung, dass z ein
Extremalpunkt von P ist.

<=1 Sel x = (;ﬁ) Basislosung zur Basis B. Wir neh-
men an, dass z = A\y+ (1-N)zfir0 <A< lundy,z€ P
gilt. Fiir j € N ist

OZ,TJ‘:)\ Yj —l—(l—)\) zj .
~— ~—
>0 >0
Daher folgt yn = zy = 0. Dann folgt aber wegen

b=Ay=Apys+ AN yn = A By
~—
-0

und der Nichtsingularitit von A.g, dass yp = A,_Blb =2xR.
Somit ist y = x. Analog folgt z = x. Also ist x Extremal-
punkt von P. O

Theorem 2.11 (Fundamentalsatz der Linearen Op-
timierung I). Fiir das Lineare Programm in Standard-
form (??7) mit Rang A = m gelten folgende Aussagen:

(i) Falls (7?) eine zuldssige Lisung besitzt, dann hat das
Lineare Programm auch eine zuldssige Basislsung.
(i) Falls (??) eine optimale Lisung besitzt, dann hat das
Lineare Programm auch eine optimale Basislosung
(d.h. eine optimale Liosung die auch Basislosung ist).

Beweis. (i) Der Beweis verlduft dhnlich wie der Beweis
von Lemma ?7. Sei z eine zuldssige Losung von (77)

und I(z) := {4 :2; > 0}. Falls die Vektoren { A.; : i € I(x) }

linear unabhéngig sind, so kénnen wir wie im Beweis
von Lemma 7?7 schlielen, dass = eine Basislosung ist.
Falls die Vektoren { A :i € I(x)} nicht linear un-
abhiingig sind, dann finden wir Skalare \;, i € I(z),
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~—

die nicht alle 0 sind, so dass ZZ—GI(I) MNA; = 0.
Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass mindestens ein
Wert A; strikt grofer als 0 ist (wir kénnen notfalls
alle Werte A\; mit —1 multiplizieren). Wir betrachten
fir 6 € K den Vektor x + dy aus (?7?). Wieder gilt
A(x + 0y) = b fiir alle § € K. Sei

6::min{%:iel(a@)undyi>0}. (2.7)
(3

Dann gilt —dy > 0 und = —d&y hat hochstens |I(x)|—1
positive Komponenten. Wir setzen z := x — 0y. Wenn
wir diesen Prozess fortsetzen, so gelangen wir nach
hochstens n Schritten in die Situation, dass die Vek-
toren { A.; : i € I(z) } linear unabhéngig sind und wir
erhalten wie oben eine zuléssige Basislosung.

Sei nun z eine Optimallsung von (?7?). Falls die Vek-
toren { A.; :¢ € I(z)} linear unabhingig sind, so ist
x wie oben bereits eine Basislosung und es ist nichts
mehr zu zeigen.

Im zweiten Fall ist « 4 dy fiir alle kleinen |d| zuléssig
fiir (?77). Wir haben:

x4 oy)=clz+0 Z cla;j=clz+0t. (2.8)
iel(x)

N——
=:t

Es folgt t = 0, da ansonsten entweder ¢’ (z + dy) >
cT'z oder ¢ (x — dy) > cl'z fiir kleines § > 0 wire.
Damit ist dann aber der Vektor z 4 dy mit & aus (?7)
wegen ¢! (z + 6y) = ¢’z ebenfalls eine Optimallosung
von (?7?), die weniger positive Komponenten als z hat.
Wir kénnen also wie in (i) verfahren und gelangen
nach hochstens n Schritten zu einer optimalen Losung,

die auch Basislosung ist. O

Aus dem obigen Fundamentalsatz und der Charakte-

risierung von Extremalpunkten eines Polyeders in Lem-
ma 77 ergibt sich nun unmittelbar:

Korollar 2.12. Fulls das Lineare Programm in Standard-
form (??) mit Rang A = m eine Optimalldsung hat, so
hat es auch eine Optimallosung, die Ecke des Polyeders
P={x:Azx =0,z >0} ist.

Betrachten wir die Technik, die wir beim Beweis von

Satz 7?7 Teil (ii) angewendet haben, noch einmal genauer.

33



34

Kapitel 2 Geometrischer Hintergrund

Sei diesmal x eine beliebige zuldssige Losung von (P), die
noch keine Basislosung ist. Wir finden dann y # 0 mit
Ay =0, so dass x + dy fiir alle kleinen |§| zuléssig ist. Wie
wir in (??) ausgerechnet hatten, gilt ¢* (z+dy) = Tz +dt
mit ¢ =370, cla;. Ist t < 0, so haben wir ¢T'(z+dy) <
cT'z fiir alle § > 0. Falls (P) nicht unbeschrénkt ist, so exis-
tiert ein maximales § > 0, so dass x + dy zulissig ist, und
es folgt wieder, dass x + 6y weniger strikt positive Ein-
trage hat als z. Wir konnen aus x also bessere Losung mit
weniger strikt positiven Eintrégen konstruieren. Ist ¢ > 0,
so funktioniert die Konstruktion analog mit z + dy fiir ein
geignetes § < 0. Ist t = 0, so sind wir in der Situation,
die wir in Teil (ii) des Satzes betrachtet hatten. Insgesamt
konnen wir also aus einer Nicht-Basislosung x eine neue
Losung z + 8y konstruieren, so dass ¢? (z+6y) < ¢’z (wo-
bei fiir ¢ # 0 sogar strikte Ungleichung gilt) und x + 0y we-
niger strikt positive Eintrége hat als x. Diese Beobachtung
liefert ein Verfahren, um eine zulissige Losung « fiir (P) in
eine Basislosung mit nicht schlechterem Zielfunktionswert
zu konvertieren.

Wir starten mit einer zuléssigen Losung x und testen,
ob z bereits eine Basislosung ist. Falls ja, dann stoppen
wir. Ansonsten berechnen wir aus = einen neuen Vektor
x + 0y wie oben. Wenn wir das Verfahren fortsetzen, so
haben wir nach maximal n Iterationen eine Basislosung,
deren Zielfunktionswert nicht schlechter ist, als die Aus-
gangslosung. In jeder Iteration miissen wir ein Lineares
Gleichungssystem 1osen, um die lineare Unabhéingigkeit
der Spalten { A.; :i € I(x)} zu testen. Dies ist in O(n?)
Zeit durchfithrbar, etwa mit dem Gauf3-Algorithmus. Wir
halten dieses niitzliche Ergebnis fest.

Lemma 2.13. Das Lineare Programm in Standardform (??)
mit Rang A = m habe eine Optimallésung. Zu einer
beliebigen zulissigen Lésung x von (P) kinnen wir in
O(n?®) Zeit eine Basislosung T von (P) konstruieren, so
dass Tz < cTx. O
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Dualitéat

3.1 Untere Schranken fiir optimale Losung
eines LPs

Versetzen wir uns noch einmal in unseren Studenten Sim-
ple Ex, der auf der Studentenparty seinen Alkoholkonsums
minimieren mochte. Wie wir in Abschnitt 1.1 bereits gese-
hen haben, fiithrt diese Aufgabe zum Linearen Programm

min 1227+ 2x9+ 5x3 (3.1a)
2x1+ To+ 203 = 3 (3.1b)

229+ T3 = 2 (3.1c)

z1 >0 zq >0 x3 >0. (3.1d)

(Wir haben hier im Gegensatz Abschnitt 1.1 konkrete
Werte ¢; = 12, ¢co = 2, ¢3 = 5 fiir die Zielfunktionsko-
effizienten benutzt, um in der Motivation besser rechnen
zu konnen).

Nehmen wir an, dass Simple Ex zundchst gar nicht
die wirkliche Optimallésung von (??) bestimmen mdochte,
sondern zunéchst einmal (moglichst rasch) abschétzen
mochte, wie viel Alkohol er mindestens zu sich nehmen
wird, wenn er dem Ergebnis des LPs folgt und sein kom-
plettes Geld ausgibt. Mit anderen Worten, Simple Ex
mochte zunéchst einmal eine untere Schranke fiir den op-
timalen Zielfunktionswert z* bestimmen.

Wenn wir die Gleichung (??) mit 1/2 multiplizieren
und zu Gleichung (??) addieren, so erhalten wir

1 1

untere Schranke
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Somit gilt fiir jede zuldssige Losung x = (z1,22,73)7
von (?7?) die Gleichung

5

Betrachten wir die Koeffizienten vor den Variablen in (?7?).
Da2<12=¢,2<2=c¢co und%§5203 istund x > 0
gilt, folgt aus (??) dann:
Ty = c1x1 + Ca2xg + Cc373
= 1221 + 229 + Sx3

5) 77

Wir haben damit gezeigt, dass ¢’z > 4 fiir jede zuléssi-
ge Losung x von (?7?) ist. Insbesondere gilt dies natiirlich
auch fiir die Optimallgsung z* von (??), so dass Simple
Ex durch die kurze Rechnung sicher sein kann, dass er auf
jeden Fall mindestens 4 Alkoholeinheiten zu sich nehmen
wird.

Ko6nnen wir noch eine bessere untere Schranke herlei-
ten? Wenn wir Gleichung (?7?) mit 3 multiplizieren, Glei-
chung (?7?) mit —2 multiplizieren und die beiden erhalte-
nen Gleichungen wieder addieren, so ergibt dies:

3(2$1—|—{E2—|—2$3)—2(2I2+I3):33—22:5

Also folgt
6$1 — T2 + 4$3 = 5 (33)

fiir jede zuldssige Losung = von (??). Wir haben wieder die
Situation, dass die Koeffizienten vor den Variablen in (?7)
kleiner oder gleich den entsprechenden Koeffizienten in der
Zielfunktion von (??) sind: 6 <12 =1¢;, -1 <2 = ¢ und
4 <5 = c3. Wie oben konnen wir daher schliessen, dass
fiir jede zulédssige Losung a von (?7) gilt:

T, _ (77)

¢t =122 + 229 + ba3 < 621 — 20 + 423 = 5. (3.4)
Simple Er kann also durch die zweite Rechnung sogar
beweisen, dass er mindestens 5 Alkoholeinheiten trinken
muss.

Wir systematisieren nun unseren ad-hoc Ansatz fiir die
unteren Schranken. Im Prinzip haben wir Linearkombina-
tionen der Nebenbedingungen des Linearen Programms
betrachtet: Wir haben die erste Gleichung (??) mit einem
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Wert y1 € R multipliziert, die zweite Gleichung (??) mit
einem Wert y» € R multipliziert und dann addiert. Dies
ergibt dann im allgemeinen Fall die Gleichung

y1- (221 + 2+ 223) +y2 - 2z +23) =91 -3+ Y2 - 2,
bzw. nach Umsortieren der Terme:

(2y1 + 0y2)x1 + (Y1 + 2y2)x2 + (291 + y2)3 = 311 +(2y2j
3.5
Damit wir den Zielfunktionswert jeder zulédssigen Losung
von (??) durch die linke Seite der obigen Gleichung nach
unten abschiitzen konnen, miissen die Koeffizienten auf
der rechten Seite von (??) kleiner oder gleich den Koeffi-
zienten in der Zielfunktion sein, d.h. es muss gelten:

291 +0y2 < 1 (3.6&)
1+2y2 <2 (3.6b)
2y1 + Y2 S C3 (36(3)

Haben wir also Werte y1,y2 € R gefunden, welche
die Ungleichungen (??) erfiillten, so ist nach (??) dann
3y1 +2y- eine untere Schranke fiir den optimalen Zielfunk-
tionswert z* von (??). Bei unserem ersten Versuch hatten
wiry; =1, y2 = %, was die untere Schranke 3-1—!—2-% =4
ergibt. Im zweiten Versuch hatten wir mit y; = 3 und
y2 = —2 dann die bessere Schranke 3-3+4+2-(-2) =5
erhalten.

Wir kénnen nun das Problem, eine grofitmogliche unte-
re Schranke mit unserem , Linearkombinationsansatz® zu
finden, als Optimierungsproblem formulieren. Wir wollen
Y1, Y2 € R finden, so dass 3y; + 2y2 moglichst grofl ist und
die Ungleichungen (??) erfiillt sind:

max 3y1+ 2y (3.7a)
21 < 12 (3.7b)

Y1+ 2ys < 1 (3.7¢)

21+ ya2 < 5 (3.7d)

Das Problem (??) ist wieder ein Lineares Programm!

3.2 Das Duale Programm

Wir betrachten nun ein allgemeines Lineares Programm
in Standardform:

37
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min ¢’z (3.8a)
Az = (3.8b)
x>0, (3.8¢c)

wobei A € R™*™ und b € R™. In unseren Ansatz fiir
die unteren Schranken im letzten Abschnitt haben wir Li-
nearkombinationen der Gleichungen in (??) gebildet. Wir
bezeichnen fiir ¢ = 1,...,m mit y; den Multiplikator fiir
die ite Gleichung A;.x = b; und setzen y := (y1,...,Ym)" .
Dann ergibt die Linearkombination mit den Koeffizienten
Yty ooy Ym:

> vidiz = yibi
i=1 i=1
& <2m: yl-Az-.) z=b"y
i=1

ey Az =0Ty
S(ATy) Tz =Ty (3.9)

Die Gleichung (ATy)Tx = bTy gilt also fiir alle z, die
zuliissig fiir (?7) sind. Damit wir b7y als untere Schranke
fiir ¢« verwenden konnen, muss der Vektor ATy kompo-
nentenweise kleiner oder gleich dem Vektor ¢ sein, es muss
also

ATy < ¢ (3.10)

gelten. Haben wir einen Vektor y, der die Ungleichun-
gen (?7?) erfiillt, so folgt dann fiir jede zuldssige Losung x
von (?77) wegen z > 0:

(27)

x> (ATy)z by, (3.11)

Die bestmogliche untere Schranke fiir unseren Ansatz
erhalten wir dann, indem wir y so wéhlen, dass (?7?) gilt
und by moglichst groB wird, d.h. indem wir das Lineare
Programm

max by (3.12a)
ATy <ec (3.12b)
losen. Das Lineare Programm (??) wird duales Programm

zu (?7) genannt. Unsere Herleitung der unteren Schranken
fiir (??) zeigt das folgende wichtige Ergebnis:



3.3 Das Lemma von Farkas und seine Konsequenzen 39

Lemma 3.1 (Schwacher Dualitiitssatz). Ist x eine zulissi-
ge Lésung des primalen Programms (??) und y eine
zulissige Lisung des dualen Programms (??) so gilt:

by <cla.

Beweis. Siehe (?7). O

Aus dem schwachen Dualitdtssatz ergibt sich sofort fol-
gende Konsequenz:

Korollar 3.2. Ist x zulissig fiir das primale Programm (?7)
und y zulissig fiir das duale Programm (7?) und ¢’z =
by, so sind x und y optimal fir die entsprechenden Pro-
bleme. O

3.3 Das Lemma von Farkas und seine
Konsequenzen

Aus der Linearen Algebra kennen wir folgenden sogenann-
ten Alternativsatz: Alternativsatz

Theorem 3.3. Sei A € R™*"™ eine Matriz und b € R™.
Dann hat genau eines der beiden Systeme

Az =10 (3.13)
und

ATy =0 (3.14a)

by #0 (3.14b)

eine Losung.

Beweis. Man sieht leicht, dass nicht beide Systeme eine
Losung haben kénnen. Ist némlich Az = b und ATy = 0,
so folgt by = (Ax)Ty = 2T ATy = 270 = 0.

Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass der Null-
raum N(AT) := {y € R™ : ATy = 0} von AT und der
Bildraum R(A) := {Az : © € R"} orthogonale Komple-
mente sind.! Daher kénnen wir b eindeutig zerlegen in
b= by + by mit by € N(AT) und by € R(A). Wir nehmen

! Ein Beweis dieser Tatsache findet sich auch in Lemma ??,
bei dem dann auch die expliziten Darstellungen der Projek-
tionen auf N(AT) und R(A) berechnet werden.
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an, dass das System (??) unlosbar ist. Wire b ¢ R(A), so
wire b # 0 und ATb; = 0 (wegen by € N(AT)) und
bTby = bTby + bThy = ||b1]|3 > 0 im Widerspruch zu
Unlosbarkeit von (?77). Also ist b € R(A), mit anderen
Worten, es existiert ein x € R™ mit Az =b. O

Ziel dieses Abschnitts wird es sein, entsprechende Re-
sultate fiir Systeme von linearen Ungleichungen herzulei-
ten.

Theorem 3.4 (Farkas’ Lemma). Sei A € R™*" eine
Matriz und b € R™. Dann hat genau eines der beiden
Systeme

Az =b (3.15a)
> (3.15b)
und
ATy >0 (3.16a)
by <0 (3.16b)

eine Lisung.

Beweis. Offensichtlich kénnen nicht beide Systeme (?7)
und (??) eine Losung haben, denn andernfalls wire

0> bTy = (Aa:)Ty = 27 ATy > 0.

>0 >p

Wir miissen noch zeigen, dass immer mindestens eines
der beiden Systeme eine Losung besitzt. Sei (??) unlosbar,
d.h. es gebe kein z mit Az = b und = > 0.

Mir bemerken zunéchst, dass wir ohne Beschrénkung
der Allgemeinheit annehmen kénnben, dass in der Ma-
trix A keine Spalte mehr als einmal vorkommt. Wir nen-
nen nun eine Spalte A.; komplementdr, wenn auch —A.;
eine Spalte von A ist und beweisen die Behauptung durch
Induktion nach der Anzahl k der nicht-komplementéiren
Spalten.

Ist £ = 0, so koénnen wir die jeweils komplementéren
Spalten zusammenfassen und erhalten ein System Az = b,
wobei Z keine Vorzeichenrestriktionen hat. Dieses System
ist unlosbar, daher gibt es nach Satz ?? ein y mit ATy =0
und by = a # 0. Wenn a < 0 ist, so haben wir eine
Losung von (?7?), fiir a > 0 16st —y das System (?7).
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Wir nehmen nun an, dass die Aussage fiir alle System
mit hochstens & nicht-komplementéren Spalten bereits be-
wiesen und A eine Matrix mit &+ 1 nicht-komplementéiren
Spalten ist. Ohne Beschrinkung sei die Spalte A.,, nicht-
komplementéir. Wir setzen J := {1,...,n — 1}. Nach
Konstruktion hat dann A.; genau k nicht-komplementére
Spalten.

Das System A.j;x = b, x > 0 ist unlosbar, da sich jede
Losung iiber ,, := 0 zu einer Losung von (?7?) fortsetzen
lasst. Daher existiert nach Induktionsvoraussetzung ein y
mit ATy >0 (also A%y > 0 fiir alle j € J) und b"y < 0.

Wenn auch ATy > 0 gilt, dann erfiillt y die Bedin-
gungen ATy > 0 und b7y, ist also die geforderte Losung
fiir (??) und wir sind fertig. Andernfalls ist y eine Losung
von

(Ady. o Ay, Ay >0 (3.17a)
by < 0. (3.17b)

Wir betrachten nun die Matrix

A = (A.l, . 7A-n—17 ,A,n7 _An) .

Nach Konstruktion hat A héchstens k nicht-komplementiire
Spalten. Nach Induktionsvoraussetzung tritt genau einer
der beiden folgenden Fille ein:

(1) Es gibt ein £ € R"™! mit Az = b und z > 0.
(2) Es gibt ein § € R™, so dass ATy > 0 und b7y < 0.

Im Fall (2) gilt A?‘;g >0fiirj=1,...,n—1,sowie AT i >
0 und —AT 5 >0, also AT 5 = 0. Daher ist 4 eine Losung
von (?7?) und wir sind fertig.

Wir definieren den Vektor z € R™ durch

{:fi, firi=1,...,n—1
IRES

Ty — Tpt1, firi=n.

Dann gilt Az = b. Es kann nicht x > 0 gelten, da wir sonst
eine Losung von (?7?) gefunden hétten im Widerspruch zur
Unlosbarkeit des Systems. Wegen Z > 0 muss z,, < 0, also
—2,, > 0 gelten. Fiir die Losung y aus (??) folgt dann:
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0>b"y=y"b
=yT Az =7 (Aq, .. A1, A, A) (1,0, )
=yl (A, . A 1, An, —AL) (21,...,—x,)T
= (A1, A1, A=A y | (21, —20)T
>0 nach (77) >0
>0,

also ein Widerspruch. 0O

Farkas’ Lemma hat folgende geometrische Interpreta-
tion: Ist Az = b fiir ein = > 0, so liegt b im Kegel, der von
den Spalten A.q,..., A, der Matrix A aufgespannt wird.
Gibt es andererseits ein y mit ATy > 0, also ALy < 0 fiir
i=1,...,nund yTb < 0, so ist y der Normalenvektor
einer Hyperebene, die b von A.1,..., A., trennt. Die geo-
metrische Formulierung des Farkas’ Lemma lautet also:

Entweder liegt b im Kegel, der von den Vektoren
Aq,..., A, aufgespannt wird, oder es gibt eine
Hyperebene, die b von A.q,..., A, trennt.

Beispiel 3.5. Wir betrachten die Matrix

A:(gf)

(1) Fir by = @) ist 7 = (}) eine Losung von Az = by,
das heif3t, b; liegt im Kegel, der von A, = (;) und
Ao = @) aufgespannt wird, vgl. Abbildung 77?.

(2) Fiir by = (g) betrachten wir den Vektor y = (;1)
Dann hat y mit A, = (;) und Ao = (f) ein positi-
ves Skalarprodukt (einen spitzen Winkel) und mit bo
ein negatives Skalarprodukt (einen stumpfen Winkel),

vgl. Abbildung ?7.

Korollar 3.6 (Farkas’ Lemma, Variante). Sei A €
R™*™ eine Matriz und b € R™. Dann hat genau eines
der beiden Systeme

Az <b (3.18a)

und
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Abb. 3.1. Geometrische Interpretation des Farkas-Lemma

ATy =0 (3.19a)
y>0 (3.19b)
by <0 (3.19¢)

eine Lisung.

Beweis. Wir fithren im System Ax < b eine Schlupfva-
riable s > 0 ein und ersetzen x durch =+ — x~, wobei
27,27 > 0. Dann ist Az < b genau dann lésbar, wenn
AxT — Azt +s=0b, 2T, 27,5 > 0 16sbar ist.
Sei A’ = (A, —A,I). Nach obigen Uberlegungen hat
2+
Az < b genau dann eine Losung, wenn A’ |z~ | = b
S
xT,27,5 > 0 eine Losung besitzt. Dies ist nach der ersten
Variante von Farkas’ Lemma (Satz ??) genau dann der
Fall, wenn (A")Ty > 0, bTy < 0 unlosbar ist. Dies ist aber
mit A’ = (A, —A,I) wiederum #quivalent zu ATy > 0,
ATy >0,y>0,bTy <0, also zu (??). O

)

3.4 Der Dualitiatssatz der Linearen
Optimierung

Wir haben jetzt alle Hilfsmittel beisammen, um den Dua-
lisitssatz der Linearen Optimierung zu beweisen:

Theorem 3.7 (Dualitétssatz der Linearen Optimie-
rung). Fir das Paar
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(P) min 'z (D) max by
Ax =10 ATy <e
x>0

von dualen Linearen Programmen sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) (P) und (D) haben beide zulissige Lisungen
(ii) (P) und (D) haben beide optimale Lisungen x* bzw.
y* und es gilt cTz* = bTy*.
(#ii) (P) oder (D) hat eine endliche Optimallosung.

Beweis. ,,(1)=-(ii)“: Nach Korollar ?? geniigt es zu zeigen,
dass es zuldssige Losungen z* von (P) und y* von (D)
gibt mit ¢’2* = bTy*. Da nach der schwachen Dualitéit
(Lemma ??) sowieso c¢/x* > bTy* gilt, reicht es aus, zu
zeigen, dass fiir geeignete zuléssige Losungen z* und y*
gilt: ¢’z* < cTy*. Dies ist genau dann der Fall, wenn
folgendes System losbar ist:

Az =10 (3.20a)

ATy <ec (3.20b)

e —bTy <0 (3.20c)
x> 0. (3.20d)

Ersetzen wir y durch y*—y~, wobei y*,y~ > 0, fithren wir
in (??) die Schlupfvariable s > 0 und in (??) die Schlupf-
variable o > 0 ein, so erhalten wir die dquvialente Form
von (?7):

Ax =10
ATyt — ATy~ 4 s=¢

e —vTyt +07y" +a=0
z,yt oy ,s>0

T
A0 0 00\ |yt b
s 0 AT AT 10| -y | =|c (3.21a)
=T T 01 s 0
a
z,yt Yy, s, >0 (3.21b)

Wir nehmen an, dass (?7) keine Losung besitzt. Nach Far-
kas’ Lemma (Satz ??) ist dann folgendes System losbar:
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A0 0 00\ [u
0 AT —ATTJO v] >0
¢ =T T 01 ~
b r u
c v] <0
0 v
[ ATu + ey > 0]
wrey= ATu—I—wZO
Av—by >0
Av—by=0
—Av+by>0
& & v>0 (3.22)
vz0 >0
Y=
720 blu+cv <0
u+cv
_bTu+ch<O_

Sei u,v,v eine Losung von (??). Ist v = 0, so bilden u
und v eine Losung von

I ATy > 0] AT 0
- 0 A u
—>
Av— >0 0 —A (v>20
—Av+>0| & 0o I

v>0 bT
T T “) <o
Lb"u+c' v <0 ¢ v

und nach Farkas’ Lemma (Satz ?7) wire dann das System

Az =b
ATyt — ATy~ 4 s=¢
z,y" YT, s 20

unlésbar, was der Voraussetzung widerspricht, dass sowohl
(P) als auch (D) zuléissige Losungen haben.

Es gilt also v > 0. Wir kénnen dann in (??) jede Zeile
durch v > 0 teilen und sehen, dass u/v, v/v, 1 ebenfalls
eine Losung von (?7?) bildet. Daher kénnen wir ohne Ein-
schrinkung v = 1 annehmen, so dass u und v folgendes
System l6sen:

ATy > —c (3.23a)

Av =10 (3.23b)

v >0 (3.23c)
b'u+clv <0 (3.23d)
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Dann folgt aber
7?7
0 (>) b+l (

(77),(?7)
> (—ATww =uT Av —uT Av =0,

D T Ay +cTv

also ein Widerspruch. Folglich ist (??) unlésbar und da-
mit (?7?) wie gewiinscht 1sbar.

L (if)=>(ii))*: trivial

»(iil)=(1)“: Es habe zunichst (D) eine endliche Opti-
mallgsung y*. Wire (P) unzuléssig, so giibe es nach Far-
kas’ Lemma (Satz ??) ein y mit ATy > 0 und b7y < 0.
Fiir v := —y gilt dann ATu < 0 und bTu > 0. Dann ist
aber fiir beliebiges A > 0 der Vektor y* + Au wegen

T/, * T, * T
A (y +A@=A\/y_/+AM§a
<c <0
zuléissig fiir (D) und es gilt b7 (y* + Mu) = bTy* + A\bTu >
bTy* im Widerspruch zur Optimalitit von y*.

Es habe nun (P) eine Optimallgsung x*. Hétte (D)
keine zulissige Losung, so wire ATy < ¢ unlosbar. Nach
Korollar 7?7 gibt es dann ein z > 0 mit Az = 0 und
'z < 0. Fiir A > 0 ist dann z* + Az zulissig fiir (P)
und ' (z* 4+ Ax) = o + ATz < ¢T'z* im Widerspruch
zur Optimalitdt von x*. O

Korollar 3.8. Sei P bzw. D die Lisungsmenge von (P)

bzw. (D):
(P) min 'z (D) max by
Ax =10 ATy <e
x>0
Setzen wir
—00, falls (P) unbeschrankt ist,
2= 400, falls P =0,
max { cle:ze P} , sonst,
+o0, falls (D) unbeschrinkt,
w* =< —o0, falls D = (),

min{bTy ryeD } , sonst.

Dann gilt:
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(a) 2 =—0c0=D=1)
(b) w* =400 =P =10
(¢c) P=0= (D=0 oder w* = +0)
(d) D=0= (P =0 oder z* = —0)

Beweis. (a) Wire y € D # (), so folgt aus dem schwachen
Dualitéitssatz (Lemma ?7), dass 2* > bly gilt, was
z* = —oo widerspricht.

(b) Der Beweis erfolgt analog zu (a).

(c) Nach dem Dualitéitssatz (Satz ??) kann nicht gleich-
zeitig P = () und |w*| < oo eintreten. Daraus folgt die
Behauptung.

(d) Der Beweis erfolgt analog zu (c¢). O

Die Umkehrung des obigen Satzes gilt im Allgemeinen
nicht, denn es kann gleichzeitig P = ) und D = ) gelten,
wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 3.9. Sei

2 ,Tl—xg:l
= >
P {:CER _$1+x2_1,x_0}
—y <0
D= cRr?| N17Y2= _
{y —y1 e < -1

Dann sind die linearen Programme

min —xo maxy; + Yo
(P) reP und (D) yeD

dual zueinander und es gilt:

(a) D = 0, da nach der Variante des Farkas’ Lemmas aus
Korollar 7?7 das System

Uy — U2 =

o O o O

—u1 + uo

—Usg

(AVARWAN

Ui, U2
eine Losung hat, ndmlich: uy = ugs = 1.
(b) P =), da nach Farkas’ Lemma (Satz ??) das System
U — U2 Z 0
—up+us >0
U+ u2 <0

eine Losung hat, ndmlich: v = ug = —1 .
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Betrachten wir noch einmal das Paar (P) und (D) von
dualen Linearen Programmen:

(P) min 'z (D) max by
Ax =0b ATy <c
x>0

Wir sind in unserer Herleitung der Dualitidt von (P) aus-
gegangen und haben dann das duale Programm (D) er-
halten. Wir zeigen jetzt, dass die Dualisierung in gewisser
Weise symmetrisch ist, wir also umgekehrt bei der Duali-
sierung von (D) auch wieder (P) erhalten. Dazu schreiben
wir (D) &quivalent durch Einfithrung von Schlupfvaria-
blen s > 0 und Ersetzen von y durch y = y™ — y~ um:

0\ " [yt
(D) —min b Yy~
0 s
y+
(AT —ATI) |y~ | =c
s
y+
y= 1 =20
s

Damit erhalten wir ein Lineares Programm in Standard-
form, zu dem wir rein mechanisch das Duale Lineare Pro-
gramm bilden koénnen. Dies lautet dann:

—max 'z & —max —c'(—z) ©min z
A b
A(—z)=b Az =b
T AR (—2) <0 £>0

Dies zeigt, dass das Duale zum Dualen Linearen Pro-
gramm wieder das primale Lineare Programm (P) ist.

Das bislang behandelte Konzept der Dualitét lédsst sich
mit den oben benutzten ,, Tricks* (Einfithren von Schlupf-
variablen etc.) auch auf beliebige lineare Programme ver-
allgemeinern.

Theorem 3.10. Gegeben seien dimensionsvertrdgliche Ma-
trizen A, B, C, D, und Vektoren a, b, ¢, d. Betrachte das
(primale) lineare Programm
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min Tz +dly
Axr+ By >a
Cx+Dy=»>
z > 0.

(3.24)

Dann gilt:
(a) Das zu (??) duale Programm lautet

max a’u+bTv
ATu+CTv < ¢
B'u+D"v=d
u > 0.

(3.25)

(b) Das zu (??) duale Programm ist (77).
(¢) Satz ?? und Korollar ?? gelten analog fiir (?7) und (?7).

Beweis. (a) Mit Hilfe der Transformationsregeln schrei-
ben wir (?7?) als
min x4 dlyt —dy”
Ar+ByT — By~ —Is=a
Cx+ Dy" — Dy~ +0s=5b
z,s,y",y" >0,
also in Standardform. Das hierzu duale Lineare Pro-
gramm ist nach Definition
max a’u+ bl
ATu+CTo < ¢
BTu+DTv<d
—B"w—-D"v < —d
—u<0
Dies entspricht (?77?).
(b) Der Beweis erfolgt analog zu (a).
(¢) Durch Anwendung der Transformationsregeln folgt die

Behauptung analog zu Teil (a) unter Verwendung von
Satz 7?7 und Korollar ?7. O

In Tabelle 77 sind einige Merkregeln zusammengefasst,
wie man aus einem primalen linearen Programm das zu-
gehorige duale ableitet und umgekehrt. Die dargestell-
ten Transformationsregeln sind aus den bisherigen primal-
dualen Relationen abgeleitet.
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Primal Dual
Gleichung / Ungleichung Variable
Ungleichung nichtnegative Variable
Gleichung nicht vorzeichenbeschrénkte Variable
nichtnegative Variable Ungleichung
nicht vorzeichenbeschrénkte Variable Gleichung

Tabelle 3.1. Transformationsregeln

3.5 Komplementaritét

Theorem 3.11 (Satz vom schwachen komplementéren
Schlupf). Gegeben seien dimensionsvertrigliche Matri-
zen A, B,C, D und Vektoren a, b, ¢, d. Betrachte das zuein-
ander gehorende Paar dualer Programme Gegeben seien
dimensionsvertragliche Matrizen A, B, C, D, und Vekto-
ren a, b, ¢, d.

Betrachte das zueinander gehorende Paar dualer linea-
rer Programme (?7) und (?7):

(P) min clz+d"y (D) max alu+bTv
Ax+ By >a p ATu+CTv < ¢
un
Cr+Dy=1b BTu+DTv=d
xz > 0. u > 0.

Die Vektoren (g) und (%) seien zulissig fir (P) bzw.
(D). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) (g) ist optimal fiir (P), () ist optimal fiir (D).
(ii) (c — (AT + CT0))" & + a¥ ((AZ + By — a)) = 0.
(iii) Fir alle Komponenten @; der Duallisung gilt:

; > 0= A, T+ B;.T = a;

(d.h., ist u; > 0, so ist die ite Ungleichung in Az +
By > a mit Gleichheit erfiillt).
Fiir alle Komponenten &; der Primallosung gilt:

T > O:>A.jﬁ+C.jv =cj

(d.h., ist T; > 0, so ist die jte Ungleichung in ATu +
CTv < ¢ mit Gleichheit erfiillt).
(i) Fir alle Zeilenindizes © von A und B gilt:

AT+ BT >a;=>u; =0
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(d.h., ist die ite Ungleichung strikt erfillt, so ist die
zugehdrige Dualvariable u; gleich 0)
Fiir alle Spaltenindizes j von A und C gilt:

A.j’ﬁ‘f—C.j’U <cp=>x;= 0

(d.h., ist die jte Ungleichung strikt erfillt, so ist die
zugehorige Variable T; gleich 0).

Beweis. ,(i)<(ii)“: Nach dem Dualitéitssatz 77 ist (;) op-
timal fiir (P) und (%) optimal fiir (D) genau dann, wenn
'z 4+ d"y = a"u+ bTv. Also haben wir

() e cdz+d"g=a"u+0b"0 (nach Satz ?7)
s dz+BTa+ Do) Tg=a"u+ (Cz+Dy)Ts (da BTa+ DTv=dund Cz + Dy =b)
& (c—-CT"o)'z+a" (By—a)=0

s (c—CTo)T'z — (ATa)Tz + uT (By — a) + u” Az

Sei t := ¢ — (ATu + CTv) und s := Az + By — a.
Da (2) zuléissig fiir (P) ist, gilt s > 0. Analog folgt aus
der Zuléssigkeit von (¥) fiir (D), dass t > 0. Aus z > 0,
w>0,s>0,t>0 folgt daher t*z + a”s > 0. Nach
Voraussetzung ist 7z +4’s = 0 und dies kann nur gelten,
falls t7z = u”'s = 0 gilt. Dies impliziert (iii).

L (iil)=(i1)*: Klar
»(iv)<(iii)“: Beweis folgt sofort durch Negation. O
Fiir das Lineare Programm in Standardform (??) und

sein Duales (?7?) besitzen die Komplementarititsbedin-
gungen eine etwas einfachere Form:

Korollar 3.12 (Satz vom schwachen komplementéren
Schlupf). Betrachte das Paar dualer Linearer Program-

me:
(P) min 'z (D) max by
Ax =b ATy <c
z>0

und sei T zulissig fir (P) und § zuldssig fir (D).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
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(i) T ist optimal fiir (P), § ist optimal fiir (D).
(ii) (c — ATH)Tz =0
(i) Fir alle Komponenten Z; der Primallosung gilt:
Z2; >0=A;y=c¢;

d.h., ist T; > 0, so ist die jte Ungleichung in ATg < ¢

(d-h., ist z; >0, jte Ung g y
mit Gleichheit erfillt).

(iv) Fir alle Spaltenindizes j von A

A.jﬂ<6j$ifj:0

(d.h., ist die jte Ungleichung in (D) fiir g strikt erfillt,
so ist die zugehdrige Variable Z; gleich 0).

Beweis. Unmittelbar aus Satz 77. O

Anmerkung 3.13. Die Umkehrungen in (iii) und (iv) gelten
im Allgemeinen nicht. Es gibt jedoch immer Paare von
Losungen, die diese erfiillen.

Theorem 3.14 (Satz vom starken komplementiren
Schlupf). Betrachte das Paar dualer Linearer Program-
me:

(P) min 'z (D) max by
Az =b ATy <ec
x>0

Besitzen sowohl (P) als auch (D) zulissige Lisungen, so
existieren Optimallosungen T von (P) und § von (D) mit

Z; >0<:>A.jg:Cj
,fj:0<:>A.jg<Cj
Beweis. Aus dem Dualiéitssatz (Satz ?7?) folgt, dass sowohl
(P) als auch (D) Optimallosungen besitzen. Nach Korol-

lar 77 geniigt es zu zeigen, dass es Optimallésungen T
von (P) und g von (D) gibt mit:

Z2; >0<=A;y=c;
J_Tj:0$A.jg<Cj
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3.6 Dualitiat und die Simplex-Methode

Wir werfen einen weiteren Blick auf die Dualitéit, diesmal
von der Seite der Simplex-Methode. Dazu betrachten wir
wieder das Paar dualer Linearer Programme:

(P) min cf'z (D) max by
Ar=1D ATy <e
z >0,

wobei wir diesmal annehmen, dass Rang A = m gilt, al-
so A vollen Zeilenrang besitzt und die Menge der zuléssi-
gen Losungen von (P) nichtleer ist (Diese Voraussetzungen
konnen wir mit Hilfe der Phase I der Simplexmethode wie
in Abschnitt ?? sicherstellen).

Unter diesen Voraussetzungen konnen wir den Funda-
mentalsatz der Linearen Optimierung (Satz ??) anwenden,
der besagt, dass (P) eine zuliissige Basislosung besitzt. Wir
wenden die Simplex-Methode auf (P) an, wobei wir in der
existierenden zuldssigen Basislosung starten. Die Simplex-
Methode kann mit zwei Ergebnissen abbrechen:

1. Mit einer optimalen Basislosung & = (gﬁ) = (A;JBlb),
wobei B die zugehorige Basis ist.
2. Mit der Information, dass (P) unbeschrinkt ist.

Behandeln wir zunéicht den ersten Fall. Wenn die
Simplex-Methode mit der Information abbricht, dass die
aktuelle Basislosung & optimal ist, so gilt nach Konstruk-
tion fiir den Vektor zy = ¢y — A?GVA}}TCB die Bedin-
gung zZy > 0, also

A A ep <en (3.26)
Wir betrachten den Vektor
y:= A4 cp, (3.27)

der im Schritt 1 (, BTRAN¥) berechnet wird. Fiir diesen
Vektor y gilt:

AT AT A-Te
T .B -T _ .B41.p CB
a7y = (4 ) afen = (G300

_ cB D (es) _
“\uhafes) = \ew) €
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Der Vektor g ist also zuléssig fiir das duale Lineare
Programm (D). Fiir seinen Zielfunktionswert b7y ergibt
sich:

ng = bT(A%,TcB) = chfjglb = cgg’cB = cT:E,
und daher ist nach Korollar 7?7 dann gy eine optimale

Losung von (D)!
Damit erhalten wir folgendes Resultat:

Theorem 3.15. Terminiert die Simplex-Methode (Algo-
rithmus 1.1) mit einer optimalen Basislosung T = (TB) =

TN
(AI)Blb) von (P), so ist § := A};TCB eine Optimalldsung
von (D). O

3.7 Dualitat und Sensitivitit

Wir sind bisher davon ausgegangen, dass die Daten A, b
und c eines linearen Programms der Form

min ¢’z (3.28a)
Az =b (3.28)
x>0, (3.28¢)

fest vorgegeben waren. Haufig ist es jedoch der Fall, dass
sich diese Daten im Laufe der Zeit dndern, wenn Be-
dingungen und/oder Variablen hinzukommen und damit
nachoptimiert werden muss.

Gehen wir einmal davon aus, dass wir ein lineares Pro-
gramm der Form (?7?) bereits gelost haben und eine op-
timale Basis B mit zugehoriger Basislosung rp = AfBlb
und Zxy = 0 kennen. Wir nehmen ebenfalls an, dass die
Basislosung z nicht degeneriert ist, d.h. dass £ > 0 gilt.
In diesem Fall gilt wie im letzten Abschnitt fiir den Vek-
tor Zy = ey — A?GVA}TCB der reduzierten Kosten, dass
Zy > 0 ist, und der Vektor § := A cp aus (?7) eine
Optimallésung des dualen Linearen Programms ist.

Wir betrachten die Situation, wenn sich die rechte Sei-
te b um eine , kleine Stérung“ Ab dndert, d.h. wir betrach-
ten das neue Lineare Programm

min ¢’z (3.29a)
Ax =b+ Ab (3.29Db)
x>0 (3.29¢)
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Offenbar ist B immer noch eine Basis des gednderten
Linearen Programms (??) und

A AZb+ AL Ab
Ty 0

o (ABAN _ (A

eine Basislosung. Da nach unserer Voraussetzung B nicht-
degeneriert ist, also zp = AfBlb > 0 gilt, ist fiir kleines Ab
auch g + Az = zp + A}} Ab > 0, also T’ eine zuléssige
Basislosung fiir (?7?).

Da der Vektor zZy der reduzierten Kosten unverindert
bleibt, ist Z’ somit fiir kleines Ab eine Optimallésung
von (??). Die entsprechende Anderung in der Zielfunktion
errechnet sich als

ch(Tp + Azx) — chip = ch Az = ch A5 Ab = g Ab.
(3.30)
Gleichung (?7) zeigt, dass die optimale Duallgsung y die
Sensitivitit beziiglich kleiner Anderungen in der rechten
Seite b misst: Wenn wir b durch b+ Ab ersetzen, so dndert

sich (fiir kleines Ab) der optimale Zielfunktionswert um
=T
gyt Ab.
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Die Simplexmethode

In Abschnitt 1.2 haben wir die Grundform des Simplex-
Verfahrens zur Losung des Linearen Programms

min ¢’z (4.1a)
Ar=b (4.1b)
x>0 (4.1c)

in Standardform kennengelernt. Wir haben gesehen, wie
wir ausgehend von einer aktuellen zulédssigen Basislosung
r=(zp,zn)T mitzp = AfBlb > 0 und zn := 0 entweder
eine neue Basislosung mit héchstens besserem Zielfunkti-
onswert finden kénnen oder korrekt schliefen kénnen, dass
das Problem (??) unbeschrinkt ist, d.h. Losungen mit be-
liebig kleinem Zielfunktionswert besitzt.

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit den zwei
wichtigen Punkten, die noch dazu fehlen, um das Simplex-
Verfahren zu einem vollstandigen Optimierungsalgorith-
mus zu machen:

Terminieren: Bricht der Simplex-Algorithmus immer ab
oder kann es vorkommen, dass unendlich viele Itera-
tionen durchgefiihrt werden?

Mit dieser Frage beschéftigen wir uns in Abschnitt ?7.
Hier werden wir feststellen, dass die Wiederholung einer
Basislosung die einzige Moglichkeit ist, die einen Abbruch
nach endlich vielen Schritten verhindert. Wir zeigen dann,
dass durch geeignete Wahl der eintretenden bzw. die Basis
verlassenden Variablen, dieses sogenannte Kreiseln ausge-
schlossen werden kann.

Initialisierung: Wie finden wir eine erste zuldssige Ba-
sis?
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Die Initialisierung der Simplex-Methode ist Gegen-
stand von Abschnitt ??7. Wir zeigen, wie man fiir je-
des Problem (??7) in Standardform ein sogenanntes Pha-
se I Problem aufstellen kann, das wiederum ein Lineares
Programm ist und fiir das man leicht eine zulédssige Ba-
sis angeben kann. Die Losung des Phase I-Problems mit
der Simplex-Methode liefert dann entweder eine zuléssige
Startbasis fiir (??) oder die Information, dass (?7) keine
zuldssige Losung besitzt.

4.1 Terminieren

Wir betrachten das folgende Lineare Programm in Stan-
dardform:

min —2.3x1—2.1522+13.5523+0.4x4

0.4x14+ 0.225— 1.423—0.224+ x5 =0
—T7.8x1— l.dxo+ 7.8x3+0.4x4 +z6 =0
X1, €2, €3, T4, Ts5, Te ZO

In der Simplex-Methode gibt es im allgemeinen mehre-
re Moglichkeiten, eine Variable in die Basis aufzunehmen
bzw. aus der Basis zu entfernen. Fiir das Beispiel setzen
wir folgende Regeln fest:

e Falls beim Pricing es mehrere Nichtbasisvariable j
mit zZ; < 0 gibt, so wéihlen wir diejenige mit kleins-
tem z; aus, um in die Basis aufgenommen zu werden.

e Falls es beim Ratio-Test mehrere Basisvariablen gibt,
fiir die das Minimum angenommen wird, so entfernen
wir eine Basisvariable xp, mit groftem Wert wy.

Fiir unser Beispiel ist eine primal zuléssige Basis B =
(5,6) und die zugehérige Basislosung gegeben durch

on= () == (51) " (6) - 9

T 0
By = Ty | _ 0
T3 0
T4 0

Der Zielfunktionswert ist ¢’z = ¢T'0 = 0. Wir fithren nun
die einzelnen Schritte des Simplex-Algorithmus aus.



4.1 Terminieren

(1) BTRAN: Lose 57 A.p = c%, d.h.
({10 _
7 <0 1) =(0,0) =g"=(0,0".

(2) Pricing: Berechne zy = cy — AL 7.

Wir haben
—2.3
_ 0 —2.15
o = oy = Aly (0) TNT 1355
0.4
Die Nichtbasisvariable mit dem kleinsten negativen
Wert z; = —2.3 ist x1. Somit wird z; in die Basis auf-
genommen und im Simplex-Algorithmus wird j = 1
gewahlt.

(3) FTRAN: Lose A.pw = A.;.

(9= (%) =v=(%)

Es wird sich nachher als niitzlich fiir die Darstellung
herausstellen, wenn wir im FTR AN-Schritt nicht nur
w = AfBlA.j berechnen, sondern gleich die komplette
Matrix A,_BlA.N. Fiir diese gilt:

04 02-14 —0.2)

—1 o
Apdy = (—7.8 14 7.8 04 (42)

Den Vektor w haben wir dabei in der Matrix hervor-
gehoben.

(4) Ratio-Test: Berechne v = min { wjk
Wir haben Zp = (75,26)7 = (0,0)7. Da alle Basisva-
riablen den Wert 0 haben und nur w; > 0 gilt, haben
wir v = 0 und xp, = x5 verldsst die Basis.

(5) Update:

e (2] e () 0o
N::N\{j}U{Bi}:{1727374}\{1}U{5}:{2737475}
Bl =1

1 :=v=0

Wir erhalten die neue Basislosung = zur Basis B =
(1,6):

k :wk>0undk€{1,...,m}}.
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degenerierte Iteration

degenerierter Pivot
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Ts

Im Beispiel oben haben wir zwar eine neue Basis erhal-
ten, die Basislosung stimmt aber mit derjenigen aus der
letzten Iteration iiberein, da im Ratio-Test v = 0 war.

Definition 4.1 (Degenerierter Pivot, degenerierte
Iteration). FEine Iteration des Simplex-Algoirthmus, bei
der im Ratio-Test v = 0 gilt, heifit degenerierte Iteration
oder degenerierter Pivot.

Bei einer degenerierten Iteration machen wir im Be-
zug auf die Zielfunktion keinen Fortschritt, da sich die ei-
gentlichen Losung nicht verdndert. Wir fithren nun unser
Beispiel weiter fort:

(1) BTRAN: Lése 57 A 5 = %, d.h.

gt <0(')4 ?) =(-23,0) =37 =(-5.75,0)T.

(2) Pricing: Berechne zy = cy — A3,

—2.15 0.2 —1.4 1
B 13.55 14 78 5.5
ANE 04 [T l-02 0 (=5.750) = ~0.75

0 1 0 5.75

Geméf unsere Festlegungen wéhlen wir j = 1 mit z; =
—1 und die zugehorige Nichtbasisvariable xo wird in

die Basis aufgenommen.
(3) FTRAN: Lose A pw = A,;.

(D= (%) =e=(32)

z

(4) Ratio-Test: Berechne v = min{ Bk’“ cwk >0und k€ {1,..., m}}

Wir haben Zp = (z1,76)7 = (0,0)7. Da wieder al-
le Basisvariablen den Wert 0 haben und wy > 0 der
grofite Wert ist, entfernen wir geméfl unserer Vorga-
ben die Variable zp, = z¢ aus der Basis.

(5) Update: Wir erhalten die neue Basis B = (1,2) mit
der zugehorigen Basislosung Zp = (71,72)7 = (0,0)7,
N = (ii'3, T4,T5, fﬁ)T = (O, 0,0, O)T.
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Auch die zweite Iteration ist also degeneriert und wir
haben keinen Fortschritt in Bezug auf die Zielfunktion.
Die eigentliche Losung (O,O,O,O,O,O)T hat sich bisher
iitberhaupt nicht veridndert, nur die Aufteilung in Basis-
/Nichtbasisvariablen.

(1) BTRAN: Lése 5T A.5 = ¢&, d.h.

g ( 04 0.2 ) =(-2.3,-2.15) =g’ =(-13.55,-0.4)T.

-78-14

(2) Pricing: Berechne zy = cy — ALy4.

~13.55 1478 2.3
| o4 —-0.20.4 | -215
av=| o |- L | (F1385 —0.4) = | L

0 0 1 0.4

Geméf unsere Festlegungen wéhlen wir wieder j = 1
mit z; = —1 und die zugehdrige Nichtbasisvariable x3
wird in die Basis aufgenommen.

In diesem Moment halten wir kurz inne und verglei-
chen die aktuelle Situation mit der Situation in der ersten
Iteration. Die beiden Vektoren zy stimmen iiberein (le-
diglich die Namen der zugehorigen Variablen haben sich
gedndert). Anstelle im FTRAN-Schritt das Gleichungs-
system A.pw = A.; zu losen (also w = A5 A.; zu berech-
nen), berechnen wir wie in der ersten Iteration diesmal

A_};A.NZ

-1
1, (04 02 ~1.4-0210
Apdy= (—7.8 —1.4> ( 78 04 0 1)

04 0.2-1.4-0.2
- (—7.8 ~1.4 78 0.4) (4:3)

Wieder haben wir den Vektor w der aktuellen Iteration
hervorgehoben.

Wenn wir (?7) mit der Situation in der ersten Itera-
tion (??) vergleichen, so sehen wir, dass sich wie im Vek-
tor Zy nur die Namen der zugehorigen Variablen gedndert
haben, genauer gesagt, wir haben eine zyklische Ver-
schiebung der Variablen um zwei Stellen nach rechts:
waren in der ersten Iteration von den sechs Variablen
(x1,x2,x3, x4, x5, x¢) die letzten beiden Variablen Basis-
variablen und der Rest Nichtbasisvariablen, so sind jetzt
die x1, 2o die Basisvariablen. Die aktuelle Iteration verlauft
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also genauso wie die erste, die nichste wie die zweite etc.,
und man sieht nun leicht, dass wir nach weiteren vier Ite-
rationen wieder bei der Ausgangsbasis B = (5,6) lan-
den (zwei Iterationen verschieben um zwei Stellen). Die
Simplex-Methode terminiert also fiir unser Beispiel nicht.

4.1.1 Kreiseln

Definition 4.2 (Kreiseln). Wir sagen, dass der Simplez-
kreiselt Algorithmus kreiselt, wenn er eine Basis wiederholt.

Wie der folgende Satz zeigt, ist das Kreiseln die einzige
Moglichkeit, dass die Simplex-Methode nicht terminiert.

Theorem 4.3. Wenn der Simplex-Algorithmus nicht ter-
miniert, so kreiselt er.

Beweis. Eine Basis besteht aus m Basisvariablen. Es gibt
nur endlich viele, genauer gesagt (:1), Moglichkeiten m Va-
riablen aus n auszuwéhlen. Daher gibt es auch nur maxi-
mal (::L) mogliche Basen. Wenn der Simplex-Algorithmus
unendlich viele Iterationen durchfiihrt, muss daher eine
Basis wiederholt werden, also der Algorithmus kreiseln.

O

Theorem 4.4. Das Lineare Programm (1.17) besitze zulissi-
ge Losungen und die FEigenschaft, dass fiir alle primal
zuldssigen Basen B die entsprechende Basislosung (;ﬁ)
nichtdeneneriert ist, d.h. xp := AfBlb > 0 gilt. Dann ter-
miniert der Simplex-Algorithmus 1.1 nach endlich vielen

Schritten.

Beweis. Wegen Satz 77 geniigt es zu zeigen, dass der
Simplex-Algorithmus unter den Voraussetzungen des Sat-
zes nicht kreiselt. Wir betrachten wie in Lemma 1.6 zwei
aufeinanderfolgende Basen B und BT. Dann gilt fiir die
zugehorigen Basislosungen 7 und z+:

Tp+ _ _ _ _
(T = c£+x3+ = c£x3+ + ¢jxj — CB, X
TN+

T /- _ _ _
= cp(Tp — W) + ¢B,T; + ¢;Tj — CB,T;

= cpip + (¢j — chA5'Aj) v
—_———
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Ist nun By, Bs, ... eine Folge von Basen, die im Algorith-
mus 1.1 erzeugt werden, so folgt daraus, dass keine Basis
innerhalb der Folge doppelt auftreten kann, da die Ziel-
funktionswerte streng monoton fallen. Da es nur endlich
viele Basen gibt, folgt damit die Behauptung. O

4.1.2 Die Regel von Bland

Im Fall von degenerierten Basislosungen kann die Simplex-
Methode kreiseln. Wir zeigen nun, dass wir dieses Kreiseln
durch geeignete Wahl der eintretenden bzw. die Basis ver-
lassenden Variablen verhindern konnen. Nach der Regel
von Bland wéhlt man sowohl fiir die eintretende als auch
fiir die verlassende Variable unter allen moéglichen Varia-
blen diejenige mit kleinstem Index:

Regel von Bland

Eintretende Variable: Falls beim Pricing es meh-
rere Nichtbasisvariable j mit z; < 0 gibt, so wéhlen
wir diejenige mit kleinstem Index j aus, um in die
Basis aufgenommen zu werden.

Verlassende Variable: Falls es beim Ratio-Test
mehrere Basisvariablen gibt, fiir die das Minimum
angenommen wird, so entfernen wir eine Basisva-
riable zp, mit kleinstem Index Bj.

Bevor wir zeigen, dass die Regel von Bland das Krei-
seln verhindert, wiederholen wir kurz noch einmal wichtige
Ergebnisse iiber das Simplex-Verfahren, die wir im Beweis
verwenden werden: Ist B eine Basis von A mit zugehori-

ger Basislosungung & = (A;JBlb), so gilt nach (1.15) fiir jede

(nicht notwendigerweise zulédssige) Losung  von Az = b:

Tr=c"t+ 2oy =T+ (ch —cBAZFAN)TN. (4.4)

Es stellt sich fiir den folgenden Beweis als niitzlich heraus,
den Vektor z(B) € R™ wie folgt zu definieren:

2‘(3)._ z; fallsie N (45)
U)o fallsi € B. '

Mit dieser Notation schreibt sich (??) wie folgt:

'z ="z 4 2(B)"x fiir jede Losung « von Az = b.
(4.6)
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Im Simplex-Verfahren nehmen wir eine Nichtbasisvaria-
ble j € N nur dann in die Basis auf, wenn

Z(B) <0 (4.7)

gilt. Durch Erhohung des Wertes von x; auf ¢ > 0 bei
gleichzeitigem Fixieren aller weiteren Nichtbasisvariablen
auf 0 andert sich der Wert der Basisvariable x; € B auf:

wobei w(B) := w = A A gilt. Wir haben hier den Vek-
tor w auch mit der Basis B indiziert, weil im folgenden
Beweis verschiedene Basen auftauchen und wir Verwirrun-
gen vermeiden wollen. Nach Konstruktion des Simplex-
Verfahrens wird also nur dann eine Basisvariable z; € B
aus B entfernt, falls

w;(B) > 0. (4.9)
gilt.

Theorem 4.5. Werden eintretende und verlassende Va-
riable nach der Regel von Bland gewdhlt, so terminiert
die Simplex-Methode nach endlich vielen Iterationen ent-
weder mit einer Optimallésung oder der Information, dass
das Problem (??) unbeschrinkt ist.

Beweis. Nach Satz 1.9 auf Seite 18 liefert das Simplex-
Verfahren bei Abbruch entweder eine Optimallésung oder
die korrekte Information {iber die Unbeschréinktheit. Dariiber-
hinaus zeigt Satz 77, dass Kreiseln die einzige Moglichkeit
ist, die Terminieren verhindert. Es geniigt also zu bewei-
sen, dass das Simplex-Verfahren mit der Regel von Bland
nicht kreiseln kann.

Wir fithren einen Widerspruchsbeweis, indem wir an-
nehmen, dass das Vefahren kreiselt. Falls das Verfahren
kreiselt, so durchliuft es eine Folge B®), B+ B+k) —
B®) von zuliissigen Basen, wobei die Basis B(®) = B(P+k)
wiederholt wird. Wir nennen eine Variable x; unbestindig,
wenn sie in mindestens einer Basis der obigen Folge Basis-
variable und in mindestens einer weiteren Basis der Folge
Nichtbasisvariable ist. Wir setzen

f:=max{i: z; ist unbesténdig }, (4.10)

d.h. zf ist die unbestdndige Variable mit maximalem In-
dex.
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Da xy unbesténdig ist, gibt es eine Basis B mit z; € B,
so dass ¢ im néchsten Schritt aus der Basis entfernt wird,
und eine Basis B’, bei der z; im néchsten Schritt wieder
aufgenommen wird:

—  x¢ verldsst die Basis
.— B — 4

z; kommt in die Basis zy kommt in die Basis o

Sei z; die Variable, die beim Entfernen von z; aus B in
die Basis aufgenommen wird. Da B(®) = B®tF) wird je-
de Variable, die in unserer Folge aufgenommen wird, auch
irgendwann einmal entfernt, daher ist auch z; eine un-
besténdige Variable. Es gilt dann nach (??) und (?7?)

z;(B) <0, da x; nach B in die Basis kommt (4.11)
ws(B) >0, dax; die Basis B verlisst (4.12)
Zf(B") <0, da zy nach B in die Basis kommt. (4.13)

Seien # und 2’ die zu den Basen B bzw. B’ gehorenden
Basislosungen. Wir werden zeigen, dass es einen Index r €
B mit r < f und 7, = 0 sowie w,(B) > 0 gibt. Nach
der Regel von Bland hétte diese Variable wegen r < f
an Stelle von z; aus der Basis B entfernt werden miissen.
Dies ist dann der gewiinschte Widerspruch, der den Beweis
beendet.

Nach (??) gilt fiir jede (nicht notwendigerweise zuléssi-

ge) Losung von Az = b:
Te=c"z4+2B)"x (4.14a)
e =c"2 +2(B) . (4.14b)
Da alle Iterationen in unserer Folge degenerierte Iteratio-
nen sind (andernfalls wiirde sich der Zielfunktionswert in
einer Iteration strikt verbessern und Kreiseln wére ausge-

schlossen), folgt ¢’z = c¢'a’ =: Z. Daher ergibt sich fiir
alle Losungen von Ax = b aus (??) die Gleichung;:

Z(B)Tx = 2(B""x. (4.15)
Wir betrachten fiir t € R die spezielle Losung

t
x;(t) == 0 fiir alle i € N\ {j}
xg(t) = A;}l(b— Anzg(t) =7 — w(B)t,

Zj

(t):
(t):

von Az = b, die wir bereits bei der Herleitung des Simplex-
Verfahrens verwendet hatten. Da z;(B) = 0 fiir i € B und
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z;i(t) = 0 fir i € N\ {j}, ist die linke Seite von (??)

gleich z;(B)z;(t) = z;(B)t. Da wiederum x;(t) = 0 fiir
2

i ¢ BU{j}, ergibt sich durch Einsetzen in die rechte Seite
von (?7):
Z(B)t = 2 (B)z;(t) + > z(B)ai(t)
ieB
=%(B)t+ > z(B')(z: — wi(B)t).
i€eB

Durch Umordnen der Terme erhalten wir die Gleichung:

t Ej(B) — Ej(B/) + ZEZ(B/)U%(B) = Z Ei(B/),fi,
ieB i€B
(4.16)
die nach unserer Herleitung fiir alle ¢ € R gilt. Da die
rechte Seite von (??) unabhéngig von ¢ ist, folgt, dass der
Term in der Klammer auf der linken Seite von (??) gleich 0
sein muss, d.h.

5(B) - 5(B) = - S m(B)wi(B).  (417)
ieB

Nach (??) gilt z;(B) < 0. Da ¢ die unbestiindige Varia-
ble mit maximalem Index ist, haben wir j < f. Nun wird
nach der Basis B’ die Variable z; in die Basis aufgenom-
men. Nach der Regel von Bland muss daher z;(B’) > 0
gelten (wire z;(B’) < 0, so wire z; ¢ B’ eine Variable mit
kleinerem Index, die anstelle von zf in die Basis kdme).
Somit ist die linke Seite von (?7?) strikt kleiner als 0. Daher
ist auch die rechte Seite von (??) strikt kleiner als 0 und
es existiert mindestens ein r € B mit z,.(B’)w,(B) > 0.

Insbesondere ist z.(B’) # 0 und r ¢ B’ (fir r € B’
gilt z.(B) = 0 nach Konstruktion in (??)). Wir haben
also r € B, aber r ¢ B’, womit auch z, eine unbestindige
Variable ist. Nach Wahl von f als maximaler Index einer
unbesténdigen Variablen folgt » < f. Es gilt sogar r < f,
da nach (??) und (??) z¢(B’) < 0 und wy(B) > 0, d.h.
Zp(B"wg(B) < 0 gilt.

Wir haben gesehen, dass z.(B’) # 0 gilt. Da r < f
und die Variable 2, mit r ¢ B’ nicht in die Basis B’
aufgenommen wird (sondern z ), folgt z,.(B") > 0. Wegen
Z-(B")w,(B) > 0 haben wir dann w,(B) > 0.

Wir haben bereits bemerkt, dass alle Iterationen in
der Folge degeneriert sind. Insbesondere #ndert sich fiir
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keine der Variablen ihr Wert in der Folge. Da r ¢ B’ gilt
#! = 0 und somit auch z, = 0. Wegen w,(B) > 0 und
r < f hétten wir also nach der Regel von Bland z, aus
der Basis B entfernen miissen und nicht o O

Als Korollar aus unseren Ergebnissen zur Regel von
Bland konnen wir eine zweite Variante des Fundamental-
satzes der Linearen Programmierung beweisen:

Theorem 4.6 (Fundamentalsatz der Linearen Pro-
grammierung II). Fir das Lineare Programm in Stan-
dardform

min ¢’z (4.18a)
Az = (4.18b)
x>0 (4.18¢)

mit Rang A = m gilt genau eine der folgenden Aussagen:

(i) (??) hat keine zulissige Losung.

(it) (7?) ist unbeschrinkt, d.h. es gilt min { Tz : Az = b,z >

—00
(i1i) (??) hat eine endliche Optimallésung die zugleich auch
Basisldsung ist.

Beweis. Offenbar kann nur hdchstens eine der drei Aussa-
gen (i)—(iii) fiir ein Lineares Programm (??) gelten. Wir
nehmen an, dass (i) und (ii) nicht gelten und zeigen, dass
dann (iii) folgt.

Da (i) nicht gilt, hat (??) eine zuldsige Losung. Nach
dem Fundamentalsatz (Satz ?7) hat das Problem dann
aber auch eine zuldssige Basis B mit zugehoriger Ba-
sislosung . Wir wenden die Simplex-Methode mit der
Regel von Bland auf (?7) an, wobei wir mit der Basis B
starten. Es terminiert dann nach Satz 7?7 nach endlich vie-
len Schritten. Da (ii) nicht gilt, kann das Verfahren nicht
mit der Information abbrechen, dass das Problem unbe-
schriankt ist. Also muss das Verfahren mit einer optimalen
Losung abbrechen, die gleichzeitig eine Basislosung ist, al-
so folgt (iii).

4.2 Die Phase I der Simplex-Methode

Nachdem wir die Frage des Terminierens der Simplex-
Methode erfolgreich beantwortet haben, wenden wir uns
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nun der Frage zu, wie wir eine erste zulédssige Basislosung
fiir ein Lineares Programm in Standardform

min ¢’z (?7a)
Az = (27b)
x>0 (?2¢)

finden, bzw. feststellen, dass es keine zuldssige Losung
gibt.

Wir verzichten in diesem Abschnitt auf die Annahme,
dass die Matrix A vollen Zeilenrang hat, d.h. wir lassen
nun Rang(A) < m zu. Dafiir nehmen wir aber an, dass
der Vektor b auf der rechten Seite von (??) die Bedingung

b>0 (4.20)

erfiillt. Dies kénnen wir einfach dadurch erreichen, dass

wir eine Zeile A;.x = b; mit b; < 0 mit —1 multiplizieren:
Wir betrachten nun das folgende Hilfsproblem, das

ebenfalls ein Lineares Programm in Standardform ist:

min Yy, (4.21a)
1=1
Az +y=10> (4.21b)

Sei
e=(1,...,)T e¢R"

der Vektor, der aus lauter Einsen besteht. Mit u = (z),

d:= (%) und D := (A 1I) schreibt sich (??) dann auch
als

min dTu
Du=5b
z>0

Man beachte, dass die Matrix D = (A I) der Nebenbe-
dingungen von (??) auf jeden Fall Rang D = m hat, da
D die m x m-Einheitsmatrix als Teilmatrix besitzt. Sind
insbesondere {1,2,...,n,n+ 1,...,n 4+ m} die Spalten-
indizes von D, dann ist ist B := (n+ 1,...,n + m) eine
Basis von D mit D.g = 1.

Die Variablen des Vektors y werden als kinstliche Va-
riablen bezeichnet, die eigentlichen Variablen x unseres
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urspriinglichen Problems als Strukturvariablen. Die Ba-
sis B = (n+ 1,...,n + m) enthédlt nur Indizes von
kiinstlichen Variablen. Die zu B gehorende Basislosung
ist u = (37) mit

up:=DZb=Ib=b>0

un = 0.

Wegen unserer Annahme b > 0 aus (7?) ist B = (n +
1,...,n+m) also eine zuliissige Basis fiir das Lineare Pro-
gramm (??) und wir konnen das Simplex-Verfahren (Al-
gorithmus 1.1 auf Seite 15) mit der Startbasis B auf (?7?)
anwenden.

Wenn wir die Regel von Bland aus dem letzten Ab-
schnitt verwenden, so terminiert die Simplex-Methode
nach Satz 7?7 entwender mit einer optimalen Losung des
linearen Programms (?7?) oder der Information, dass (?7?)
unbeschrinkt ist. Da fiir jede zuldssige Losung u = (;5)
von (?7?) wegen y > 0

m
dTu:eTy=Zyi >0
i=1

gilt, ist (??) nicht unbeschréinkt, es verbleibt also nur
die Moglichkeit, dass das Simplex-Verfahren eine optima-
le Losung findet, die auch Basislosung ist. Sei u* = (Z )
diese Losung und B* die zugehorige optimale Basis. Wir
unterscheiden folgenden Félle:

Fall 1: Es gilt dTu* = eTy* > 0

In diesem Fall kann das Ausgangsproblem (?7) keine
zuldssige Losung besitzen. Wire namlich x eine solche
zuléissige Losung, so wire (3) eine zuldssige Losung von (?7)
mit Zielfuktionswert 0 im Widerspruch dazu, dass der op-

timale Wert d”u* von (?7) strikt groBer als Null ist.

Fall 1: Es gilt dTu* = eTy* =0
Diesen Fall untergliedern wir in zwei Unterfille:

2a: B*N{n+1,n+2,...,n+m} =0, d.h. B* enthilt
keine kiinstliche Variable.
In diesem Fall ist D.g« = A.g«. Insbesondere ist A.p-
nichtsingulédr und die zu B* gehorende Basislosung
T = (?5*) mit N* :={1,...,n} \ B* durch

x
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Tp-=AZ.b=DZ.b=ap. >0

Ty =0

zuldssig. Also ist B* eine zuléssige Basis fiir das Aus-
gangsproblem (??) und wir kénnen B* als Startbasis
verwenden, um mit dem Simplex-Verfahren das Pro-
blem (??) zu l6sen.

B*n{n+1,n+2,...,n+m} # 0, dh. B* enthilt
mindestens eine kiinstliche Variable.

Wir versuchen nun, dhnlich wie beim Simplex-Verfahren
die kiinstlichen Variablen in der Basis durch Struktur-
variablen zu ersetzen.

Wir starten mit B := B* und N :={1,...,n+m}\
B. Seien By, := BN{n+1,n+2,...,n+m} die Indizes
der kiinstlichen Variablen in der Basis B. Es gilt y* =
0, insbesondere besitzen alle kiinstlichen Variablen in
der Basis den Wert 0 und die Basis B ist degeneriert.
Sei j € {1,...,n} N N der Index einer Strukturvaria-
blen, die nicht in der Basis ist und w = D A.;. Falls
w; # 0 fiir ein ¢ € By, so fithren wir eine (leicht mo-
difizierte) Iteration des Simplex-Verfahrens mit x; als
eintretender und y; als austretender Variable durch.
Da yf = 0 und w; # 0 gilt fiir den Wert 4’ aus dem
modifizierten Ratio-Test (1.25) die Bedingung ' := 0.
Nach Beobachtung 1.7 ist B\ {i} U {j} eine zulissi-
ge Basis, wobei sich in dieser degenerierten Iterati-
on die Basislosung (bis auf die Zuordnung der Basis-
und Nichtbasisvariablen) nicht #ndert. Wir setzen nun
B:=B\{i}U{j}und N:= N\ {j}uU{i}.

Solange wir also fiir einen Index j € {1,...,n}NN und
i € By finden, so dass fiir w = D}}A.j die Bedingung
w; # 0 gilt, konnen wir wie oben beschrieben eine
kiinstliche Variable gegen eine Strukturvariable in der
Basis austauschen.

Entweder konnen wir damit alle kiinstlichen Variablen
aus der Basis entfernen und landen damit in Fall 2a,
oder es gilt

(D5 A;)i =0 firalle j€{1,2,...,n} NN
undi € BN{n+1,n+2,...,n+m}
(4.22)

Wir zeigen nun, dass wir die zu By gehérenden Zeilen
aus Az = b streichen koénnen, ohne die Losungsmenge
zu veriandern. Dazu bemerken wir zunéchst, dass das
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System Ax = b offenbar dquivalent zu Az + y = b,
y =0, also zu Du=0und y = 0 mit u = (;) ist.

Sei u = (gﬁ) = (Dggb) die aktuelle optimale Ba-
sislosung von (??). Wir definieren

B, :=Bn{l,...,n} N,:=Nn{l,...,n}
B,:=Bn{n+1,...,n+m} Ny:=Nn{n+1,...

Wegen (?7?) ist die Matrix (D._BlD»Nw)By. die Nullma-
trix:

(DB D.N,)p, =0 (4.23)

Fiir eine beliebige Losung u = (;‘ﬁ) von Du = b gilt
dann

up = D3 b—DFD.yuy = tp—D 5 D.yuy. (4.24)

Wenn wir u g in die Strukturvariablen und kiinstlichen
Variablen aufschliisseln, haben wir

rp, =1up, — (DEDN,)p,. (D,;}D.Ny)Bﬁ

—ap, — | x| « (xN> (4.25)

(D DN)p,. | (DD,

— | ol « (“’N> (4.26)

Yn,

Das Gleichungssystem Du = b ist dquivalent zu up =
ug — D}}D.NUN aus (??) und wir haben gezeigt,
dass (?7?) (bis auf Permutation der Zeilen) die folgende
Form besitzt:

rB, = UB, — * * (xNI) (427&)
UN,
ys, =—| 0 | = (wN> (4.27b)
UN,

,m+m}.

()
YN,

()
Yn,
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Ist also Du = b mit u = (z) = (95), so sind alle kiinst-
lichen Variablen gleich 0 und der untere Teil (?7) des
Gleichungssystems unabhéngig von der Wahl von zy,
stets erfiillt. Das bedeutet, dass die zu B,, geh6renden
Zeilen redundant sind und eliminiert werden kénnen.
Damit reduziert sich die Matrix A des Gleichungssy-
tems Az = b zu Ap,. und D.p, = Ap,. ist regulér.
Mit anderen Worten, B, ist eine Basis fiir Ap,. und
es gilt dariiberhinaus fiir die zugehorige Basislosung &
nach (??) wegen xy, = 0:

Tp, =tp, = D5 b— Dy D.yuy > 0.

Daher ist B, eine zuléssige Basis und damit das, was
wir erreichen wollten.

4.3 Die Effizienz der Simplexmethode

Aus praktischer Sicht stellt sich natiirlich nicht nur die
Frage der Endlichkeit, sondern man benétigt auch Aussa-
gen iiber das Worst-Case Verhalten des Simplex-Algorithmus.
Weiterhin stellt sich die Frage, ob es eine polynomiale Aus-
wahlregel fiir die Schritte zwei und drei gibt.

Bislang ist eine solche Regel nicht bekannt.

Beispiel 4.7. Betrachte fiir ein € mit 0 < € < % das Pro-
blem

min —x,,
e <z <1
exj1 < x; < 1—exj fir j=2,3,...,n

Dieses Beispiel ist in der Literatur unter dem Namen
Klee-Minty-Wiirfel bekannt (benannt nach seinen Entde-
ckern). Man kann zeigen, dass der Simplex-Algorithmus
2™ Tterationen zur Losung des obigen linearen Programms
benétigt, demnach also alle Ecken ablduft (zum Beweis
siehe beispielsweise Papadimitriou & Steiglitz [?]).
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(8,82,1—83)

145 2 3
(e,1-€,1-¢+€”)
12
(Le1-€)

(1,1—£,l—£+£2)

()
0 06— (8,1—82,8-83)

(11-€e)

08 1

12 14 X1

%,

Abb. 4.1. Klee-Minty-Wiirfel (Beispiel ?77?)

4.4 Implementierung des
Simplex-Verfahrens

Im folgenden wollen wir noch einige Anmerkungen dazu
machen, wie das Simplex-Verfahren in der Praxis imple-
mentiert wird.

Losen der linearen Gleichungssystem

Das Losen von linearen Gleichungssystemen kann sehr
hohe Laufzeiten verursachen. Das Bilden einer Inversen
benétigt mindestens O(n?T¢) Schritte (hierbei gilt € €
(0,1]). Hinzu kommt, dass die Inverse dicht besetzt sein
kann (d.h. viele Nicht-Null-Eintréige), obwohl die Aus-
gangsmatrix diinn besetzt ist. Hier ein paar Anmerkun-
gen, wie man diese Probleme vermeiden kann.
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Anstelle der Basisinversen Ag,l kann man z.B. eine LU-
Faktorisierung von Ap bestimmen, d.h. man erzeugt eine
untere Dreiecksmatrix L und eine obere Dreiecksmatrix U,
so dass L - U = Ap gilt. Das Gleichungssystem Apx = b
kann dann in zwei Schritten gelost werden:

b= Apx = L Uz
<~
=y
Ly = b
Uz = y.

Beachte, dass durch die Dreiecksgestalt der Matrizen L
und U beide Gleichungssysteme durch einfaches Vorwérts-
, bzw. Riickwértseinsetzen gelost werden konnen. Wichtig
ist bei der LU-Zerlegung, L und U diinn besetzt zu hal-

ten. Dazu gibt es eine Reihe von Pivot-Strategien bei der
Bestimmung von L und U. Letztendlich gilt

L =L,P,Ly 1Pyn_1-...-L1P,
U = UQOUm—lQm—l et UlQlu

wobei die P; und ); Permutationsmatrizen sind und L;
bzw. U; von der Form

i

sind. Eine sehr gute Implementierung einer LU-Zerlegung
fiir diinn besetzte Matrizen ist z.B. in Suhl & Suhl [?] zu
finden.

Dennoch wére es immer noch sehr teuer, in jeder Itera-
tion des Simplex-Algorithmus eine neue LU-Faktorisierung
zu bestimmen. Es gibt gliicklicherweise Update-Formeln.
Mit den Bezeichnungen aus (?7) gilt:

Theorem 4.8. Sei

1
—, fallsj=1i
w;

n =

wj
——=, sonst.
Wy
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sowie die Matrizen F' und E wie folgt gegeben:
1 w1

Wy, 1

ui

Nm 1
T
)
Dann gelten die Beziehungen Ag+ = Ap - F und
Al = E-Agh

Beweis. Zunichst gilt Ag+ = Ap - F (vgl. FTRAN) und
durch Nachrechnen verifiziert man F - E = I, d.h. F~! =
E. Damit folgt nun
Agy = (Ap-F)™' = F' A" = E- A5

Satz 7?7 kann nun verwendet werden, um Gleichungs-
systeme in Folgeiterationen zu l6sen, ohne explizit eine
neue Faktorisierung berechnen zu miissen. Sei By die Ba-
sis, bei der zum letzten Mal eine LU-Faktorisierung be-
rechnet wurde, d.h. L - U = Ap, und wir betrachten die
k-te Simplexiteration danach und wollen daher ein Glei-
chungssystem der Form

ABk Ip, = b (*)
l6sen. Dann gilt

Ap, = Ag-Fy-Fy---F}

k

und
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Ty = FVFL e
= Ey-Eyx_1--- E1xo,
wobei zo die Losung von Ap,x = b ist. Ty, ist die Losung
von (), denn
Ap, Ty = (Ap, - F1 -Fy---Fy) - (Ey, - Ep_1 -+ E1xo)
= Ap, (F\-Fy---Fy-Ey - Ex_1---E1) xg

=1

= ABoxO =b.

Beachte, dass diese Herleitung eine nochmalige Bestéti-
gung der Korrektheit der Update-Formel im fiinften Schritt
(Update) des Algorithmus ?? darstellt. Mit der Bezie-
hung Ap, = Ap, - F1 - F»--- F}, lassen sich entsprechend
Update-Formeln fiir BTRAN (zur Berechnung von y) und
FTRAN (zur Berechnung von w) herleiten. Mehr Infor-
mationen zur effizienten Implementierung dieser Berech-
nungsmoglichkeiten findet man z.B. in [?].

Abschliefend sei bemerkt, dass die Update-Formeln
die Gefahr bergen, dass die numerischen Fehler in den
Losungsvektoren verstirkt werden. Es empfiehlt sich da-
her, hin und wieder neu zu faktorisieren (aktuelle Codes
tun dies etwa alle 100 Iterationen).

Pricing

In der Literatur wird eine Vielzahl von Auswahlregeln dis-
kutiert, welcher Index j € N im Pricing gew&hlt werden
soll. Die am hé#ufigsten verwendeten Regeln in heutigen
State-of-the-art Paketen sind:

(1) Kleinster Index.
Diese Auswahlregel ist Teil von Blands Regel zum Ver-
meiden des Kreiselns.

(2) Volles Pricing (Dantzigs Regel).
Berechne die reduzierten Kosten fiir alle Nichtbasisva-
riablen und wéihle einen der Indizes mit den kleinsten
reduzierten Kosten.
e Wird h#ufig benutzt in der Praxis.
e Kann sehr aufwendig sein, wenn die Anzahl der

Variablen grof} ist.
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(3)

Partial und Multiple Pricing.

Partial Pricing versucht die Nachteile des vollen Pri-
cings zu vermeiden und betrachtet nur eine Teilmen-
ge der Nichtbasisvariablen. Nur wenn diese Teilmenge
keine negativen reduzierten Kosten enthilt, wird eine
neue Teilmenge betrachtet. Dies wird fortgesetzt, bis
alle reduzierten Kosten nicht-negativ sind.

Multiple Pricing nutzt die Tatsache, dass Variablen
mit negativen reduzierten Kosten in Folgeiterationen
héufig wiederum negative reduzierte Kosten haben.
Deshalb werden Variablen, die in fritheren Iteratio-
nen bereits negative reduzierte Kosten hatten, zuerst
betrachtet.

Multiple Partial Pricing kombiniert diese beiden Ide-
en.

Steepest Edge Pricing (Kuhn & Quandt [?], Wolfe &
Cutler [?]).

Die Idee besteht hierbei darin, eine Variable zu wahlen
(geometrisch gesehen eine Kante), die am steilsten
bzgl. der Zielfunktion ist, die also pro Einheit , Va-
riablenerh6hung® den grofiten Fortschritt in der Ziel-
funktion bewirkt. In Formeln sieht das folgenderma-
Ben aus:

Der Update im flinften Schritt von Algorithmus 77
lautet

B B . —ARTA.
()= () = we (5
TN TN €4

Mit dieser Definition von 7 gilt fiir die reduzierten
Kosten

Zj = ¢; — chAG A, = Ty,
Im Gegensatz zum vollen Pricing, wo ein j € N
gewahlt wird mit

T _ : T
¢ nj = mincy,

wéhlen wir nun ein j € N mit
c'nj Ty
= min —-.
Il 1en {lml]

Vorteil: Deutlich weniger Simplex-Iterationen notig.

7
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Nachteil: Rechenaufwendig, es muss in jedem Schritt
ein Gleichungssystem zur Berechnung der n; gel6st
werden. Abhilfe schaffen die Update-Formeln von
Goldfarb und Reid (siehe [?]).

Alternative: Approximation der Normen (siche [?]).

Bekannt als Devex Pricing.

Ratio-Test

Ein ernsthaftes Problem im Ratio-Test ist es, dass das
Minimum v u.U. fiir einen Index ¢ angenommen wird, fiir
den der Nenner w; sehr klein ist. Dies fithrt zu numerischen
Instabilitdten. Eine Idee, um dieses Problem zu l6sen, geht
auf Harris (siehe [?]) zuriick. Die Berechnung erfolgt in
mehreren Schritten.

, B fallswp >0
(1) Bestimme rp, = Wk fir k =

+00, sonst.

1,2,...,m.
(2) Berechne

t = min{rk—ki’ke]\]},
Wi

wobei € > 0 eine vorgegebene Toleranz bezeichnen soll
(z.B. e = 1079).
(3) Der verlassende Index i ist nun

i = argmax{wg|ry <t, k=1,2,...,m}.

Beachte, dass ¥p negativ werden kann, da ¢ > 0 gilt,
und daraus eine unzuléssige Basis resultiert. In diesem Fall
wird die untere Schranke Null auf mindestens —e gesetzt
(engl.: shifting) und die Berechnungen der Schritte (1) —
(3) wiederholt.

Wie man Variablen mit unteren Schranken, deren Wert
ungleich Null ist, behandelt, werden wir im néchsten Ab-
schnitt sehen.

Die unzuléssigen Schranken werden erst am Ende des
Algorithmus entfernt. Dies geschieht durch einen Aufruf
der Phase I mit einem anschliessenden erneuten Durchlauf
der Phase IT des Simplex-Algorithmus. Die Hoffnung dabei
ist, dass am Ende nur wenige Variablen echt kleiner als
Null sind und damit die beiden Phasen schnell ablaufen.
Mehr Details dazu findet man in Gill, Murray, Saunders
& Wright [?].
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In diesem Abschnitt wollen wir uns noch mit zwei Va-
rianten / Erweiterungen des Algorithmus ?? beschifti-
gen. Zum einen ist dies die Behandlung von unteren und
oberen Schranken, zum anderen ist es der duale Simplex-
Algorithmus. Wir beginnen mit letzterem.

4.5.1 Der duale Simplex-Algorithmus

Die Grundidee des dualen Simplex-Algorithmus ist es, den
primalen Simplex-Algorithmus ??7 auf das duale lineare
Programm in Standardform (??) anzuwenden, ohne (?7)
explizit zu dualisieren. Historisch war die Entwicklung je-
doch anders: Man dachte zun#chst, man hétte ein neues
Verfahren gefunden, ehe man den obigen Zusammenhang
erkannte. Betrachten wir nochmals (?7)

minc’ z
Az = b
x>0

und das dazu duale Programm in Standardform (?7)

max b’y
Aty + 1z = ¢
z >0

Wir gehen im Folgenden wieder davon aus, dass A vollen
Zeilenrang hat, d.h. Rang(A) = Rang(AT) = m < n. Mit
D = (AT, I) € K**(m+n) erhilt (??) die Form

max by
D<y> =c
z
z > 0.

Eine Basis H des dualen Programms in (??) hat also die
Michtigkeit n mit H C {1,2,...,m,m+1,...,m+n}.
Wir machen zunéchst folgende Beobachtung:

Theorem 4.9. Sei A € K™*™ mit vollem Zeilenrang und
H eine zulissige Basis von (7). Dann ist (??7) unbe-
schrinkt oder es existiert eine optimale Basis Hope mit
{1,2, ce 7m} - Hopt'
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Beweis. Ubung,.

Im Gegensatz zur Anwendung von Algorithmus 7?7 auf

- (??) haben wir hier die Besonderheit, dass nicht alle Va-
riablen Vorzeichenbeschrankungen unterliegen. Die Varia-
- blen in y sind sogenannte freie Variablen. Satz 77 sagt
Altes Kommando aus, dass wir 0.B.d.A. davon ausgehen kénnen, dass alle
df hier verwendet Variablen in y in einer Basis H fiir (?7) enthalten sind.

Da |H| = n und y aus m Variablen besteht, muss H
noch (n —m) Variablen aus z enthalten. Wir bezeichnen
mit N C {1,2,...,n} diese (n — m) Variablen und mit
B ={1,2,...,n} \ N die Indizes aus z, die nicht in der
Basis sind. Da Dy regulir ist, muss also auch (Ag)7 re-
gulér sein, also ist Ap regulér. Zur Vereinfachung der No-
tation schreiben wir im Folgenden A% anstelle von (Ag)7
und fiir (Ax)? entsprechend Ax f7. Nun gilt

D<y> =c,2>0 <= ATy +Iz=¢,2>0

z
{A}SerzB :CBazBZO}

ALy + 28y = en,2n >0
(4.28)

y= Ap"(cB — zB)
< ZN = CN — AI’ZJ\}ABT(CB — ZB)

Zn, 2z > 0

Setzen wir die Nichtbasisvariablen aus zg = 0, so ist
H (primal) zuléssig fiir (?7), falls

ZN = CN — AJI\}ABTCB 2 0,

was dquivalent dazu ist, dass B dual zuldssig ist (vgl. De-
finition ?7(a)).

Man beachte weiterhin, dass H durch N und B eindeu-
tig festgelegt ist. Daher ist es iiblich, der Definition ?7?(a)
zu folgen und von einer dual zuléssigen Basis B fiir (?77?) zu
sprechen und weniger von einer (primal) zuléissigen Basis
H fiir (?7).

Betrachten wir also eine dual zuldssige Basis B (Be-
achte: B sind die Nichtbasisvariablen im Dualen und N
sind die Basisvariablen im Dualen) mit
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ZN = CN — ATZ\}AETCB >0,
zg = 0

und wenden Algorithmus 7?7 auf (??) an.

(1) BTRAN liefert

bT AL 0 bT
7' Dy = Tl =

FLAT 4 AT = b7

!

=0
<— Iy =0, AgZg =D
<~ fNZO,i'B:Aglb

(2) Pricing berechnet die reduzierten Kosten (im Prima-
len ey — AL g) zu

Op—IgpTp = —ZpB

(Vgl. auch
T (27 r4-T _ _ 3T A-T,. —13\T
bly =" b (Ag (cp—zB)) = b Az ¢ (Agb)

——
>0 = optimal

Da (?7?) ein Maximierungsproblem ist, kénnen wir uns
nur verbessern, falls ¢;—(AT);.y > 0 gilt fiir ein j € N.
Gilt also —Zp <0< Zp > 0, so ist H (bzw. B) dual
optimal (d.h. B ist primal zuléssig). Andernfalls wéhle
einen Index B; mit Zp, < 0.

(3) FTRAN berechnet

o) = () = (50 ()= (

€j

0

)

).

< Abw =¢; und A w +ay =0

—A%w.

Tw = e
< Apw = ¢; und an

(4) Ratio-Test
Wir iberpriifen, ob ay < 0 ist (Beachte, dass das
Vorzeichen von w egal ist, da die Variablen in y freie
Variablen sind). Ist dies der Fall, so ist (??) unbe-
schriankt, d.h. P=(A,b) = 0. Andernfalls setze
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z

v =22 = min{—k‘ak>0, kEN}
Qa; (77

mit j € N, a; > 0. Damit verldsst nun j die duale

Basis H bzw. tritt in die Basis B ein.

Dies zusammen liefert

Der duale Simplex-Algorithmus

Input: Dual zuléssige Basis B, zy = cN—AJTVAETcB >
0.
Output:
(i) Eine Optimallgsung Z fiir (??) bzw.
eine Optimallssung § = Ap"cp fiir (?7)
bzw.
eine Optimallésung 7, Zn, Zg = 0 fiir (?7?)
oder
(ii) Die Meldung P=(A,b) = 0 bzw. (??) ist
unbeschrankt.
(1) BTRAN
Lose AgTg = b.
(2) Pricing
Falls Zg > 0, so ist (??) bzw. (??) optimal,
Stop.
Andernfalls wihle einen Index i € {1,2, ..., m}
mit zp, < 0, d.h. B; verldsst die Basis B.
(3) FTRAN
Lose Agw = ¢; und berechne any =
— AT w.
(4) Ratio-Test
Falls ay < 0, so ist (??) unbeschrénkt bzw.
P=(A,b) = 0, Stop.
Andernfalls berechne

v = e - min{z—k a >0, kEN}
Q; (677
mit j € N, «; > 0. Die Variable j tritt dann

in die Basis ein.
(5) Update

Setze ZN = ZN —7Yan, ZB, = 7

N = (N\{jHUB;, B =]
Gehe zu (1).
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Die Korrektheit des Algorithmus 7?7 und alle weite-
ren Konsequenzen gelten dem Abschnitt 7?7 (bzw. Ab-
schnitt ?7?) entsprechend. Dabei wird die Tatsache ge-
nutzt, dass Algorithmus ?? nichts anderes ist als die An-
wendung von Algorithmus ?? auf (77).

Beispiel 4.10. Betrachte

min 2x1 + xo

-z — 2y < —3
—4$1 — T2 S —1
z1, w2 2 0
2
@)
15+
1(1-)\
05+
o
-0.5 L
-0.5 ) 0.5

X1

Abb. 4.2. Grafische Darstellung zu Beispiel 77.

In Standardform lautet das LP

min 2x; + xo

—Tr1 — T2 + I3 = -3
—4x1 — To + x4 = —1
Ty, T2, T3, T4 > 0.

Wir starten mit B = (3,4), N = {1,2}. Es gilt

83



84

Kapitel 4 Die Simplexmethode

- () - ()

Damit ist B dual zuléssig.

(1.1) BTRAN

(69)= = (33)

(1.2) Pricing
T Z O.Wéihlei:2mitjg2 =4 = —-1<0.
(1.3) FTRAN

10 0
Agw:eg < <01)w—(1> e w—(
und
AT 14 0 _
ANw_<11)(1 -

(1.4) Ratio-Test
. {2 1} 1 4P 1
Y= ming -, — = — mit 7 = 1.
471
(1.5) Update

21 _
_ = ZN
22

N = {24}, B = (31).

aN

Il
7\
— N
~_

|
N
RS
—
~_

Il
7N
= O
~_

I

Ny

Il

| —

(2.1) BTRAN

(0-2) = ()

()G (-0
(2.2) Pricing

1
B Z 0. Wéihlei:lmithl = I3 = _Z < 0.
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(2.3) FTRAN

1 0 1
Agw—elé(_l_zl)w—(o) = w—<

und

ay = —Ajw = (é _11) (_11/4> B @i)

(2.4) Ratio-Test

12 12 2 oo
’y—mln{%,m}— mit j = 2.

(2.5) Update

w3 () s
N = (3,4}, B = (2,1).

(3.1) BTRAN

(22h)e = (7))
_ ) _

(3.2) Pricing

1
I >0 = 51:—,£2:613t0ptima1.

4.5.2 Obere und untere Schranken

H#ufig haben Variablen in linearen Programmen obere
und untere Schranken, z.B. Relaxierungen von ganzzah-
ligen oder 0-1 Programmen. D.h. wir haben ein Problem
der Form

T

min ¢ x
Az = b (4.29)
Il <z < u

)

wobei | € (KU {—oo})n und v € (KU {+00})" ist. Gilt
fiir ein ¢ € {1,2, ...,n} l; = —o0 und u; = +00, so heifit
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die zugehorige Variable x; freie Variable. Freie Variablen
werden, insofern sie nicht zur Basis gehoren, auf den Wert
Null gesetzt. Sobald sie einmal in die Basis eintreten, wer-
den sie diese nie wieder verlassen, vgl. auch Satz 77.

Betrachten wir also den Fall, dass [; # —oo oder u; #
+oo gilt fiir alle ¢ € {1,2, ...,n}. Dann kann man durch
eine Variablensubstitution (??) immer in die Form

min ¢’z
Azx
0 <z

(4.30)

IN
<

bringen mit u € (K4 U {oo})n

Eine Moglichkeit (??) zu 16sen besteht darin, die obe-
ren Schranken explizit als Ungleichungen in die Neben-
bedingungsmatrix aufzunehmen. Dies wiirde das System
jedoch von der Grofle (m xn) auf (m+n) x (2n) erweitern.
Das ist sehr unpraktikabel, denn jede Basismatrix hat so-
mit die Grofie (m + n) X (m + n) anstatt (m x m) zuvor.
Im Folgenden werden wir sehen, wie die oberen Schranken
implizit im Algorithmus ?? beriicksichtigt werden kénnen,
ohne die Grofle des Problems und damit die Komplexitét
des Algorithmus zu erhhen.

Wir unterteilen die Menge der Nichtbasisvariablen in
zwei Mengen N; und N,. In N; sind alle Nichtbasisvaria-
blen, die in der gerade durchgefiihrten Iteration den Wert
der unteren Schranke annehmen, d.h.

Ny = {jeN|z;=0}
und analog dazu sind in der Menge
N, = {]EN|.TEJZ’UJJ}

alle Nichtbasisvariablen, die den Wert der oberen Schranke
haben. Ist B eine Basis fiir (??), so wissen wir aus (1.14),
dass

rp = A]_glb — A]_glANLL'N

gilt. Setzen wir x; = u; fiir j € N, und z; = 0 fir j € N,
dann nennt man B primal zul#ssig, falls

up > xp = Ag'b — Ag'Ay,un, > 0. (4.31)

Fiir die Zielfunktion gilt mit (1.15)

/N

)
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'z = c[AZ'D + (e — cEAZ An)an
= ¢ AG'b + (ck, — cBAZ'AN,) -0 + (ck, — c AR AN,) - un,
Eine Verbesserung der Zielfunktion kann also nur er-
reicht werden, falls
cj — A A < 0 fir j € NV; oder (4.32)
¢ — CEABIA.j >0 fiir j € N, '

gilt. In anderen Worten, B nennt man dual zuldssig, falls
(??) nicht gilt, d.h. falls

¢ — ch];lA.j >0 fir j € N; und

cj — chg,lA.j <0 fiir j € N,.

Entsprechend drehen sich die Vorzeichen im Ratio-Test
um, wobei zusétzlich beachtet werden muss, dass die aus-
gewéhlte Variable j nicht um mehr als u; erhéht bzw.
erniedrigt werden kann. Gilt j € N, so wirkt sich eine
Erhshung von x; um den Wert v auf die Basis wie folgt
aus, vgl. (1.14):

Ip < T — YW,
d.h. v muss so gew#hlt werden, dass
0 <Zp —yw < up

gilt. Damit ergibt sich fiir 4 die Darstellung

. . Tp,
~ = min {uj, rmn{
w;
. up. — TR, .
mm{u w¢<0,z€{1,2,...,m}}}.

—w;
Gilt j € Ny, so wirkt sich eine Verringerung von x; um vy
auf die Basis wie folgt aus, vgl. (?7?):

wi>0,ie{L2“.wn@},

Tp — Ap'b — Ap'Aj(u; — )
= (Ap'b — Ap'Aju;) + AR Ajy
I + Yyw,

d.h. v muss so gew#hlt werden, dass

0 <zZp +~vyw < up
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gilt. Damit ergibt sich fiir ~y

. . T,
~v = min< u;, min
—W;

mm{M w; >0, i€ {1,2, m}}}
w;

Damit kénnen wir den Simplex-Algorithmus mit allge-
meinen oberen und unteren Schranken wie folgt angeben:

w; <0, ie{l,Q,...,m}} ,

Simplex-Algorithmus mit oberen Schran-
ken

Input:

e FEin lineares Programm der Form

min ¢’ x
Az = b
0 <z < u, u € (KU {oo})™.

e FEine primal zuléssige Basis B und Mengen
Ny, N, mit g = Aglb—AélANuuNu , TN, =
0.
Output:
e Eine Optimallgsung Z fiir (?7?)

- oder
e Die Meldung (??) ist unbeschrinkt.

(1) BTRAN
Altes Kommando Lose 37 Ap = cL.
df hier verwendet (2) Pricing
- Berechne zZy = ¢y — AJT\,gj.
Falls zZy, > 0 und zyn, < 0, ist B optimal,
Ee==s Stop.

Altes Kommando

df hier verwendet Andernfalls wihle jEeN mit 2 <0 oder

j €N, mit z; >0.

. A
(3) LFO’SI‘QR igw = AJ

(4) Ratio-Test
LFall: j € N,
Bestimme

Altes Kommando
df hier verwendet
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Yl = Uy,
B,
= min{ Bi ‘wi>0,ie{1,2,...,m}},
W;
Uup, — TR,
Vo = min{M w; <0, i€{1,2,...,m}},
—w;

v = min{ys, Y, Vu}-

Gilt v = oo, dann ist (??) unbeschrinkt,
Stop.
Gilt v = vy, dann gehe zu (5).
Andernfalls sei i € {1,2,...,m} der In-
dex, der v annimmt.

ILFall: j € N,.

Bestimme
YL = Uy,
. T, .

*yl—nnn{ : wi<0,z€{1,2,...,m}},

—w;

up. — TR,
Yo = min{u w; >0, iE{l,Z,...,m}},

w;

v = min{yp, M, Yu}-

Gilt v = oo, dann ist (??) unbeschrinkt,
Stop.
Gilt v = vy, dann gehe zu (5).

Andernfalls sei ¢ € {1,2,...,m} der In- -
dex, der v annimmt.

(5) Update
LFall: j € N;. Altes Kommando
df hier verwendet
Ip = Ip — YW
No= N\ {5}

Fallsy = vy — N, =N, U{j}, &; = uj, gehe zu (2)
Fallsy = v — N, =N, U{B;}, Bi=j, T; =, gehe zu (1)
Fallsy = v, — N, =N,U{B;}, B, =j, &; =, gehe zu (1)

ILFall: j € N,.

Ip = T + yw
Falls v = vp1 — Ny =N, U{j}, ; =0, gehe zu (2)
Fallsy = v — Ny =N U{B;}, B, =j, Z; = uj — v, gehe zu (1)
Falls v = v — Ny, =N,U{B;}, Bi =4, &; = u; —, gehe zu (1)
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4.6 Sensitivitidtsanalyse

Wir sind bisher davon ausgegangen, dass die Daten A, b
und c eines linearen Programms der Form (??) fest vor-
gegeben waren. Hiufig ist es jedoch der Fall, dass sich
diese Daten im Laufe der Zeit &ndern, wenn Bedingungen
und/oder Variablen hinzukommen und damit nachopti-
miert werden muss. Gehen wir einmal davon aus, dass wir
ein lineares Programm der Form (?7?)

min ¢’
Az = b
x>0

bereits gelost haben und eine optimale Basis B mit der
Losung xp = Aglb und Zy = 0 kennen. Wir wollen nun
folgende Anderungen des linearen Programms betrachten
und uns iiberlegen, wie wir ausgehend von B moglichst
schnell eine Optimallésung des verdnderten Programms
finden konnen:

(i) Anderung der Zielfunktion c.
(ii) Anderung der rechten Seite b.
(iii) Anderung eines Eintrags in der Matrix A.
(iv) Hinzuftigen einer neuen Spalte.
(v) Hinzufiigen einer neuen Zeile.

Die Anderungen (i) bis (iv) und deren Auswirkungen wer-
den dem Leser als Ubung empfohlen, hier wollen wir ex-
emplarisch den Fall (v) betrachten. Dieser Fall wird ins-
besondere bei der Losung ganzzahliger Optimierungsauf-
gaben von Bedeutung sein (siehe Diskrete Optimierung
1D).

(v) Hinzufiigen einer neuen Zeile

Wir fiigen dem gegebenen Problem

min ¢’z

Az

T

Y%

eine neue Nebenbedingung

Am+1,- r = berl

hinzu. Wir unterscheiden nun folgende Félle:
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1.Fall: Die Optimallosung Z erfiillt auch die neue Neben-
bedingung. Dann ist Z auch fiir das erweiterte Pro-
blem eine Optimallésung. Ist A,,;1 . linear abhéngig
von den Zeilen von A, so ist die neue Zeile irrelevant
und kann geloscht werden.
Ist App41,. linear unabhéngig von den Zeilen von A, so
ist T eine entartete Basislosung des erweiterten Sys-
tems. Eine der Nichtbasisvariablen aus dem Trager
von Ap,y1,. wird mit dem Wert Null in die Basis auf-
genommen. Die neue Basis hat nun die Kardinalitét
m + 1.

2.Fall: Im Allgemeinen jedoch wird die neue Nebenbedin-
gung nicht erfiillt sein. Wir wollen hier annehmen,
dass Ayp,q1,. & > by gilt. Der zweite Fall wird ana-
log behandelt. Wir fithren eine neue Schlupfvariable
Tm+1 > 0 ein mit

Aerl,-x + Timt1 = berl-

und erweitern die Basis um x,,+1. Die neue Basisma-
trix zur Basis B’ hat die Form

Agp 0
e Km+Dx(m+1)
(Am+1,B 1)

Die zugehorige inverse Basismatrix lautet dann

Ag' 0 (m+1)x (m+1)
und es gilt
_ ( At 0) ( b ) ( AG'd )
rpr = -1 = -1
_Aerl,B : AB 1 bm+1 _Aerl,B . AB b + bm+1

_ TB
_Aerl,B jB + berl ’

wobei Zg > 0 und _Am+1,B Tp+bm41 < 0ist, d.h. B’
ist nicht primal zuldssig, jedoch ist sie dual zuldssig,
da

_ A ARt 0 Ayn
) (D)
N B Amt1,N en = (eg, 0) ~Ami1,5- A 1) \Amiin

AZ'A

B T B N

= — 0 -

CN (CBa ) <—Am+1,B .ABlAN—i-AmH,N)

= CN — C%AglAN 2 0.
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Wir kénnen daher mit dem dualen Simplex-Algorithmus
starten. Die erste die Basis verlassende Variable ist
LTm+41-

Fiir das neue Problem erhalten wir entweder eine Op-
timallosung oder aber die Meldung, dass

el ) =

ist. Im letzteren Fall hat die Hyperebene A, 1.2 =
bm+1 einen leeren Schnitt mit P=(A,b).
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Grundlagen der Polyedertheorie

5.1 Giiltige Ungleichungen und
Seitenflachen

Definition 5.1 (Giiltige Ungleichung). Seien ¢ € K»
ein Vektor und v € K. Wir sagen, dass die Ungleichung

CTZCS’}/

giiltig fiir die Menge S C K" ist, falls c'x < ~ fiir alle
x €S gilt, d.h. falls

Sg{xeK”:chgy}.

Wir schreiben auch kurz (,Cy) fiir die Ungleichung cTx < 7.
Die Menge

ST = { (C) ccTx <~y ist giiltig fiir S}
Y

nennt man auch y-Polare von S.

Fiir jede Menge S C K" sind die Ungleichungen 07z <
0und 072 < 1 giiltig. Ist ¢T2 < ~ eine giiltige Ungleichung
fir S C K", so ist auch fiir jedes A € K™ mit A > 0 die
Ungleichung (Ac)Tx < Ay giiltig fiir S.

Definition 5.2 (Seitenfléiche, induzierte Seitenfliche).

Sei P C K™ ein Polyeder. Fine Menge F C P heifit Sei-
tenfliche von P, wenn es eine fiir P giiltige Ungleichung
cTx < gibt, so dass

F=Pﬂ{x€K":cT:v=7}

giiltig

~v-Polare

Seitenfliche von P
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gibt. Falls F # 0, so sagen wir, dass die Ungleichung
cTx < v das Polyeder P stiitzt bzw. dass cTx = v eine st
Stiitzhyperebene fir P ist.

Eine Seitenfliche F von P heifit echte Seitenfléche,
falls F # P ist. Wir bezeichnen die Seitenfliche F als echte Seitenfi:

nichttrivial nichttrivial oder echt, wenn F # () und F # P gilt.

Ist cTx < v eine fir das Polyeder P giiltige Unglei-

chung, so heifst

Pﬂ{xeK":ch:”y}

Stiitzhyperek

von ¢T& < v induzierte Seitenfliche  die von ¢’z < v induzierte Seitenfliche von P.
Da jede Seitenfliche F' von P(A,b) die Form
F= {x:A:vgb,chgv,—cT:vg —7}

besitzt, folgt, dass jede Seitenfliche selbst wieder ein Po-
lyeder ist.

3r1 +x2 =4

:E1:5/2

- 1 1
T - ~ T
1 \ o2 3
: |
‘-A2:E1 +x2=3

Abb. 5.1. Polyeder zu Beispiel 7?7
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Beispiel 5.3. Wir betrachten das Polyeder P C R2, das
durch die Ungleichungen

X1+ x39 <2 (5.1a)
1 <1 (5.1b)
z1,22 20 (5.1¢)
beschrieben wird. Es gilt dann P = P(A,b) mit
11 2
10 1
A= 10 und b= 0
0 -1 0

Das Liniensegment F; von (g) nach G) ist eine Seiten-
fliche von P, da z1 + o < 2 eine giiltige Ungleichung
fiir P ist und

Fi=Pn{zeR’ a1 +2,=2}

gilt. Die einelementige Menge F> = {(i)} ist ebenfalls eine
Seitenfliche von P, da

F,=Pn{zeR’: 2z, +2,=3}
F,=Pn{zecR?:3z;+a,=4}.

Beide Ungleichungen 2z + x2 < 3 und 3z1 + 2 < 4 in-
duzieren also die gleiche Seitenfliche von P. Insbesondere
kann eine Seitenfliche im Allgemeinen also durch véllig
verschiedene Ungleichungen (die nicht skalare Vielfache
voneinander sind) induziert werden.

Die Ungleichungen 1 + z2 < 2, 221 + 22 < 3 und
3x1 + r9 < 4 induzieren nichtleere Seitenflichen von P.
Sie stiitzen also das Polyeder P. Im Gegensatz dazu ist
die Ungleichung =1 < 5/2 zwar giiltig fiir P, aber

Fs=Pn{zeR’:21=5/2} =0,
so dass x1 = 5/2 keine Stiitzhyperebene fiir P bildet. <
Anmerkung 5.4. (i) Jedes Polyeder P C K™ ist eine Sei-

tenfléche von sich selbst, da P = Pﬂ{ zeK":0Te =0 }

(i) @ ist Seitenfliche jedes Polyeders P C K", da (§ =
Pﬂ{xeK":OT:vzl}.

(iii)Falls F = PN {:v eK":cTa = 7} eine nichttriviale
Seitenfliache des Polyeders P C K" ist, so gilt offenbar
¢ # 0, da sonst einer der beiden Félle (i) oder (ii)
eintritt.
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Betrachten wir noch einmal Beispiel ?7. Die Seiten-
fliche F erhalten wir, indem wir eine der Ungleichungen,
die P beschreiben (Ungleichung (?7)), zu einer Gleichung
machen:

X + T = 2
F = x e R2 [ <1
T1,X2 2 0

Die Seitenflache F5 lisst sich ebenso gewinnen, indem wir
die Ungleichungen (??) und (??) zu Gleichungen umwan-
deln:
T+ X9 = 2
F, = S R2 T =1
1,22 20
Sei allgemein P = P(A,b) C K" ein Polyeder und
M die Zeilenindexmenge der Matrix A. Fiir eine Teilmen-
ge I C M der Zeilenindizes von A betrachten wir die Men-
ge
fa(I):={z e P: Arx="br}. (5.2)
Da jedes z € P das Ungleichungssystem Ar.x < by erfiillt,
erhalten wir durch zeilenweise Summation mit

= ZAI' und v := Zbi

i€l i€l
eine fiir P giiltige Ungleichung ¢’z < ~. Fiir alle z €

P\ fa(I) gibt es mindestens ein ¢ € I, so dass A,z < b;.
Daher ist ¢Tx < v fiir alle z € P\ F und

fa(l)={zeP:c"z =~}
ist eine Seitenflache von P.

Definition 5.5 (Durch Indexmenge induzierte Sei-
tenfliche). Fir ein Polyeder P = P(A,b) C K" und eine
Teilmenge I der Zeilenindizes der Matrixz A heisst die Sei-
tenfliche fa(I) aus (??) die von I induzierte Seitenfliche
von P.

Im Beispiel ?? haben wir F; = fa({1}) und F;, =
fa({1,2}). Der folgende Satz zeigt, dass wir fiir ein nicht-
leeres Polyeder P # () alle Seitenflichen F' in der Form
F = fa(I) schreiben kénnen.

Theorem 5.6. Sei P = P(A,b) C K" ein nichtleeres
Polyeder und M die Zeilenindezmenge von A. Die Men-
ge F C K" mit F # 0 ist genau dann eine Seitenfliche
von P, wenn F = fa(I) = {x € P: Ar.x =b; } fir eine
Teilmenge I C M.
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Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass fa(I) fiir jedes
I C M eine Seitenfliche von P ist. Sei daher umgekehrt
F=PnN {x ceKn:cly = 7} eine Seitenfliche von P.
Dann ist F' die Menge der Optimallosungen des Linearen
Programms

max {c’z: Az <b}. (5.3)

(wir bendtigen an dieser Stelle die Annahme, dass P =
{z : Az < b} nichtleer ist, da sonst das Lineare Pro-
gramm (?7) unzuldssig sein koénnte). Das duale Lineare
Programm zu (?7) ist

min{bTy:ATy:c,yZO}

hat nach dem Dualitétssatz der Linearen Programmierung
ebenfalls eine optimale Losung y* mit b7 y* = ~. Wir set-
zen I := {i:y’ > 0}. Nach dem Satz iiber den komple-
mentédren Schlupf sind die optimalen Losungen von (?7)
genau diejenigen x € P mit A;.x = b; fiir ¢ € I. Daher gilt
F=fa(l). O

Aus dem letzten Satz ergibt sich:

Korollar 5.7. Jedes Polyeder hat nur endlich viele Sei-
tenflichen.

Beweis. Es gibt nur endlich viele Teilmengen I C M =
{1,...,m}. O

Definition 5.8 (Bindende Restriktionen). Sei P =
P(A,b) C K™ ein Polyeder und M die Zeilenindexmen-
ge der Matriz A. Fir S C P nennen wir

eq(S):={ieM: A.x="b; firalexe S},

die Menge der fiir alle x € S bindenden Restriktionen
(engl.: equality set ).

Falls S, 5" C P = P(A,b) mit S C S’ sind, dann folgt
offenbar eq(S) 2 eq(S’). Ist daher S C P nichtleer, so
erfiillt jede Seitenfliche von P, die S enthélt daher die
Bedingung eq(F) C eq(S). Andererseits ist fa(eq(S)) eine
Seitenflaiche von P, die S enthélt. Damit haben wir:

Beobachtung 5.9. Sei P = P(A,b) C K" ein Polyeder
und S C P eine nichtleere Teilmenge von P. Die kleinste
Seitenfliche von P, die S enthilt, ist fa(eq(S)).
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Korollar 5.10. (i) Das Polyeder P = P(A,b) hat genau
dann keine echte Seitenfliche, wenn eq(F) = M.

(11) Falls AT < b, dann ist T in keiner echten Seitenfliche
von P enthalten.

Beweis. (i) Unmittelbar aus der Charakterisierung von
Seitenfléchen in Satz 77.

(ii) Falls Az < b, dann ist eq({Z }) = 0 und fa(@) = P.
O

Bevor wir uns der Dimension von Polyedern widmen,
betrachten wir noch einen speziellen Polyedertyp, der uns
héufig begegnen wird.

Definition 5.11. Ein Kegel C C K™ heifit genau dann
polyedrisch, wenn C' ein Polyeder ist.

Anmerkung 5.12. Ein Kegel C' C K™ ist genau dann poly-
edrisch, wenn es eine Matrix A gibt mit

C = P(A,0).

Beweis. ,<=" Ist C = P(A4,0), so ist C ein Polyeder und
offensichtlich auch ein Kegel.

»,=="“ Sei C ein polyedrischer Kegel. Dann existiert nach
Definition ?7?(c) eine Matrix A und ein Vektor b mit
C = P(A,b). Da0 € C gilt, folgt b > 0. Angenommen,
es existiert ein £ € C' mit Az £ 0, d.h. es existiert eine
Zeile A;. von A mit t = A;. T > 0. Da C ein Kegel ist,
gilt Az € C VA > 0. Jedoch fiir A = & +1 > 0 gilt
Az € C und (4;.)(A\Z) = M\t = b; +t > b;. Dies ist ein
Widerspruch. Also erfiillen alle x € C auch Ax < 0.
Daraus folgt nun C' = P(A4,0).

5.2 Dimension von Polyedern

Intuitiv ist der Begriff der ,Dimension“ eines Objektes
klar. Betrachten wir beispielsweise fiir die Polyeder in Ab-
bildung ?7? die , Freiheitsgrade“ bei der Bewegung inner-
halb des jeweiligen Polyeders. Fiir Py und Q¢ (,,Punkte®)
haben wir keinerlei Freiheitsgrad, so dass sich hier intuitiv
die Dimension 0 ergibt. Fiir P; und @) kénnen wir uns ent-
lang einer Strecke bewegen, wir haben hier Dimension 1.
Die fldchigen Polyeder P, und (2 haben Dimension 2, und
der Wiirfel @3 besitzt Dimension 3.
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Im Folgenden prizisieren wir den Begriff der Dimen-
sion von Polyedern. Wir erinnern daran, dass fiir Vek-
toren v',...,v* € K" im Vektorraum K", ein Vektor
x € K" eine Linearkombination von v', ... v* ist, wenn
es Ai, ..., \x € K gibt, so dass

k
T = E vt
i=1

Definition 5.13 (Affine Kombination, affine Unabhingig-

keit). Eine affine Kombination der Vektoren v', ... ok e

K™ ist eine Linearkombination © = Zle \ivt, so dass
k

Yo A= 1.

Die Vektorenv',...,v* € K™ heiffen affin unabhingig,
falls aus Zle Aiv' =0 und Zle Xi = 0 folgt, dass \; =
Ag ==X, =0 gilt.

Lemma 5.14. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Die Vektoren v',... vk € K" sind affin unabhdingig.
(ii) Die Vektoren v? — v',... v* — o' € K" sind linear
unabhingig.
(iii) Die Vektoren (”11), ey (”f) € K" sind linear un-
abhdngig.

Beweis. ()< (i) Falls Y5, X (v — v!) = 0, so haben
wir mit \; = _Zfzz A; auch Zle A0t = 0 und
Zle A; = 0. Daher folgt aus der affinen Unabhéngig-
keit von v!,...,v*, dass \; = --- = A\, = 0, also sind

v? —vl, ..., v* —v! linear unabhiingig.

Nehmen wir umgekehrt an, dass v? — o', ... vF —
v! linear unabhingig sind und Zle Aiv' = 0 mit
Zle i = 0, so folgt A\; = —Zfﬁ A; und damit
S L Ai(v' — o) = 0. Aus der linearen Unabhiingig-
keit der Vektoren v? — v!,...,v* — v' ergibt sich

Ay == )"?. = 0 und damit dann auch Ay = 0.
(i)« (iii) Diese Aquivalenz folgt sofort aus

k i k i
z&.@ —0e {Zip“ —0}
i=1 1 Zi:l Ai =0
Dies beendet den Beweis. O

Definition 5.15 (Dimension eines Polyeders, voll-
dimensionales Polyeder). Die Dimension dim P eines
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Polyeders P C K™ ist die Dimension von aff P, also die
mazimale Anzahl von affin unabhingigen Vektoren in P
minus 1. Wir setzen dim () := —1.

Ist dim P = n gleich der Dimension des gesamten
Raumes, so bezeichnen wir P als volldimensional.

Beispiel 5.16. Wir betrachten das Polyeder P, C R2, das
durch die folgenden Ungleichungen definiert wird:

z <2 (5.4a)
x+y<4 (5.4b)
x+2y <10 (5.4c)
v+ 2y <6 (5.4d)
x+y>2 (5.4e)
z,y >0 (5.4f)

Das Polyeder ist in Abbildung ??(a) dargestellt. Die drei
Vektoren v = (2,0)7, v? = (1,1)7 und v* = (2,2)7 liegen
alle in P; und sind dariiberhinaus affin unabhéngig. Somit
ist die Dimension von P; mindestens 3 — 1 = 2. Da im R?
auch nicht mehr als drei Vektoren affin unabhingig sein
konnen, gilt dim P, = 2 und P, ist volldimensional.

5\\ 5 F+
! T (3,4)
R 3+ P
2\ Py (2.2) 2 +
1+ A
} } } } } }
Ny N 1 2 & 4
(a) Polyeder Py (b) Polyeder P,

Abb. 5.2. Ein volldimensionales Polyeder P; und ein nicht-
volldimensionales Polyeder P> im R2.

Im Gegensatz dazu ist das Polyeder P, C R?, welches
durch die Ungleichungen:
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—r4+y<1 (5.5a)
x—y< -1 (5.5b)
x <3 (5.5¢)

x,y >0 (5.5d)

beschrieben ist, nicht volldimensional: Aus den ersten
beiden Ungleichungen in (??) folgt, dass jeder Punkt
(z,y)T € P, die Gleichung —z +y = 1 erfiillt. Wie das fol-
gende Lemma zeigt, gibt es maximal 2—Rang (711) +1=2

. —_N\T .
affin unabhéngige Vektoren x, so dass ( 11) xr =1, womit
die Dimension von P, maximal 2 — 1 = 1 sein kann. <

Beispiel 5.17. Eine stabile Menge (oder unabhingige Men-
ge) in einem ungerichteten Graphen G = (V, E) ist eine
Teilmenge S C V der Eckenmenge, so dass keine zwei
Ecken aus S durch eine Kante verbunden sind. Wir kénnen
das Problem, eine unabhéngige Menge in G maximaler
Kardinalitit zu finden, als ganzzahliges Programm wie
folgt formulieren:

veV
Ty + 2y <1 for all edges (u,v) € E (5.6b)
zy >0 for all vertices v € V (5.6¢)
x, <1 for all vertices v € V (5.6d)
Ty €L for all vertices v € V (5.6e)
Sei P das Polytop, das durch die Ungleichungen (?7)

bis (?7?) definiert wird. Wir zeigen, dass P volldimensio-
nal ist. Die n Einheitsvektoren e¢; = (0,...,1,0,...,0)7,
i=1,...,n und der Nullvektor eg := (0,...,0)7 liegen al-
le in P. Sie bilden eine Menge von n+1 affin unabhéngigen
Vektoren in P, also ist dim P = |V].

Definition 5.18 (Innerer Punkt). Fin Punkt Z € P =
P(A,b) eines Polyeders P heifst innerer Punkt, wenn Z in
keiner echten Seitenfliche von P enthalten ist. Der Punkt
Z € P heifst topologisch innerer Punkt, wenn AZ < b gilt.

Nach Korollar ??(ii) ist ein innerer Punkt Z in keiner
echten Seitenfliche enthalten.

Lemma 5.19. Sei F' eine Seitenfliche des Polyeders P(A,b) C

K™ und z € F. Dann ist T genau dann ein innerer Punkt
von F, wenn eq({Z}) = eq(F).
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Beweis. Sei G die inklusionsweise kleinste Seitenfléiche
von F, die z enthélt. Dann ist ¥ genau dann ein inne-
rer Punkt von F', wenn F = (. Nach Beobachtung 77
haben wir G = fa(eq({Z})) und daher ist & genau dann
ein innerer Punkt von F', wenn fa(eq({z})) = F gilt.

Als Folge des letzten Lemmas konnen wir innere Punk-
te #quivalent auch als solche Punkte z € P = P(A,b)
definieren, die eq({Z}) = eq(P) erfiillen.

Lemma 5.20. Sei P = P(A,b) ein nichtleeres Polyeder.
Dann besitzt P innere Punkte.

Beweis. Sei M = {1,...,m} die Zeilenindexmenge der
Matrix A, I := eq(P) und J := M \ I. Falls J = {),
also I = M, dann hat P nach Korollar ?7?(i) keine echten
Seitenflichen und jeder Punkt in P ist ein innerer Punkt.

Sei daher J # ). Dann finden wir fiir jedes j € J einen
Punkt 27 € P mit A;.27 < b;. Da P konvex ist, ist der

Vektor 1
T = m Z z?
JjeJ
also Konvexkombination der 27, j € J ein Punkt in P. Es
gilt dann A;.Z < by und AT = b;. Daher ist eq({Z}) =
eq(P) und die Behauptung folgt. O

Theorem 5.21 (Dimensionssatz fiir Seitenflichen von
Polyedern). Sei F' # () eine nichtleere Seitenfliche des
Polyeders P(A,b) C K™. Dann gilt

dim F' = n — Rang Aqq(F).-

Beweis. Nach dem Dimensionssatz fiir lineare Abbildun-
gen (siehe z.B. [?]) gilt:

dimR" = n = Rang Acq(r). + dim Kern Aqq(p)..

Wenn wir also zeigen kénnen, dass dim Kern(Aeqry.) =
dim F, so folgt die Aussage. Wir setzen I := eq(F), r :=
dim Kern A;. und s := dim F'.

L7 > s“: Wihle s+1 affin unabhingige Vektoren 20, 2t,...,2° €
F. Nach Lemma ?? sind dann 2! —2°,...,2° —2° li-
near unabhingige Vektoren und fiir j = 1,...,s gilt:
A (27 —2%) = by — by = 0. Also ist die Dimension vn
Kern A;. mindestens s.
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»8 > r“: Nach Annahme ist F # (), also s = dim F' > 0.
Daher koénnen wir im Weiteren annehmen, dass » > 0
gilt, da fiir = 0 nichts mehr zu zeigen ist.

Nach Lemma 7?7 enthélt F' einen inneren Punkt Z.
Lemma 7?7 besagt, dass dieser Punkt die Bedingung
eq({Z}) = eq(F) = I erfiillt. Mit J := M \ I haben

wir also
Arz=br und A;.z<by.

Sei {x!,...,2"} eine Basis von Kern A;.. Da A;.7 <
bs konnen wir £ > 0 finden, so dass A;.(Z +ex") < by
und A7 (7 +ez®) = by fiir k = 1,...,r. Damit haben
wir z +exb e Ffirk=1,...,r.

Die Vektoren ex!, ..., ex" sind nach Konstruktion li-
near unabhingig. Nach Lemma ?? ist dann {Z,ez* +
Z,...,ex" + T} eine Menge von r + 1 affin unabhéngi-
gen Vektoren in F. Also ist s = dim F' > r.

O

Korollar 5.22. Sei P = P(A,b) C K" ein nichtleeres Po-
lyeder. Dann gilt:

(i) dim P = n — Rang Aqq(p).

(i) Wenn eq(P) = 0, dann ist P volldimensional. Gilt
A, # 0 fir alle i € M, so ist P genau dann volldi-
mensional, wenn eq(P) = (.

(111) Enthdlt P einen topologisch inneren Punkt, so ist P
volldimensional. Gilt A;. # 0 fiir alle i € M, so ist P
genau dann volldimensional, wenn P einen topologisch
inneren Punkt enthdlt.

(iv) Ist F eine echte Seitenfliche von P, dann gilt dim F' <
dim P — 1.

Beweis. (i) Benutze Satz ?7? fiir F' = P.

(ii) Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus (i). Fir
die zweite Behauptung ist nur noch zu zeigen, dass
dim P = n und A;. # 0 fiir alle ¢ € M impliziert, dass
eq(P) = (). Wegen (i) gilt Rang Aeq(p). = 0 und wegen
A;. # 0 fiir alle ¢ € M haben wir dann eq(P) = 0.

(iii) P hat genau dann einen topologisch inneren Punkt,
wenn Rang A.q(py. = (). Die Behauptung ergibt sich
nun direkt aus (ii).

(iv) Sei I := eq(P) und j € eq(F) \ I. Setze J := I U
{j}. Wir zeigen, dass A;. linear unabhéngig von den
Zeilen in Aj. ist. Daraus folgt dann Rang Aeq(ry. >
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Rang A;. > Rang A;. und mit dem Dimensionssatz
dann dim F' < dim P — 1.

Wir nehmen an, dass 4;. =Y
beliebig. Dann gilt:

bj = Aj.ii‘ = Z NA; = Z A\ib;.

icl el

icl AiA;.. Wahle £ € I

Da j ¢ eq(P), gibt es ein € P mit A;.z < b;. Dann
haben wir aber den Widerspruch

bj > Aj.I = ZAZAZI = ZAzbz = bj,
i€l iel
O
Beispiel 5.23. Sei G = (V, R) ein gerichteter Graph und
s,t € V zwei Ecken in G. Wir nennen eine Teilmenge A C
R einen s-t-Connector, falls der Teilgraph (V, A) einen s-

t-Weg enthélt. Man sieht leicht, dass A genau dann ein
s-t-Connector ist, wenn

AN§T(S) # | fiir alle s-t-Schnitte (S, T)

gilt (vgl. auch [?, Satz 3.19]). Damit sind die s-t-Connektoren
genau die Losungen des folgenden Systems:

Z . >1  fiir alle s-¢-Schnitte (S,T7)  (5.7a)

reét(S)
z, <1 furaller e R (5.7b)
x>0 forallereR (5.7¢)
z, €Z  fir aller € R. (5.7d)

Sei P das Polyeder, das durch die Ungleichungen (?7)—
(??) beschrieben wird. Wir werden spéter noch zeigen,
dass P genau die konvexe Hiille der zu s-t-Connectoren
gehorenden Vektoren im R¥ ist. Momentan bendtigen wir
dieses Resultat aber nicht.

Sei R’ C R die Menge derjenigen Bégen r € R, so dass
es in G —r noch einen s-t-Weg gibt. Mit anderen Worten,
r € R/, falls es mindestens einen s-t-Weg gibt, der nicht
r benutzt. Wir behaupten, dass dim P = |R/| gilt. Nach
dem Dimensionssatz ist dies dquivalent zu Rang Aqq(p). =
[R| = |R.

Zunéchst betrachten wir die Ungleichungen z, > 0.
Keine dieser Ungleichungen ist in eq(P), da jeder Ober-
menge eines s-t-Connectors wieder ein s-t-Connector ist.
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Also gilt keinesfalls x,. = 0 fiir alle s-t-Connectoren z, also
auch nicht fir alle x € P.

Jetzt untersuchen wir die Ungleichungen x, < 1. Falls
r ¢ R', dann benutzt jeder s-t-Weg den Bogen r. Wir
definieren den s-t-Schnitt (S,T") durch

S:={veV:vistin G —r von s aus erreichbar }
T:=V\S.

Dann gilt §1(S) = {r}. Nach (??) haben wir fiir z € P:

1< Z Lypr = Ty,

rest(S)

also gilt fiir alle z € P auch z, = 1.

Falls r € R’, so gibt es einen s-t-Weg W in G — r,
der r nicht benutzt. Die Bogenmenge von W entspricht
einem Vektor z € P mit x, = 0. Also ist fiir »r € R’ die
Ungleichung x, < 1 nicht in eq(P).

Abschliefend betrachten wir die Schnittungleichun-
gen (?7). Ist (S,T) ein s-t-Schnitt mit 3, 51 () T =1
fiir alle z € P, so muss diese Gleichung insbesondere auch
fiir alle Inzidenzvektoren von s-t-Connectoren gelten. Da
jede Obermenge eines Connectors wieder ein Connector
ist, folgt 67 (S) = {r} fiir ein » € R und es folgt r € R\ R’.
Die entsprechende Ungleichung » . s+(s) Tr = 1 redu-
ziert sich also auf x,, > 1, von der wir bereits oben gesehen
haben, dass sie in eq(P) liegt. Ist umgekehrt 7 (S) = {r},
soist r € R\ R’ und die entsprechende Ungleichung in (77?)
ist fiir alle x € P mit Gleichheit erfiillt.

Zusammenfassend bilden die Zeilen der Ungleichungen
x, < 1 fiir r € R\ R’ eine maximale linear unabhéngige
Menge von Zeilen in Acqpy.. Also ist Rang Aeq(py. = R\
R'| = [R| - [R/|.

Wir leiten nun eine weitere wichtige Konsequenz des
Dimensionssatzes iiber die Seitenflichenstruktur von Po-
lyedern her:

Theorem 5.24 (Hoffman and Kruskal). Sei P = P(A,b) C

K™ ein Polyeder. Fine nichtleere Menge F C P ist genau
dann eine inklusionsweise nichtriviale minimale Seiten-
fliche von P, wenn F = {x: Ar.x =br} fir eine Teil-
menge I C M und Rang A;. = Rang A.

105



106 Kapitel 5 Grundlagen der Polyedertheorie

Beweis. ,=“: Sei F eine minimale nichttriviale Seiten-
fliche von P. Dann folgt nach Satz 7?7 und Beobach-
tung ??, dass F = fa(I) mit I = eq(F). Also gilt mit
J=M\1I

F:{IZA].ZE:b],AJ.xng}. (58)
Wir behaupten, dass F' = G, wobei
G={z:Arx="0br}. (5.9)

Wegen (?7?) gilt offenbar FF C G. Wir nehmen an, dass es
ein y € G\ F gibt. Dann gibt es ein j € J, so dass

Ary = b[,Aj.y > bj. (510)

Sei T € F ein innerer Punkt von F (so ein Punkt
existiert nach Lemma ?7). Fiir 7 € R betrachten wir

2(r)=2+7(y—2)=(1-7)T + Y.

Es gilt dann A7.2(7) = (1 —1)Ar.Z+7Ary=(1—7)br +
Tby = by, da T € F und y die Bedingung (?7?) erfiillt.
Dariiberhinaus gilt A;.2(0) = A;.Z < by, da J C M\ I.
Da Aj.y > by, finden wir 7 € R und jo € J, so dass
Aj,.2(1) =bj, und Ay.z(7) < by. Dann ist 7 # 0 und

F':={xeP:Arx=0br,Aj,x=0bj, }

eine echte Seitenfliche von F' (es gilt z € F \ F’) im Wi-
derspruch zur Minimalitdt von F'.

Wir miissen noch Rang A;. = Rang A zeigen. Falls
Rang Ar. < Rang A, gibt esein j € J = M\ I, so dass A;.
keine Linearkombination der Zeilen in A;j. ist. Dann gibt
es ein w # 0 mit Ar.w =0 und Ajw > 0. Fiir geeignetes
0 > 0 erfiillt dann der Vektor y := T 4+ fw die Bedingun-
gen in (??) und wir konnen wieder eine echte Seitenfliche
von F' konstruieren.

,<=“ Falls F={x:A;. =bs}, dann ist F ein affiner
Teilraum und enthélt nach Korollar ?7(i) keine echte Sei-
tenfliche. Da FF C Phabenwir FF = {xz: A;. =b;, Ajx <by}
und F' ist eine minimale nichttriviale Seitenfliiche von P.
O

Korollar 5.25. Alle minimalen nichtleeren Seitenfiichen
eines Polyheders P = P(A,b) C K™ haben die Dimensi-
onn— Rang A. O
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Korollar 5.26. Sei P = P(A,b) C K" ein nichtleeres Po-
lyeder und Rang(A) = n—k. Dann hat P eine Seitenfliche
der Dimension k und keine nichttrivialer Seitenfliche ge-
ringerer Dimension.

Beweis. Sei F' eine nichtleere Seitenfliche von P. Dann
gilt Rang Aqq(r). < RangA = n — k und nach dem Di-
mensionssatz folgt dim(F') > n— (n—k) = k. Andererseits
hat nach Korollar ?? jede minimale nichtleere Seitenfléiche
von F Dimension n —RangA=n—(n—k)=k. O

In den néchsten Abschnitten behandeln wir besondere
Seitenflachen, die sich im Hinblick auf die Optimierung als
wichtig erweisen werden.

5.3 Ecken

Wir erinnern daran, dass ein Extremalpunkt z eines Po-
lyeders P ein Punkt # € P ist, der sich nicht als Kon-
vexkombination zweier von Z verschiedener Punkte in P
darstellen ldsst (Definition ??). Wir haben in Lemma 77
bereits fiir das Polyeder P=(A,b) = {x: Az =b,2 >0}
eine Charakterisierung von Extremalpunkten gefunden.

Definition 5.27 (Ecke, spitzes Polyeder). Eine Ecke
eines Polyeders P = P(A,b) C K" ist ein Punkt T € P,
so dass { T} eine nulldimensionale Seitenfliche von P ist.
Ein Polyeder heisst spitz, falls P Ecken besitzt.

Der folgende Satz zeigt, dass fiir Polyeder die Begriffe
der Ecke und des Extremalpunkts zusammenfallen.

Theorem 5.28 (Characterisierung von Extremalpunk-

ten/Ecken). Sei P = P(A,b) C K" ein Polyeder und
Z € P. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) T ist eine Ecke von P, d.h. {Z} ist eine nulldimensio-
nale Seitenfliche von P.
(i1) Es gibt einen Vektor ¢ € R™, so dass T die eindeutige

Optimallosung des Linearen Programms max { cle:xzeP }

18t.
(i11) T ist ein Extremalpunkt von P.

(iv) Rang Aeq(z}). = n.
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Beweis. ,,(i)=-(ii)“: Da {Z} eine Seitenfliche von P ist,
gibt es eine giiltige Ungleichung ¢’z < v, so dass {z} =
{ reP:cTe=xy } Also ist Z die eindeutige Optimallosung
des Linearen Programms max { cl'e:xeP }

,»(i1)=(iii)*: Sei Z die eindeutige Optimalldsung von
max{c’z:z € P}. Gilt = Az + (1 — Ny fiir 2,y € P
und 0 < A < 1, dann gilt

z=M"z+ 1 -NcTy<ATz+ 1 =Nz =c"z.

Also folgt ¢z = ¢z = ¢Ty im Widerspruch dazu, dass T
die eindeutige Optimallosung ist.

,(1i)=(iv)“: Sei I := eq({z}). Falls Rang A;. < n, gibt
es ein y € K™\ {0} mit Ar.y = 0. Fiir hinreichend kleinesl
e>0giltdannz =T +eyec Pundy:=2 —¢ecy € P
(da Aj.Z < b; fiir alle j ¢ I). Dann haben wir aber 7 =
%:C + %y im Widerspruch zur Voraussetzung, dass Z ein
Extremalpunkt ist.

»(1v)=-(1)“: Sei I := eq({Z}). Nach (iv) hat das System
Ar.x = by eine eindeutige Losung, ndmlich Z. Dann gilt

{z} ={x:Are=b}={xe€eP:Arx =101}

und nach Satz ?7? ist {Z} eine nulldimensionale Seiten-
flache von P. O

Das obige Resultat hat interessante Folgen fiir die
lineare Optimierung. Wir betrachten das Lineare Pro-
gramm

max{ch::reP}, (5.11)

wobei wir P als spitz und nichtleer annehmen. Da nach
Korollar ?? alle minimalen Seitenflichen von P die glei-
che Dimension haben, sind alle diese minimalen nichtlee-
ren Seitenfliche von der Form {Z}, wobei T ein Extremal-
punkt von P ist. Sei ¢’z beschrinkt auf P. Dann gibt
es nach dem Fundamentalsatz der Linearen Optimierung
eine Optimallosung 2* € P. Die Menge der Optimallosun-
gen von (?7?) ist die Seitenfliche

Fz{xEP:cTac:cT:v*},
die eine minimale nichtleere Seitenfliche F’ C F', also eine
Ecke von P, enthélt. Damit haben wir

Korollar 5.29. Fulls das Polyeder P C K™ spitz ist und
das Lineare Programm (17) eine Optimallésung hat, dann
gibt es einen Extremalpunkt (eine Ecke) von P, die eben-
falls eine Optimallosung von P ist.
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Weiterhin haben wir:

Korollar 5.30. Jedes Polyeder hat nur endlich viele Ex-
tremalpunkt.

Beweis. Nach dem obigen Satz ist jeder Extremalpunkt
eine Seitenfliche. Nach Korollar 7?7 gibt es nur endlich
viele Seitenflachen.

Wir kehren kurz zum Linearen Programm (?7?) zuriick,
wobei wir wieder P als spitz annehmen und voraussetzen,
dass (??) eine Optimallgsung besitzt. Nach dem Satz von
Hoffman and Kruskal (Satz ?7) ist jede Ecke Z von P
Losung eines Systems

Ar.x = by mit Rang A;. = n.

Im Prinzip kénnen wir damit durch Brute Force eine Opti-
mallésung von (?7?) bestimmen, indem wir alle Teilmengen
I C M mit |I| = n enumerieren, testen, ob Rang A;. =n
und dann Aj.x = by 16sen. Wenn wir die beste zuldssige
Losung, die wir auf diese Weise erhalten, wihlen, so ist
dies eine Optimallésung. Die Simplex-Methode aus Kapi-
tel 7?7 ist ein effizienteres und systematisches Verfahren.

Korollar 5.31. Ein nichtleeres Polyeder P = P(A,b) C
K" ist genau dann spitz, wenn Rang A = n.

Beweis. Nach Korollar 77 haben die minimalen Seiten-
flichen von P genau dann Dimension 0, wenn Rang A = n.
O

Korollar 5.32. Jedes nichtleere Polytop ist spitz.

Beweis. Sei P = P(A,b) und € P beliebig. Nach Ko-
rollar 7?7 geniigt es zu zeigen, dass Rang A = n. Falls
Rang A < n, gibt es y € R™ mit y # 0 und Ay = 0.
Dann folgt aber z+ 60y € P fiir alle § € K im Widerspruch
zur Beschrianktheit von P.

Korollar 5.33. Jedes nichtleere Polyeder P C K st
spitz.

Beweis. Gilt P = P(A,b) C K7, so kénnen wir P dquiva-
lent auch folgendermassen schreiben:

pe e (A)e () =ity

Da Rang A = Rang (:4

I) = n, folgt die Behauptung. O
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Satz ?77?(ii) ist eine Formalisierung der Intuation, dass
wir durch Optimieren mit einem geeigneten Vektor jede
Ecke ,,aussondern®“ kénnen. Wir zeigen nun eine stérkere
Aussage fiir rationale Polyeder.

Theorem 5.34. Sei P = P(A,b) ein rationales Polyeder
und T € P eine Ecke von P. Dann gibt es einen ganzzahli-
gen Vektor c € 2, so dass T die eindeutige Optimallosung
von max{ch 1T € P} 1st.

Beweis. Sei I := eq({z}) und M := {1,...,m} die In-
dexmenge der Zeilen der Matrix A. Betrachte den Vektor
c = ZieM A;.. Da alle Zeilen A;. rational sind, gibt es
ein § > 0, so dass ¢ := 0¢ € Z" ganzzahlig ist. Wegen
fa(I) = {z} (cf. Beobachtung ??), gibt es fiir jedes x € P
mit x # T mindestens ein i € I, so dass A;.x < b;. Daher
gilt fiir alle z € P\ {z}

Tr=40 Z Alz <6 Z bi = 0c’a”.
ieM ieM
Dies zeigt die Behauptung.

Im Rest dieses Abschnittes beschéiftigen wir uns mit
Polytopen und zeigen, dass diese genau die konvexen
Hiillen endlich vieler Punkte sind. Dazu benétigen wir
zunéchst eine Hilfsaussage:

Lemma 5.35. Sei X C K" eine endliche Menge und v €
R™\ conv(X). Dann gibt es eine Ungleichung, die conv(X)
und v trennt, d.h., es gibt ¢ € R™ und v € R so dass
cT'z <« fiir alle x € conv(X) und cTv > t.

Beweis. Sei X = {x1,...,x5}. Da v ¢ conv(X) ist das
System

k
5 AT = U
i=1

Ai>0 fori=1,....k

unlosbar. Nach Farkas’ Lemma gibt es einen Vektor (Z) €
R"*+1, so dass
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ylo;+2<0, fori=1,...,k

yTv 42> 0.
Wenn wir ¢ := —y und v := —z wihlen, so gilt ¢"z; <~
firi=1,...,k.
Sei z = Ele Aix; eine Konvexkombination der x;.

Dann gilt

k
e = Z Nelwy <max{cTw;:i=1,...,k} <7.
i=1

Also ist ¢z < v fiir alle x € conv(X). O

Theorem 5.36. Ein Polytop P ist die konvexe Hiille sei-
ner Ecken.

Beweis. Die Behauptung ist trivial, wenn P =. Sei also
P = P(A,b) ein nichtleeres Polyeder und X = {z1,..., 25}
die Menge seiner Ecken (diese existieren nach Korollar 77
und sind endlich nach Korollar ??). Da P konvex ist und
x1,...,2, € P, folgt conv(X) C P. Wir miissen zeigen,
dass conv(X) = P gilt.

Angenommen, es gébe v € P\ conv(X). Dann gibt es
nach Lemma (??) eine fiir conv(X) giiltige Ungleichung
¢’z < v, so dass c’'v > 7. Da P beschrinkt und nicht-
leer ist, hat das Linare programm max { cle:zeP } eine
Optimallosung mit endlichem Optimalwert v* € K.

Da v € P folgt v* > ¢’v > 5. Dann ist aber keine
der Ecken aus X eine Optimallésung im Widerspruch zu
Korollar 77.

Theorem 5.37. Eine Menge P C K" ist genau dann ein
Polytop, wenn P = conv(X) fiir eine endliche Menge X C
K™,

Beweis. Nach Satz ?7 gilt fiir jedes Polytop P, dass P =
conv(X), wobei X die endliche Menge seiner Ecken ist.
Somit verbleibt nur, die andere Richtung des Satzes zu
zeigen.

Sei X = {x1,...,2,} C K" eine endliche Menge und
P = conv(X). Wir definieren @ C K"*! durch

Q= { (j) ca€[-1,1)"t € [-1,1],a"2z < t fiir allexeX.}

Da @ nach Konstruktion beschrinkt ist, ist @) ein Poly-
top. Seinen A := {(‘le), cee (‘;P)} die Ecken von @Q. Nach
Satz 77 gilt Q = conv(A). Wir setzen
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P':z{xEK":a;‘-Fxgtj,jzl,...,p}.

Wir zeigen P = P’, was den Beweis beendet.

Sei T € P = conv(X) mit z = Zle Aix; eine Konvex-
kombination der Vektoren in X. Sei j € {1,...,p} fest.
Da (§7) € Q gilt a;frxi < t; fiir alle ¢ und daher

tJ
k k
a; T = E )\lajxl— E Aitj =t;.
i=1 "~ =1
tj

IN

Somit ist al'Z < t; fiir alle j und Z € P'. Ergo ist P C P’.

Wir nehmen an, dass die andere Inklusion nicht gilt,
dass es also v € P\ P gibt. Nach Lemma ?? gibt es eine
Ungleichung ¢’z < v, so dass ¢’z < v fiir alle z € P
und v > t. Sei § > 0, so dass ¢ := ¢/f € [-1,1]" und
4 := /6 € [~1,1]. Dann gilt immer noch ¢’v > v und
¢z < 4 fiir alle x € P. Also ist (s) €qQ.

Da @ = conv(A) kénnen wir (;Y) als Konvexkombina-

tion (fy) =300 (’ZJJ) der Ecken von Q schreiben. Da

v e P gilt a;*-r < 't; fiir alle j. Damit ergibt sich

P P
o= Z )\jaij < Z Aiti =1,
=1 =1

im Widerspruch zu ¢’v > . O

Beispiel 5.38. Als Anwendung von Satz 7?7 betrachten wir
das sogenannte stabile Mengen Polytop STAB(G), das als
die konvexe Hiille der Inzidenzvektoren von stabilen Men-
gen des ungerichteten Graphen G definiert ist (vgl. Bei-
spiel 77):

STAB(G) = conv({z € BY : z ist ein Inzidenzvektor einer stabilen Menge in G h-
(5.12)
Nach Satz ?? ist STAB(G) ein Polytop, dessen Ecken
alle Inzidenzvektoren von stabilen Mengen in G sind.
Die n Einheitsvektoren e; = (0,...,1,0,...,0)T, i =
1,...,n und der Nullvektor eg := (0,...,0)7 liegen al-
le in STAB(G), womit wie in Beispiel ?? folgt, dass
dim STAB(G) = n volldimensional ist.

5.4 Facetten

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass fiir jede end-
liche Menge X C K" ihre konvexe Hiille conv(X) ein Po-
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lytop ist. Also gilt fiir endliches X C K™:
conv(X)=P(A,b)={x: Az <b}

fiir geeignetes A und b. Es stellt sich die Frage, welche
Ungleichungen notwendig und ausreichend sind, um ein
Polytop oder Polyeder zu beschreiben.

Definition 5.39 (Facette). Eine nichttriviale Seitenfliche F

des Polyeders P = P(A,b) C K™ heifit Facette, wenn F Facette
nicht strikt in einer echten Seitenfliche von P enthalten
15t.

Theorem 5.40 (Characterisierung von Facetten). Sei
P = P(A,b) C K" ein Polyeder und F eine Seitenfliche

von P. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) F ist eine Facette von P.
(i) Rang Aqq(py. = Rang Agq(p). + 1
(iii) dim F = dim P — 1.

Beweis. Die Aquivalenz von (ii) und (iii) ist eine unmit-
telbare Konsequenz aus dem Dimensionsatz (Satz ?7).

»(1)=(iii)“: Sei F eine Facette aber k = dimF <
dim P — 1. Wegen der Aquivalent von (ii) und (iii) gilt
Rang Ar. > Acq(p). + 1, wobei I = eq(F). Wéhle i € 1
so dass fiir J := I\ {i} gilt: Rang A;. = Rang A;. — 1.
Dann ist fa(J) eine Seitenfliche, die F' enthilt und Di-
mension k + 1 < dim P — 1 besitzt. Also ist fa(J) eine
nichttriviale Seitenfliche, die F' strikt enthilt im Wider-
spruch zur Maximalitdt von F'.

,(iil)=(1)“: Sei G eine nichttriviale Seitenfliche von P,
die F' strikt enthélt. Dann ist I eine nichttriviale Seiten-
fliche von G und aus Korollar ??(iv) (angewendet auf F'
und P’ = @) erhalten wir dim F' < dim G — 1. Zusammen
mit dim F' = dim P — 1 folgt dim G = dim P. Dann ist
kann aber wieder nach Korolar ??(iv) G keine nichttrivia-
le Seitenfldche von P sein.

Beispiel 5.41. Wir betrachten noch einmal das stabile Men-
gen Polytop STAB(G) aus Beispiel ??. Fiir v € V definiert
die Ungleichung x, > 0 eine Facette von STAB(G), da die
n—1 Einheitsvektoren mit Einsen an anderen Stellen als v
zusammen mit dem Nullvektor n affin unabhéngige Vek-
toren in STAB(G) sind, die alle x,, = 0 erfiillen.

Als Folgerung des letzten Satzes leiten wir her, dass fiir
jede Facette F eines Polyeders P = P(A,b) mindestens
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eine Ungleichung im System Az < b existieren muss, die
F induziert.

Korollar 5.42. Sei P = P(A,b) C R" ein Polyeder und
F eine Facette von P. Dann gibt es ein j € M \ eq(P), so
dass

F={$EPZAj.$=bj}. (513)

Beweis. Sei I = eq(P). Wir wéhlen j € eq(F') \ I beliebig
und setzen J := I U {j}. Es gilt immer noch J C eq(F),
da I C eq(F) und j € eq(F). Also ist F C fa(J) C P
(es gilt fa(J) # P, da jeder innere Punkt z von P die
Bedingung A;.Z < b; wegen j € eq(F') \ I erfiillt). Wegen
der Maximalitét von F folgt F' = fa(.J). Also gilt,

F=fa(J)={xzeP:A;x<by}
Z{,TEPZA[.JJ:b[,Aj.JJ:bj}
={zeP:Ajz=0;},

wobei sich die letzte Gleichung aus I = eq(P) ergibt. O

5.5 Projektion von Polyedern

Projektionen von Polyedern werden uns kiinftig haufiger
begegnen. Sie sind ein wichtiges Hilfsmittel, um gewis-
se Aussagen iiber Polyeder abzuleiten oder beweisen zu
konnen. Wir wollen in diesem Abschnitt ein Verfahren an-
geben, wie man die Projektion eines Polyeders auf eine
andere Menge berechnen kann und daraus dann weitere
Konsequenzen ableiten.

Definition 5.43. Es seien S, H C K™ und ¢ € K™\ {0}.
Die Menge

{r e H|3INeK mit z+ \c € S}
heifit  Projektion von S auf H entlang c. Gilt
H={zeK"|cTz=1}
fiir ein v € K, so heifit die Projektion orthogonal.

Wir interessieren uns fiir den Fall, dass S ein Polyeder
ist, d.h. wir miissen uns iiberlegen, wie die Projektion von
Halbriumen aussieht. Dazu machen wir zunéchst eine ein-
fache Beobachtung.
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Abb. 5.4. Projektion der Menge S auf H (Bemerkung ?7).

Anmerkung 5.44. Seit H C K", c e K"\ {0}, S ={z € K" | "z < a}
ein Halbraum und P die Projektion von S auf H entlang
c. Dann gilt:

(a) Ist a orthogonal zu ¢, dann gilt P = HN S.
(b) Ist @ nicht orthogonal zu ¢, dann gilt P = H.

Beweis. Per Definition ist P = {z € H | 3A € K mit a” (z+
Ac) < a} und somit gilt in (a) die Hinrichtung ,,C“ per
Definition; fir die Riickrichtung wihle A = 0. In (b) gilt
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die Hinrichtung ,,C“ ebenfalls per Definition, und fiir die

Riickrichtung wéhle \ = 2=¢ 2

Betrachten wir die Projektion des Durchschnitts zweier
Halbraume

Hy = {z ek ‘ alTx < a1},
Hy = {z €K" | afz < as}.

Steht a; senkrecht zu ¢ oder as senkrecht zu ¢, so erhalten
wir die Projektion aus der Beobachtung ?7?. Es bleiben die
beiden folgenden Félle zu unterscheiden:

(1) Beide Winkel £(a;,c) sind kleiner als 90° oder bei-
de Winkel liegen zwischen 90° und 180°. In diesem

35

1.5+

Abb. 5.5. Winkel im Fall (1)

Fall ist die Projektion des Durchschnitts der beiden
Halbraume wieder H.

(2) Ein Winkel ist kleiner als 90° und einer liegt zwischen
90° und 180°. In diesem Fall ist die Projektion von
H, N Hy auf H eine echte Teilmenge von H.
Wir wollen diese Teilmenge zunéichst geometrisch be-
stimmen. Man betrachte dazu den Durchschnitt der
zu Hy und H, gehorenden Hyperebenen

H{Q = {I e K" | a{ilf = 1 und agx = 042},
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Projektion

Abb. 5.6. Geometrische Bestimmung der Projektion im Fall

(2).

dann ist
G' = {z €K"|3Jy€ Hj, und A € K mit z = y+Ac}

eine Hyperebene, deren Normalenvektor senkrecht auf
¢ steht. Sei G der zu G’ gehsrende Halbraum, der HiN
Hj enthélt. Dann ist G N H die gesuchte Projektion
(vgl. Beobachtung ?? (a)).

Algebraisch liasst sich G wie folgt bestimmen: Auf-

grund der Formel

T
Ty
Y. -y
s £(9) = T Tl

lassen sich Aussagen iiber den Winkel £ (z, y) zwischen
den Vektoren x und y beschreiben, wobei z,y # 0
gelte. Sei nun

90° < £(c,a1) < 180° und
0° < L(c,a2) < 90°.

Dann ist ¢Ta; < 0 und ¢Tay > 0. Wir bestimmen eine
geeignete nicht-negative Linearkombination d aus a

117
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und ay (genaue Formel siehe Satz ?7?), so dass d auf ¢
senkrecht steht, d.h. d”c = 0 gilt. Dann ist

G = {:EGK”‘CZTZESCS},

wobei ¢ entsprechend aus a; und as erzeugt wird, der
oben beschriebene Halbraum.

Die genauen Formeln und deren Korrektheit werden
dargestellt im

Theorem 5.45. Sei c € K™\ {0}, H C K" eine beliebige
Menge und

Hi = {z€K"|a]z < a;}

fir v = 1,2. Wir bezeichnen mit Py die Projektion von
Hy N Hs auf H entlang c. Dann gelten die folgenden Aus-
sagen:

(a) Gilt al'c =0 fiiri =1,2, so ist Puy = Hi N Hy N H.
b) Gilt aTec =0 und al'c #0, so ist Py = Hi N H.
1 2
(c) Gilt aTec > 0 fir i = 1,2 oder alc <0 fir i = 1,2,
so ist Pp = H.
(d) Gilt aTc < 0 und alc > 0, dann setzen wir

d = (a2Tc)a1 — (ach)az,
5

§ = (aXc)y — (alc)as,
woraus dann die Darstellung
Py = Hn{z K" |d"z < 4}.
folgt.

Beachte in (d), dass d’x < § eine nicht-negative Line-
arkombination aus a;fp:v < q; ist, und d auf ¢ senkrecht
steht. Zum Beweis des Satzes 77 bendtigen wir folgendes

Lemma.

Lemma 5.46. Sei T € K", ¢ € K*"\ {0} und H = {x €
K" | aTz < a} mit aTc # 0. Dann gilt:

—aTr
(()a"c>0 = z+reH vi< i T
CLCT_
(i)a"c<0 = T+reH vix 17
a” c

)
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Beweis. Folgende Rechnung gilt sowohl fiir (i) als auch fiir

(ii):

T T T v, a—a'T g

a’(T+A) =a T+ c < aT+—Fp—ac=a
alc

Mit dieser Hilfe folgt nun der

Beweis von Satz ?77.

(a),(b) beweist man analog zu Bemerkung ?7?.
(c) Da Py C H per Definition gilt, bleibt H C Py zu
zeigen. Sei also T € H beliebig. Setze

T~
A= min{LTaix ‘i=1,2}.
alc
Dann gilt mit Lemma ??7: 4+ Xc € HiNH> fiir alle A <
X. Daraus folgt nun mit Definition ?? die verlangte
Aussage T € Py.
(d) Sei
Q = {xEK"|de§5}

und Qg die Projektion von @ auf H entlang c. Da
dTz < § eine konische Kombination aus aiTa: <« fir
i =1,2ist, gilt also H1NHs C @ und damit Py C Qg.
Da weiterhin d”c = 0 ist, gilt nach Bemerkung ??
entsprechend Qg = QN H und damit Py C QNH. Es
bleibt noch QNH C Py zu zeigen. Dazusei & € QNH
beliebig und
T
o= BT 19,

T
a; c

Nach Voraussetzung ist

(afe)atz — (aTe)alz = dTz < § = (alc)as — (aT )as
und damit
(aTe)(ao—alz) < (ale)(ar—alz) = A2 > AL

Fiir ein beliebiges A € [A1, A2] gilt nun
al (T +Xc) = al'z + Mal'c < alz 4+ Nalc = a.
Also ist T+ Ac € H; N Hy und damit & € Pgy.

Damit kénnen wir unseren Projektionsalgorithmus an-
geben.
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Projektion eines Polyeders entlang c.

Input:
e ¢ € K": die Projektionsrichtung.
e P(A,b): ein Polyeder.

Output: P(D,d), so dass fiir jede beliebige Menge
H C K" die Menge

H N P(D,d)
die Projektion von P(A,b) auf H entlang c ist.
(1) Partitioniere die Zeilenindexmenge M = {1,2, ..., m}
von A wie folgt:
N = {ie M| Ay.c <0},
Z ={ieM|Ai.c=0}
P = {ieM|A.c> 0}
(2) Setzer = |ZU(NxP)|undseip:{1,2,...,7} —
Z U (N x P) eine Bijektion.
(3) Fiir i =1,2, ...,r fithre aus:
(a) Ist p(i) € Z, dann setze D;. = Ay, , di =
bpeiy (vgl. Satz 77 (a)).
(b) Ist p(i) = (s,t) € N x P, dann setze
Di~ = (At C)AS. — (AS C)At.,
di (At C)bs — (As C)bt.
(vgl. Satz 77 (d)).
(4) Stop (P(D,d) ist das gesuchte Objekt).

Theorem 5.47. Seien A, b, ¢, sowie D, d wie im Algorith-

mus 77 gegeben. H sei eine beliebige Menge und Py die

Projektion von P(A,b) auf H entlang c. Dann gilt:

(a) Fiir alle i € {1,2,...,r} existiert ein u; > 0 mit
Di. = U?A, di = u;fb

(b) Fir alle i € {1,2, ...,r} gilt D;.c=0.

(¢) Pu = HNP(D,d).

(d) Sei & € H und

b — A T

)\7: = 7Ai.c VZEPUN,
P et falls N = ()
| max{)\;|i e N}, falls N # 0.

00, falls P = ()
U= : ,
{mln{)\i |i € P}, falls P # 0.
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Dann gilt:

(d1) Z € P(D,d) = L <U undZT+Xc € P(A,b)V) €
[L,U].

(d2) z 4+ Ac € P(A,b) = A€ [L,U] und T € P(D,d).

Beweis. (a) und (b) folgen direkt aus der Konstruktion
von D.

(¢) Zum Beweis dieses Punktes benutzen wir (d):
Sei € Py. Daraus folgt £ € H und die Existenz eines
A€ Kmit z+ A € P(A,b). Mit (d2) folgt daraus
z € P(D,d).
Umgekehrt sei Z € HN P (D, d). Daraus folgt mit (d1)
T+ Ac € P(AD) fir ein A € K, also ist T € Py.

(d1) Sei z € P(D,d). Wir zeigen zuerst L < U.
Ist P = oder N = (), so ist dies offensichtlich richtig.
Andernfalls sei p(v) = (s,¢) mit Ay = L und A\, = U.
Dann folgt analog zum Beweis von Satz 77 (d) die
Behauptung U > L. Wir zeigen nun A;.(Z 4+ A¢) < b;
fir alle A € [L,U], i e PUN U Z.
Ist i € Z, so gilt mit p(j) =i: D;. = A;., dj = b;. Aus
A;. c = 0 folgt

Ist i € P, dann ist U < +o00 und

< AT+ NAje = b

Ist i € N, so folgt die Behauptung entsprechend.

(d2) Sei £ + A¢ € P(A,b). Angenommen, es gilt A ¢
[L,U], wobei 0.B.d.A. A < L angenommen werden
kann. Dann gilt fiir ¢ € N mit A\; > A:

Ai.(fc—i—)\c) = A, T+ AN c > AT+ NAj.c = b,
Dies ist ein Widerspruch. Es bleibt noch Z € P(D, d)

Zu zeigen.

Aus (a) und A(Z + Ac) < b folgt D(Z + Ac) <

Nach (b) ist Dc = 0 und somit D(Z+ Ac¢) = Dz < d,
also ist £ € P(D,d).

Ein wichtiger Spezialfall von Algorithmus ?7 ist der

Fourier-Motzkin-Elimination (der j-ten Va-
riable)

121
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Input: Wie in Algorithmus ??, jedoch mit folgen-
den Anderungen:

e c=cg¢
e H = {zecKkK" |z =0 = {zc¢
K" | Tz =0}

Output: Wie in Algorithmus 77, wobei gilt:
{r €eK"| Dz < d, z; =0}

ist die orthogonale Projektion von P(A,b) auf
H.
(1) Spezialfall von ?7:

NZ{Z'EM}AZ']‘<O},
ZZ{Z'EM‘AZ']‘ZO},
P = {ie M| A; > 0}.

(2) Wie in ?7?.

(3) Fiiri € {1,2, ...,r} fithre aus:
(a) Wiein ?7?,
(b) wie in ?? mit

Di. = atjAs. — aSjAt.,

di = atjbs — asjbt.
(4) wie in ?7?.

Mit Hilfe der Fourier-Motzkin-Elimination (FME) er-
halten wir einen alternativen Beweis zum Farkas-Lemma
(Satz ?7). Bevor wir diesen durchfiihren kénnen, benoti-
gen wir noch eine Folgerung aus Satz 77.

Korollar 5.48. Es gilt: P(AbL) #0 <= P(D,d) #
0.

Beweis. Die Projektion von P(A,b) entlang ¢ auf sich
selbst ist P(A,b). Mit Satz ?? (c) gilt damit P(A4,b) =
P(A,b)NP(D,d). Gilt nun P(D,d) = 0, so folgt P(A,b) =
(. Ist dagegen P(D,d) # 0, so ergibt Satz ?? (d1)
P(A,b) # 0.

Wenden wir nun die Fourier-Motzkin-Elimination auf
die erste Variable (d.h. entlang e1) an, so gilt mit Satz ?? (a),
(b) und Folgerung ?7:
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(i) D'e; = 0.
(ii) Es existiert eine Matrix U' > 0 mit U'A = D', U'b = d*.
(5.14)

(iii) P(A,b))=0 <= P(D'.d")=0.

Entsprechend konnen wir die Fourier-Motzkin-Elimination
fortsetzen und die zweite Variable eliminieren. Wir erhal-
ten im zweiten Schritt eine Matrix D? mit;:

(i) D?%ey = 0.

(ii) BEs gibt eine Matrix U? > 0 mit U?D' = D? und U%d' = d*.

(5.15)
(iii) P(D',d")=0 <= P(D?*d*) =0.
Aus (?7?) (ii) und (??) (i) folgt
D%¢; = U?D'e; = U?0 = 0,
und mit U? = U2U" folgt aus (??) (ii) und (??) (ii)
U’A = U?U'A = U*D' = D?,
d.h. es gilt:

(i) D?*e; =0, D%y =0.

(ii) Es existiert eine Matrix U? > 0 mit U2A = D?, U?b = d*.
(5.16)

(iti) P(A,b) =0 <= P(D?d*) =0.

Dieser Prozess ldsst sich fortsetzen und nach n-maliger
Projektion erhalten wir:

(1) D"e; =0 Vje{l2, ...,n}

(ii) Es existiert eine Matrix U™ > 0 mit U"A = D", U"b = d".

(5.17)
(i) P(A,b)=0 <« P(D",d")=1.

Aus (?7?) (i) folgt D™ = 0. Damit gilt auch P(D",d"™) #
) < d™ > 0. Gibt es ein ¢ mit d < 0, so existiert
nach (??) (i) ein Vektor u > 0 mit 74 = D = 0
und u?b = d? < 0. Mit (??) (iii) hat damit genau eines
der beiden folgenden Gleichungssysteme eine Losung (vgl.
Folgerung ?7?):
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. uTA =0
Az < v uTh < 0
u >0

Hier folgen noch ein paar Konsequenzen aus Satz 77 und
Algorithmus ?77.

Korollar 5.49.

(a) Ist H = P(A", V') ein Polyeder, dann ist die Projektion
von P(A,b) auf H entlang ¢ ein Polyeder.

(b) Die Projektion eines Polyeders P(A,b) C K" auf
K* mit k < n ist ein Polyeder.

Beweis. (a) Nach Satz ?? (c) gilt

Py = P(A,V)NP(D,d), dh. Py = P((‘g), (Z))

(b) Folgt direkt aus (a), da K* ein Polyeder ist.

Anmerkung 5.50. Die Projektion @ eines Polyeders P(A,b) C
K" auf K* mit & < n wird beschrieben durch

Q = {xeKk | 3y € K" mit (;”) eP(A,b)},

wobei k+r = n gilt und 0.B.d.A. x zu den ersten k Spalten
von A gehort.

Beweis. Vergleiche Definition 7?7 und die Fourier-Motzkin-
Elimination.

Mit Hilfe der Projektion wollen wir noch einige Ope-
rationen nachweisen, die Polyeder erzeugen oder Polyeder
in Polyeder tiberfiithren.

Eine affine Abbildung f : K* — K ist gegeben durch
eine Matrix D € K**™ und einen Vektor d € K*, so dass
f(x) = Dz +d fiir alle z € K" gilt.

Theorem 5.51. Affine Bilder von Polyedern sind Poly-
eder.
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Beweis. Sei P = P(A,b) C K" ein Polyeder und f : K" —
K* mit f(z) = Dz + d eine affine Abbildung. Dann gilt

f(P) = {yeKk‘erK" mit Az < b und y = Dx + d}

- {yeKk|ElxeK”mitB<x) gz‘)}
y

mit
A 0 - b
B = D —-I und b= 1| —-d
-D I d

Letzteres ist ein Polyeder nach Bemerkung ?? und Folge-
rung ?7.

Korollar 5.52. (Satz von Weyl)
Fiir jede Matriz A € K™*" gilt:

ist ein Polyeder.

Beweis. Wir beweisen exemplarisch, dass cone(A) ein Po-
lyeder ist, die anderen Félle konnen analog dazu bewiesen
werden. Es gilt:

cone(A) = {z € K™ | 3y >0 mit = = Ay}.

Mit P = P(—1,0) und f(z) = Az gilt f(P) = cone(A)
und damit ist nach Satz ?? cone(A) ein Polyeder.

Korollar 5.53. Die Summe P; + P> zweier Polyeder P
und Py ist wieder ein Polyeder.

Beweis. Sei P; = P(A%b%), i =1,2. Dann ist

P+ Py = {a1+ 2 € K" | Alwy <1, A%2p < b}
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= {zEK"’Hzl,xQGK”: Alay < b, A%xo < b?, 2 =21 + 22}

Mit

B Al o b! T\ _
b (8. () wa (") —reere

gilt f(P) = P, + P> und damit ist nach Satz 7?7 f(P)
wieder ein Polyeder.
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Verbinden wir die beiden Folgerungen 7?7 und 77, so
erhalten wir

Korollar 5.54. Es seien A € K™" ynd B € K™,
Dann gilt:

P = conv(A) + cone(B) ist ein Polyeder.

Folgerung 7?7 eroffnet uns eine andere Sichtweise auf
Polyeder. Wir werden im folgenden Abschnitt zeigen, dass
sich jedes Polyeder in der Form conv(A) + cone(B) schrei-
ben 1d3t. Dazu bedarf es jedoch einiger Vorbereitungen.

5.6 Darstellungssitze

Betrachten wir nochmals das Farkas-Lemma (Satz ?7?) aus
einem anderen Blickwinkel:

Jz>0: Az =10 \/ Jy: yTA<0,yTb>0
oder anders ausgedriickt:

dx>0: Az =10 <— Vy:ATy§0:>yTb§O.

Damit sind alle rechten Seiten b charakterisiert, fiir
die das lineare Programm Ax = b, x > 0 eine Losung hat.
Nach Definition gilt

cone(A) = {b€ K™ | Iz >0 mit Az = b}.
Zusammen mit Satz 7?7 haben wir dann
Anmerkung 5.55. Fiir alle Matrizen A € K™*™ gilt
cone(4) = {be K™ |y"b <0 Vye P(AT,0)}.

Die geometrische Interpretation von Bemerkung ?7 kénn-
te man in der folgenden Form schreiben:

Die zuldssigen rechten Seiten b von .

Az =b,2>0 o
Die Vektoren, die mit allen Vektoren
aus P(AT,0) einen stumpfen Winkel
bilden.

Als Verallgemeinerung geben wir

Definition 5.56. Sei S C K" eine beliebige Menge.
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5.6 Darstellungssétze

(a) Die Menge aller Vektoren, die einen stumpfen Winkel
mit allen Vektoren aus S bilden, heifst polarer Kegel.
In Zeichen:

S° ={yeK"|y"z<0Vae S}

Fiir eine Matriz A bedeutet A° die Menge {y € K™ |yT A <

0}.

(b) Das orthogonale Komplement von S (vgl. die Lineare
Algebra) ist die Menge aller Vektoren, die auf allen
Vektoren aus S senkrecht stehen. In Zeichen:

St = {yek"|y"z=0VreS}

Offensichtlich gilt S+ C S°. Bemerkung ?? lisst sich
nun in der folgenden Form schreiben.

Korollar 5.57. Fiir alle Matrizen A € K™*™ gilt
P(A,0)° = cone(AT).

Beispiel 5.58. Sei
-3 2
A= ( ? _2>.

2 P(A,0)

I
-3 -2 -1 o 1 2

Abb. 5.7. Zu Beispiel ?7?7: P(A,0)° = cone ({(;3)7 () })

Es gilt: Az = b, z > 0 ist 16sbar = be P(AT,0)°
= b € cone(A)
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_ (0
Zum Beispiel ist Az=(7), 220

Aa::(_ol),xZO

Wir schreiben im Weiteren kurz S°° = (5°)°

nicht losbar.

losbar.

Lemma 5.59. Fir S, S; CK", i€ {1,2,...,k} gilt:

(a)SiCS; = S7CSp.
(b) S C S°°.
k ° k
(c) (_L_Jl&) = _DISZ-".
(d) S° = cone(S°) = (cone(S))°.
(e)S = lin(S) = S° = S+

Beweis. Ubung,.
Korollar 5.60.
(cone(AT))° = cone(AT)° = P(A4,0).

Beweis. Es gilt:

??(a)

(cone(AT))° ) cone(AT)° S (AT)°

Theorem 5.61. (Polarensatz)
Fiir jede Matrix A gilt

P(A,0)°° = P(A,0),
cone(A)°° = cone(A).

Beweis. Es gilt

77

P(A,0) £ cone(AT)> £ P(4,0)>°,

2

{z| Az <0} = P(A,0).

cone(A) Z P(AT,0)° Yy (cone(A)°)° Y cone(A)°°.

Damit haben wir alle Hilfsmittel zusammen, um zu
zeigen, dass Polyeder nicht nur in der Form P(A,b) dar-

gestellt werden kénnen. Genau dies besagt der

Theorem 5.62. (Satz von Minkowski)

Eine Teilmenge K C K" ist genau dann ein polyedri-
scher Kegel, wenn K die konische Hiille endlich vieler
Vektoren ist, d.h. zu jeder Matriz A € K™*™ gibt es eine

Matriz B € K™*? mit
P(A,0) = cone(B)

und umgekehrt.
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Beweis. Es gilt:

??

P(A,0) £ cone(AT)> £ P(BT,00° £ cone(B).

Theorem 5.63. Es seien A € K™*" b € K™. Dann
existieren endliche Mengen V, E C K™ mit

P(A,b) = conv(V) + cone(E).

Beweis. Setze

m=r((e ) ()

Dann gilt: 2 € P(A,b) < (]) € H.

H ist ein polyedrischer Kegel, also gibt es nach Satz 77?7
eine Matrix B € K(*VUx4 mit H = cone(B). Aufgrund
der Definition von H (vgl. die letzte Zeile) hat die letzte
Zeile von B nur nicht-negative Eintrége. Durch Skalierung
und Vertauschung der Spalten von B kénnen wir B in eine
Matrix B iiberfiihren, fiir die dann gilt:

B = <1¥T Ol;> mit cone(B) = H.

Damit gilt nun

x € P(A)b) <— (f) € H

pw>0

< 1z € conv(V) + cone(E).

Korollar 5.64. Fine Teilmenge P C K" ist genau dann
ein Polytop, wenn P die konvexe Hiille endlich vieler Vek-
toren ist.

Beweis. Sei V' C K" endlich und P = conv(V), dann ist
P nach Folgerung 7?7 ein Polyeder. Ist x € P, so gilt

k k
T = Z)\ivi mit v; €V, A\; >0, Zx\izl

=1 i=1

und somit

k
[lz]] < ZH%H also P C {xEK"
i=1

llz]| < ZIIUII}'

veV
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Also ist P beschrénkt, d.h. P ist ein Polytop.

Umgekehrt, ist P ein Polytop, so gibt es nach Satz 77?7
endliche Mengen V, FE mit P = conv(V') + cone(FE). Ange-
nommen, es existiert ein e € F mit e # 0, so gilt x+ve € P
fir alle v € N und alle z € conv(V). Demnach ist P un-
beschrénkt, falls £\ {0} # 0. Daher muss £ € {0,{0}}
gelten und damit

conv(V) = conv(V) + cone(E) = P.

Theorem 5.65. (Darstellungssatz)

Eine Teilmenge P C K" ist genau dann ein Polyeder,
wenn P die Summe eines Polytops und eines polyedrischen
Kegels ist, d.h. wenn es endliche Mengen V, E C K™ gibt
mat

P = conv(V) + cone(E).

Beweis. Kombiniere

Satz ?7: polyedrischer Kegel = cone(F),
Satz 7?: P(A,b) = conv(V) + cone(E),
Folgerung ??: Polytop = conv(V),
Folgerung ??: conv(V') + cone(E) ist ein Polyeder.

Damit kennen wir jetzt zwei Darstellungsformen fiir

Polyeder

(1)

Die #dufBlere Beschreibung: P(A,b)

P(Ab) = [z eK" | iz < b} C {z| Az < b},

=1

d.h. P(A,b) wird als Durchschnitt von grofieren Men-
gen (Halbrdumen) betrachtet.

Die innere Beschreibung: conv(V) 4 cone(F)

Ist £ = (), so ist die Bezeichnung offensichtlich, denn
es gilt V' C P und somit wird P durch eine konvexe
Hiillenbildung aus Elementen von sich selbst erzeugt.
Analoges gilt, wenn P ein polyedrischer Kegel ist. Gilt
V # (0 und E # 0, so ist E nicht notwendigerweise
Teilmenge von P, jedoch gelingt es immer, P durch
Vektoren v € V und e € F ,von innen heraus“ zu
konstruieren, vgl. Abbildung ?7.
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12

lor conv(V)+cone(E)

Abb. 5.8. innere Konstruktion eines Polyeders.

5.7 Minimale konvexe
Erzeugendensysteme

In Folgerung ??7 haben wir gesehen, dass Polytope genau
diejenigen Teilmengen des K" sind, die durch Konvex-
kombinationen einer endlichen Menge erzeugt werden.

Vergleiche hierzu aus der Linearen Algebra die linearen
Teilrdume, die durch Linearkombinationen der Elemente
einer endlichen Menge erzeugt werden. Ahnlich wie in der
Linearen Algebra werden wir sehen, dass es fiir Polytope
minimale Erzeugendensysteme (Basen) gibt und dass diese
im Falle von Polytopen sogar eindeutig bestimmt sind,
d.h. es existiert eine eindeutig bestimmte endliche Menge
V mit P = conv(V).

Im Falle von polyedrischen Kegeln wird diese Eindeu-
tigkeit nur unter zusétzlichen Voraussetzungen gelten, wo-
bei Eindeutigkeit natiirlich nur bis auf eine Multiplikation
mit einem positiven Skalar gelten kann.

Um diese Aussagen zu beweisen, bendtigen wir noch
ein wenig mehr Handwerkszeug. Zunéchst suchen wir eine
Charakterisierung der v-Polare P? eines Polyeders P. Wir
erinnern uns an Definition 77:
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P = ) e gt
@]

a’x < aVIEP}.

Es lédsst sich dann der folgende Satz beweisen.

Theorem 5.66. Es sei ) # P C K" ein Polyeder mit
den Darstellungen

(a)

Dann gilt:
P = {(a> e Kvt!
!

P = P(A,b) = conv(V) + cone(FE).

Ju>0: uTAzaT,uTbga}

(=3 () =of
= r((er 7))

_ AT o
= cone T 1 .

pPY — { “) c K+l

") epP’ = Az <b, a¥x > o hat keine Losung
Bewkis.) (a)

(b)

< 322>0,y>0mit 274 —yaT =0, 2Tb—ya <0

Jz>0mit z7A=0a", 2Tb<a

—
3250 as0mi (“) = (A 0 (3

<:>z_,_m1a—bT1)\

—

=

(o) < o3 7))

aTv < o fiir alle v € V und
a’(v+Xe)<afiralltveV,ecE, A>0

(o) <7

aTe <0, denn andernfalls wire a” (v + \e) > «
fiir ein geniigend grofles A

= (= 0)() = ()

Gilt umgekehrt

()= (7))

und ist x € P, so existieren vy, vz, ..., v, €V, e1,e2,...,64 €

P
Eund A, A2, ..., A, >0 mit > A\ =1 und  pa,po, ..., f1g >
i=1

!

0 mit
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p q
xr = Z)\l’l)l + Zujej.
i=1 J=1

Damit gilt nun

P q P q
ale = Z)\iaTvi—i—ZujaTej < Z)\ia+zuj-0 = a.
i=1 j=1 i=1 j=1

Demnach ist <a> e P7.
«

Korollar 5.67. Die y-Polare eines Polyeders ) # P C
K™ st ein polyedrischer Kegel im K"TL.

Korollar 5.68. Ist | # P = P(A,b) = conv(V) +
cone(E) ein Polyeder und a¥x < « eine Ungleichung,
dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) a¥x < « st giiltig fiir P.

(ii) 3u >0 mit uT A =o', uTb < a.
(i) aTv < aVv €V und aTe<0Vee€ E.
(iv) (&) € P7.

Im Folgenden bendttigen wir noch einige weitere Be-
griffe, die als Hilfsmittel zur Vereinfachung der spéter zu
fithrenden Beweise gebraucht werden.

Definition 5.69. Sei S C K" eine Menge. Wir definie-
ren:

(a) Die Menge rec(S) = {y € K" | 3z € S mit x4+ \y €
SV >0} heifit Rezessionskegel von S.

(b) Die Menge lincal(S) = {y € K" | 3z € S mit z +
Ay € SY A €K} heifst Linealititsraum von S.

(¢) Die Menge hog(S) = {(}) e K""! |z € S}OO heifst
Homogenisierung von S.

Wir wollen nun kurz die in Definition ?? eingefiihrten
Mengen fiir Polyeder charakterisieren.

Theorem 5.70. Sei P = P(A,b) = conv(V) + cone(E)
ein nichtleeres Polyeder. Dann gilt

rec(P) = P(A,0) = cone(E).

Beweis. Offensichtlich gilt P(A4,0) = cone(F), was an fol-
genden Inklusionen zu sehen ist:
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»2“ vgl. Folgerung ?7? (iii).
~C“ x e P(A,0) = y+ A x e P(A,b) YA>0, Vy €
P(A,b)
= 1z € cone(E) nach Satz ?7?.

Bleibt noch rec(P) = P(A,0) zu zeigen.

rec(P) C P(4,0):
Sei y € rec(P). Dann existiert ein x € P mit = +
Ay € P fiir alle A\ > 0. Daraus folgt nun b > A(xz +
Ay) = Az + MAy. Giibe es eine Komponente von Ay,
die grofer als Null ist, z.B. (Ay);, so wire

< . < bl — (Al‘)l
r+Ay mit A= —-—"—+1
(Ay)s
nicht in P(A,b), was ein Widerspruch ist. Also gilt

y € P(A,0).

P(A,0) Crec(P):
Seinun y € P(A,0), dann gilt fiir alle z € P(A4,b) und
A>0

Alx+ X y) = Az + My < b+ 0 = b,
also ist y € rec(P).
Insbesondere folgt aus Satz 77
rec(P) = {y e K" |(z+ Xy e PYA>0) Va € P}.

Ist P ein Kegel, so gilt P =rec(P) und P ist genau
dann ein Polytop, wenn rec(P) = {0} gilt. Aus Definiti-
on 77 folgt lineal(P) = rec(P) N (—rec(P)). Offenbar ist
lineal(P) ein linearer Teilraum des K™ und zwar ist es der
grofite Teilraum L C K™ so dass x+ L C P fiir alle x € P
gilt. Weiterhin folgt

Theorem 5.71. Sei ) # P = P(A,b) = conv(V) +
cone(E) ein Polyeder, dann gilt

lineal(P) = {z € K"| Az =0} = cone({e € E|—e € cone(E)}).

Beweis. Wegen lineal(P) = rec(P) N (—rec(P)) folgt die
Behauptung direkt aus Satz ?77.

Die Definition von hog(S) erscheint etwas kompliziert,
da man S zweimal polarisieren muss. Fiir Polyeder ldsst
sich hog(P) jedoch einfacher charakterisieren, wie der fol-
gende Satz zeigt.
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P(A,b)

rec(P)

. . . . )
-6 -4 -2 0 2 4 6
1

Abb. 5.9. Ein Polyeder P mit zugehorigem Rezessionskegel.

lineal(P)

Abb. 5.10. Ein Polyeder P mit zugehorigem Linealitdtsraum

Theorem 5.72. Sei ) # P = P(A,b) = conv(V) +
cone(E) ein Polyeder und

2= (570):

Dann gilt
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hog(P) = P(B,0) = Cone({ (11)) "€ V}) +C°ne<{ (S)

Beweis. Setzen wir
r€eP } ,

o () e
vev )+ cone({(2)

so gilt
Aus Folgerung ?7? (iii) ergibt sich dann

cer}).

cer}).

-

Py e K™ | ZTu<0Vue P}

zT<11)) <0Vv eV und ZT<S> SOVeEE}
T
(Er0) ==}
vTia
-#((&0) o)
Mit Folgerung 77 gilt weiter

Def 1o vTi ° e V E
hog(P) = Pj = P(<ETO>’O> = cone(<ﬂTO>).

Die zweite Charakterisierung erhalten wir aus einer an-
deren Darstellung von Py unter Anwendung von Satz 77.
Demnach gilt

P o= {(“) e Knt! aT:v+a§OV:v€P}

= {z e Knt!

(0%

_ {(a) € K aTxg_awep}
~{()exm](C) e}
(L) = (e 1)}
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Folgerung ?7? impliziert schliefflich

hog(P) = P?° = (cone((_ﬁi _?))) 2 p((ﬁj) , 0).

~

25+
L
hog(P)
15
.
A
pl
0.5k
0
P
_05 Il Il Il Il Il I
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3

Abb. 5.11. Ein Polyeder P mit zugehoriger Homogenisierung.

Anmerkung 5.73. Sei P C K" ein Polyeder. Dann gilt:

()zeP <« (f) € hog(P).

(b) z € rec(P) <= (g) € hog(P).

Beweis. (a),=*“ folgt direkt aus der Definition ?? und
Lemma ?? (b).
,<=" folgt direkt aus Satz ?77.
(b) Sei P = P(A,b) eine Darstellung von P. Dann gilt
nach Satz 77

hog(P) = P(B,0) mit B = (13:11’)

Hieraus folgt zusammen mit Satz 77
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(g) € hog(P) <= (g) € P(B,0)

— Az <0
< 1z € rec(P).

Im Folgenden konzentrieren wir uns auf Polyeder, die
eine Ecke haben. Polyeder ohne Ecken brauchen nicht not-
wendigerweise eindeutige minimale Erzeugendensysteme
zu haben. Zudem miissen minimale Erzeugendensysteme

nicht einmal die gleiche Kardinalitét besitzen.

Definition 5.74. Ein Polyeder heifit spitz, falls es eine
Altes Kommando FEcke besitzt.
df hier verwendet

Theorem 5.75. Sei K C K" ein polyedrischer Kegel.
Dann gilt:

(a) Ist x eine Ecke von K, dann gilt x = 0.
(b) F st ein  Extremal- Jz € K"\ {0}, so dass F = cone({z}) eine
strahl von K Seitenfliche von K ist.

Beweis. (a) Nach Bemerkung ?? existiert eine Matrix A
mit K = P(A,0). Die Menge F ist genau dann ei-
ne Seitenfliche von K, wenn eine Teilmenge I C M
existiert mit F = { € P|Ar.z < 0}. Jede nichtleere
Seitenfliche von K ist daher ein Kegel, der den Null-
vektor enthilt. Damit gilt nun: Ist  eine Ecke, so ist
0 € {z}, also ist z = 0.
(b) ,,<* Folgt aus Definition ??.
,=“ Nach Definition ?? existiert ein x € K™ und ein
z € K"\ {0} mit F = {z} + cone({z}). Nach
Bemerkung 77 gilt 0 € F' und damit existiert ein
A>0,) € Kmit 0 =z + \z. Fiir A\ = 0 folgt
sofort (b).
Sei also A > 0. Dann gilt {\z ‘ A >0} CF,denn
x € F und K ist ein polyedrischer Kegel. Ande-
rerseits ist jedoch

Az A >0} = {A(=X2)[A >0}
Z {=Xz} + {Xz|A>0} = z 4 cone({z}) = F,

also ein Widerspruch.

Theorem 5.76. Sei ) # P = P(A,b) C K™ ein Polyeder.
Dann sind dquivalent:

(1) P ist spitz.
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(2) Rang(A) = n.

(8) rec(P) ist spitz, d.h. O ist eine Ecke von rec(P).
(4) Jede nichtleere Seitenfliche von P ist spitz.

(5) hog(P) ist spitz.

(6) P enthdlt keine Gerade.

(7) rec(P) enthilt keine Gerade.

(8) lineal(P) = {0}.

Beweis. (1) = (2): Ist = eine Ecke von P, so gilt nach
Satz 77

n = Rang(Aeq({m}).) < Rang(4) < n

und demnach Rang(A4) = n.

(2) = (1): Sei x € P so gewihlt, dass I = eq({z}) maxi-
mal beziiglich der Mengeninklusion ist. Sei F' = {y €
P } Aj.y = b}, dann ist x ein innerer Punkt von F,
vgl. Satz ??. Wiirde Rang(A;.) < n gelten, dann ent-
hielte der Kern von Aj. einen Vektor y # 0 und nach
Lemma 77 gidbe es dann ein € > 0 mit = + ey € P.
Die Gerade G = {z + Ay| A € K} trifft mindestens
eine der Hyperebenen H; = {y ’ Ajy=1"b;},dan=
Rang(A) > Rang(Ar.) gilt (andernfalls wire A;.y =0
fiir alle j ¢ I und damit n = Rang(A4) + Kern(A4) >
Rang(A) = n). Also muss es ein § € K geben, so dass
z+ 0y € Pund I C eq({z + 0y}) ist. Dies ist jedoch
ein Widerspruch zur Maximalitdt von 1.

Aus der Aquivalenz von (1) und (2) folgt direkt die
Aquivalenz mit (3), (4) und (5), denn es gilt:

rec(P) = P(A,0) nach Satz ?7?.

A —b 0
??
P<< 0—1> , <0)> nach Satz ?77.

F = {ZE e K" ‘ Ax <b, Aeq(p),:zr < beq(F) , —Aeq(F).:E < _beq(F)}

fiir alle Seitenflichen £’ von P.

hog(P)

(3) = (6): Angenommen, P enthélt eine Gerade G = {u+
Av ’ A € Kv # 0}, dann gilt

b > Alu+ M) = Au + Mv ViekK

Daraus folgt A(Mv) < 0 fiir alle A € K und somit
v, —v € rec(P) nach Satz 7?, d.h. 0 = Jv + 1(—v) ist
eine Konvexkombination der Null und damit ist Null
keine Ecke von rec(P) nach Satz 7?7 (3).
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(6) = (3): Ist rec(P) nicht spitz, so kann die Null nach
Satz 7?7 (3)als echte Konvexkombination von Vektoren
aus rec(P) dargestellt werden:

0=+ 1-XAv,u#0,v£0,0< A<

Dann ist aber G = {Au | A € K} eine Gerade in rec(P),
da u,v € rec(P) und v = —v, und fiir alle z € P ist
x + G eine Gerade in P, was ein Widerspruch ist.

Die Aquivalenz von (7) und (8) zu (1) — (6) zeigt man
analog.

Aus Satz 7?7 konnen eine Reihe interessanter Kon-
sequenzen gezogen werden, so hat P=(A,b) immer eine
Ecke, sofern P=(A,b) nicht leer ist oder ein nichtleeres
Polytop hat immer eine Ecke.

Unser Ziel ist es, minimale Erzeugendensysteme fiir
Polyeder in der Darstellung conv(V) 4 cone(E) zu ge-
winnen. Einen Bestandteil werden die Ecken bilden, die
wir eben in Satz ?7 charakterisiert haben. Den zweiten
Bestandteil bilden die Extremalen, die wir im Folgenden
néher betrachten wollen.

Definition 5.77. Sei P = P(A,b) ein Polyeder. Ein Vek-
tor z € rec(P)\{0} heifit Extremale von P, falls cone({z})
ein Extremalstrahl von rec(P) ist.

Nur spitze Polyeder haben Extremalen, denn wenn P
nicht spitz ist, so ist nach Satz ?? rec(P) nicht spitz, also
existieren 0 # u,v € K" mit

0 =X+ (1-XNv mit 0 < A < 1.

Ist F' = cone({z}) ein Extremalstrahl von rec(P), so gibt
es eine giiltige Ungleichung ¢’z < 0 fiir rec(P) mit F =
{a € rec(P) | ¢’z = 0} (vgl. Definition ?7).

Nun gilt
0=c"0=Xu+ (1-NcTv <o

Da auch c¢’u < 0 und ¢’v < 0 gilt, folgt somit c’'u =

v =0, also u,v € F, was zum Widerspruch fiihrt.

Aussagen iiber Extremalen haben also nur fir spitze
Polyeder einen Sinn.
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Theorem 5.78. Sei P = P(A,b) C K™ ein spitzes Poly-
eder und z € rec(P) \ {0}. Dann sind dquivalent:

(1) z ist eine Extremale von P.

(2) cone({z}) ist ein Extremalstrahl von rec(P).

(8) z lisst sich nicht als echte konische Kombination zwei-
er linear unabhdingiger Elemente von rec(P) darstel-
len.

(4) (rec(P) \ cone({z})) U {0} ist ein Kegel.

(5) Rang(Aeq(gz1).) =n —1 (eq() bzgl. Az <0).

Beweis. (1)<(2): Definition ?7.

(3)=(4): Klar.

(2)=(3): Ist F' = cone({z}) ein Extremalstrahl von rec(P),
dann ist F eine eindimensionale Seitenfléiche von rec(P),
d.h. F' kann keine zwei linear unabhéngige Vektoren
enthalten. Aulerdem gibt es ein ¢ # 0 mit F =
{z € rec(P)|cTz = 0}. Angenommen, es existieren

u,v € rec(P), die linear unabhingig sind und A\, u > 0

mit z = Au + pv, so gilt

0=c"2 = xlu+ MCTU <0

und damit ¢Tu = ¢Tv = 0. Also gilt u,v € F, was
einen Widerspruch ergibt.

(3)=(5): Sei I = eq({#}), dann ist z ein innerer Punkt
von

F = {z €rec(P) | Ar.x = 0}.

Offenbar ist Rang(A;r.) # n. Ist Rang(Ar.) < n — 1,
dann existiert ein v € Kern(Ay.) und v ist linear un-
abhéngig von z. Nach Lemma 7?7 gibt es dann ein
e € K, so dass z &+ eu € rec(P) gilt. Dann ist aber
z=1(2 4 eu) + 1(2 — eu) eine echte konische Kombi-
nation von zwei linear unabhéngigen Elementen von
rec(P), woraus ein Widerspruch folgt.

(5)=(2): Sei I =eq({z}) und F = {& € rec(P)| Aj. x =
0}. Nach Voraussetzung gilt dim(F') = 1.
Da rec(P) spitz ist, enthélt rec(P) nach Satz 7?7 keine
Gerade, also muss die eindimensionale Seitenfliche F'
der Strahl cone({z}) sein.

Theorem 5.79. Sei P C K" ein spitzes Polyeder. Dann
gilt:

141
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a) x ist eine Ecke von P <= 33 ist eine Extre-
1
male von hog(P).
b) z ist eine Extremale von P <— N ist eine Extre-
0

male von hog(P).

Beweis. Sei P = P(A,0), dann gilt nach Satz ??

hog(P) = P(B,0) mit B = (‘3 :[1’)

(a) Sei I =eq({z}) bzgl. P(A,b). Dann gilt

z ist cine Ecke von P <= Rang(Ar) = n

< Rang(Beq({(T)})) =n

(denn die neu hinzukommende Ungleichung
ist nicht mit Gleichheit erfiillt.)

27?7

(glc) ist eine Extremale von hog(P).

(b) Es gilt:

77

z ist Extremale von P cone({z}) ist Extremalstrahl von rec(P)

<~
< Rang(Aeq({z}),) =n-—1
= Rang(Beq({(g)})_) =n

??

= (g) ist eine Extremale von hog(P).

Wir sind nun soweit, minimale Erzeugendensysteme
fiir spitze Polyeder zu charakterisieren.

Ist K ein polyedrischer Kegel und gilt K = cone(FE),

dann nennen wir F eine Kegelbasis von K, wenn es keine
Altes Kommando Menge E’ G E gibt mit K = cone(E’) und wenn fiir jede
df hier verwendet andere minimale Menge F' mit K = cone(F) die Bezie-

. hung |F| = |E] gilt.
Ist P ein Polytop, dann heifit V' mit P = conv(V')

konvexe Basis von P, wenn es keine Menge V' ; V gibt
mit P = conv(V’) und wenn fiir jede andere minimale

Menge W mit P = conv(W) die Gleichung |W| = |V] gilt.

Altes Kommando
df hier verwendet
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Offensichtlich sind die Elemente einer Kegelbasis bzw.
einer konvexen Basis konisch bzw. konvex unabhéngig. Al-
lerdings ist im Gegensatz zu Vektorraumbasen die koni-
sche (konvexe) Darstellung eines Elementes « € cone(E)
(y € conv(V)) durch Vektoren aus E (V') nicht immer
eindeutig.

Theorem 5.80. Sei {0} # K C K" ein spitzer polyedri-
scher Kegel. Dann sind dquivalent:

(1) E ist eine Kegelbasis von K.

(2) E ist eine Menge, die aus jedem Extremalstrahl von K
genau einen von Null verschiedenen Vektor (also eine
Eztremale von K ) auswdihlt.

Beweis. Ist z eine Extremale von K, so ist K/ = (K \
cone({z})) U {0} nach Satz ?? ein Kegel. Folglich gilt
cone(E’) C K’ fiir alle Teilmengen £’ von K'. Also muss
jede Kegelbasis mindestens ein (aus der Basiseigenschaft
folgt dann ,,genau ein“) Element von cone({z}) \ {0} ent-
halten.

Zum Beweis, dass (2) tatséichlich eine Kegelbasis ist, be-
nutzen wir vollstdandige Induktion iiber d = dim(K).

d=1: Ist klar.

d—d+1:
Sei K ein Kegel mit dim(K) = d+1, y € K\ {0} belie-
big und ¢ € K" \ {0} ein Vektor, so dass die Ecke 0 von
K die eindeutig bestimmte Losung von max{c’z ’ T €
K} ist (c existiert nach Satz ??). Sei z € {z|c’a =
0}\{0}. Dann ist fiir die Gerade G = {y + Az | A € K}
die Menge K NG ein endliches Streckenstiick (andern-
falls wiire z € rec(K) = K und wegen ¢’z = 0 wiire 0
nicht die eindeutige Maximallssung). Folglich gibt es
zwei Punkte z; und zo, die auf echten Seitenflichen F}
und F» von K liegen, so dass K NG = conv({z1, 22})
ist. Es gilt dim(F;) < d (i = 1,2), die F; sind Kegel
und die Extremalstrahlen von F; sind Extremalstrah-
len von K. Nach Induktionsvoraussetzung werden z;
und 22 durch die in Satz ?? (2) festgelegten Mengen
bzgl. Fi und F3 konisch erzeugt. Daraus folgt, dass
auch y durch die in Satz 7?7 (2) festgelegten Mengen
konisch erzeugt wird.

Korollar 5.81. Jeder spitze polyedrische Kegel besitzt ei-
ne (bis auf eine positive Skalierung der einzelnen Elemen-
te) eindeutige Kegelbasis.
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Abb. 5.12. Grafische Darstellung zu Satz 77?.

Korollar 5.82. Jeder spitze polyedrische Kegel K # {0}
ist die Summe seiner Extremalstrahlen, d.h sind cone({e;}), i €
{1,2, ...,k}, die Extremalstrahlen von K, so gilt

k
K = cone({e1,eq, ...,ex}) = Zcone({ei}).
i=1

Der folgende Satz verschiarft Satz 7?7 fiir spitze Poly-
eder.

Theorem 5.83. Jedes spitze Polyeder lisst sich als Sum-
me der konveren Hiille seiner Ecken und der konischen
Hiille seiner Ezxtremalen darstellen, d.h. ist V die Ecken-
menge von P und E die Menge der FExtremalstrahlen von
rec(P) (d.h. E ist eine Kegelbasis von rec(P) ), so gilt

P = conv(V) + cone(E).

Beweis. Sei hog(P) die Homogenisierung von P. Da P
spitz ist, ist nach Satz ?? und Satz ?? hog(P) ein spitzer
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Kegel. Nach Folgerung ?? ist hog(P) die Summe seiner
Extremalstrahlen cone({e;}), i € {1,2, ...,k}. O.B.d.A.
sei

e, = (ii),ie{l,Q,...,p} und ¢ = <cg>,i€{p+1,p+2,...,k}

(vgl. Satz ?7). Aus Satz 77 folgt, dass V = {v1,v2, ..., vp}
die Eckenmenge von P und E = {ep41,€p+2, ..., ex} die
Extremalenmenge von P ist. Nach Bemerkung 7?7 gilt

reEP <— <316> € hog(P)

und damit

P k 4
reP < xr = Z/\ﬂ)z + Z i€ mit /\i, Wi = O, Z/\Z =1
1=1 =1

1=p+1
<~ x € conv(V) + cone(E).

Korollar 5.84. Polytope haben eine eindeutige konvexe
Basis.

Fiir lineare Programme gilt folgende wichtige Beob-
achtung:

Theorem 5.85. Sei P C K™ ein spitzes Polyeder und ¢ €
K". Das lineare Programm max{c"z |z € P} ist genau
dann unbeschrinkt, wenn es eine Extremale e von P gibt
mit cTe > 0.

Beweis. Ubung.

Wir haben bereits gesehen, dass Elemente von spitzen
Polyedern P keine eindeutige Darstellung als konvexe und
konische Kombination von Ecken und Extremalen haben
miissen. Man kann jedoch deren Anzahl beschrinken.

Theorem 5.86. Es sei K C K" ein spitzer Kegel und
0 # x € K. Dann gibt es Extremalen y1,y2, . ..,yqa von K
mit

d
d < dim(K) < n und T = Zyl
=1
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Beweis. Es seien cone({e;}), i € {1,2, ..., k} die Extre-
malstrahlen von K. Dann gibt es nach Folgerung ?? Ska-
lare \; >0, i €{1,2,...,k} mit

k
xr = E )\iez-.
=1

Unter allen moglichen Darstellungen von z sei die obige so
gewdihlt, dass I = {i € {1,2, ..., k} | \; > 0} minimal ist.
O.B.d.A. sei I ={1,2,...,d}. Angenommen, die Extre-
malen ey, es, ..., eq seien linear abhéngig, dann existieren

M1, H2, "'7Md€K7 /’L#Omlt

d
Z ni€; = 0.
i=1

Angenommen, p1, 2, ..., uq > 0 und 0.B.d.A. py > 0.
Dann ist
d
Mg
—€1 = — €
i—a M1
eine konische Kombination von es, e3, ..., eq und e; € lineal(K)

nach Satz ?77?. Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Voraus-
setzung, dass es sich bei K um einen spitzen Kegel handelt
(vgl. Satz ?7).

Daher kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass p; < 0

und \ \
A= max{—i Hi<0}-
K1 i
Damit gilt
d i
e1 = — Y —e,
d
A
r= Z </\Z - _1,Uz) €4
=2

Letzteres ist eine konische Kombination, denn es gilt fiir
alle p; mit
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Ai A A
/Li>02 —2—1 <~ ()\i——lui) >0,
i H1 H1
A
pi=0: A\ — Zp>0e= \>0,
H1
i A A
p<0: =< — ()\i——lui)ZO
i H1 H1

Also kann x mit weniger als d Extremalen konisch kom-
biniert werden und dies fithrt zum Widerspruch zur Mi-
nimalitdt von I. Da ein Kegel hochstens dim(K) linear
unabhiingige Vektoren enthilt, folgt d < dim(K). Setzen
wir nun noch y; = Ne;, ¢ € {1,2,...,d}, so sind die
Vektoren y; Extremalen mit der gesuchten Eigenschaft.

Korollar 5.87. Sei P C K" ein spitzes Polyeder und
x € P, dann gibt es Ecken vg,v1, ...,vx und Extrema-
len egi1,€kt1, - -, eq von P mit d < dim(P) und nicht-
negative Skalare Ao, A1, ..., A mit Zf:o Ai = 1, so dass

gilt
k d
r = Z)\ivi + Z €i.
i=0

i=k+1

Beweis. Nach Satz ?7? ist hog(P) ein Kegel, der nach
Satz 77 spitz ist und nach Bemerkung 7?7 gilt

z € P <= <T) € hog(P).

Nach Satz 77 ist der Vektor (f) eine konische Kombina-
tion von hochstens d+ 1 < dim(P) + 1 Extremalen von
hog(P). O.B.d.A konnen wir annehmen, dass

(-5 ()

gilt, wobei \; >0, i € {0,1, ..., k} ist (vgl. Satz ??). Fiir

v; = —y; gilt nun

Ai
k d k
=0 i=0

i=k+1

Ferner sind nach Satz 77 die Vektoren v; Ecken von P
und die Vektoren e; Extremalen von P. Also haben wir
die gewiinschte Darstellung fiir  gefunden.
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" Korollar 5.88. (Satz von Carathéodory)

'A_,_ Sei P C K" ein Polytop. Dann ist jedes Element von P

Altes Kommando eine Konverkombination von hichstens dim(P)+1 Ecken
von P.

df hier verwendet

5.8 Kodierung von Polyedern

Wenn wir von der ,, Aquivalenz“ der Probleme ?? bis ??
sprechen, miissen wir uns zuerst mit der Frage der Kodie-
rung von Polyedern beschéftigen. Wir wissen, dass es zwei
Darstellungsformen fiir Polyeder gibt:

P = P(A,b) = conv(V) + cone(FE).

Je nach Darstellung ist entweder das Problem OPT oder
das Problem SEP einfach:

P =P(Ab) = SEP ist einfach.
P =conv(V) +cone(E) = OPT ist einfach.

Dariiber hinaus kann die Transformation von einer Dar-
stellung in die andere exponentiell sein.

Betrachte z.B. den Wiirfel {z € R" |0 < 2; <1, i € {1,2,...,n}}
mit 2n Facetten und 2" Ecken oder aber das Kreuzpolytop
conv{+te;|i € {1,2,...,n}} mit 2n Ecken und 2" Facet-
ten.

Eine Diskussion iiber polynomiale Aquivalenz macht
also nur dann Sinn, wenn die Kodierung von Polyedern
unabhéngig von der Darstellung ist.

Definition 5.89. Sei P C K" ein Polyeder und ¢ und v

positive ganze Zahlen.

(a) P hat eine Facettenkomplexitit von héchstens @, falls
Altes Kommando es ein System von Ungleichungen mit rationalen Ko-
df hier verwendet effizienten A € Qm*"™, b € Q™ fiir ein m € N gibt, so
dass P = P(A,b) und die Kodierungslinge jeder Un-

- gleichung hochstens o ist (fir P = R™ verlangen wir
)

(b) P hat eine Eckenkomplexitit von héchstens v, wenn
Altes Kommando es endliche Mengen V. E C Q™ gibt, so dass P =
df hier verwendet conv(V') + cone(E) und die Kodierungslinge eines je-
den Vektors in V U E héchstens v ist (fir P = 0 ver-

langen wir v > n).
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5.8 Kodierung von Polyedern

(¢) Ein wohlbeschriebenes Polyeder ist ein Tripel (P, n, y),
wobetr P C K™ ein Polyeder mit einer Facettenkomple-
xitdt von héchstens ¢ ist. Die Kodierungslinge (P)
eines wohlbeschriebenen Polyeders ist dann definiert
als (P) = ¢+ n.

In (c) hingt die Kodierungsldnge von P nur von der
Dimension und der Facettenkomplexitéit ab, nicht jedoch
von der Eckenkomplexitdt. Das folgende Lemma zeigt,
dass die Facettenkomplexitéit eines Polyeders polynomi-
al durch seine Eckenkomplexitét beschrankt ist und um-
gekehrt. Damit ist dann jede Aussage iiber polynomiale
Losbarkeit unabhéngig von der Darstellung eines Poly-
eders.

Lemma 5.90. Sei P C K™ ein Polyeder.

(a) Falls P eine Facettenkomplexitit von héchstens ¢ hat,
dann hat es eine Eckenkomplexitit von héchstens 4n’p.

(b) Falls P eine Eckenkomplexitit von hdchstens v hat,
dann hat es eine Facettenkomplexitit von hdchstens
3n2v.

Zum Beweis von Lemma ?7 bendtigen wir folgende
Beziehungen:
Lemma 5.91. Es gelten die folgenden Abschitzungen:

(a) Fiir jedes x € Q™ gilt: ||x|]2 < olz)—n _ 1
(b) Fiir jede Matriz D € Q™*" gilt: (det(D)) < 2(D) —
2
n-.

Beweis. (a) Zunéchst gilt fiir z € Q" die Ungleichung
[lz|l2 < |lz||1, denn

n n 2
el = a2 < (z m) = el
=1 =1

Fiir die L;-Norm gilt dann

L llall = 143 Joil < [IQ+lal) < ]2
=1 i=1 i=1
A

und damit auch (a).
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(b) Zum Beweis des Teils (b) benutzen wir die Hadamard-
Ungleichung. Es gilt

|det(A)] < J]IlA4llz  fiir eine Matrix A € Q™"
i=1
Diese Beziehung liefert zusammen mit Teil (a)

1+ |det(D)] < 1+ [IDall2 < [ +I1Dill2)
=1 =1

< [J2P0 = 2
=1
und damit
(det(D)) = [logy(|det(D)] +1)] + 1
< Tlog, (2<D>*"2)1 +1=(D)—n®+1
< 2(D) — n?.
Nun zum

Beweis von Lemma ?7.

(a) P habe eine Facettenkomplexitit von hochstens ¢,
d.h. es ex. ein m € N, eine Matrix A € Q™*" und
ein Vektor b € Q™ mit P = P(A,b) und (A;.) + (b;) <
v, i € {1,2,...,m}. Weiterhin existieren endliche
Mengen V, E C Q™ mit P = conv(V') + cone(E) (vgl.
Satz ?77?). Mit Cramers Regel zur Lésung linearer Glei-
chungssysteme wissen wir nun, dass jede Komponen-
te eines jeden Vektors aus V U E der Quotient aus
zwei Determinanten ist. Jede entspricht einer quadra-
tischen Untermatrix (4,b) der Ordnung hichstens n.
Fiir eine solche Unterdeterminante D folgt aus Lem-
ma 77

(det(D)) < 2(D) —n? < 2(D) < 2nep.

Damit hat jeder Vektor in VUE eine Kodierungsldnge
von héchstens 2n(2ny) = 4np.

(b) P habe eine Eckenkomplexitéit von héchstens v. Falls
P = () oder P = {0}, so ist die Aussage offensichtlich
richtig. In allen anderen Fillen gilt v > n+1 (Beachte,
dass (e;) =(n—1)-14+2=mn+1 gilt). Seien V, E C
Q" endliche Mengen mit P = conv(V') + cone(E) und



5.8 Kodierung von Polyedern 151

jeder Vektor in V U E habe eine Kodierungslédnge von
hochstens v.

Wir betrachten zuerst den Fall, dass P volldimensional
ist. Dann gilt, dass fiir jede Facette F' von P Vektoren
V1,02, ...,V €V, 1r1,79, ..., Th_ € E existieren, so
dass

aff(F) = {x eR"”

k n—=k k
LL‘ZZ)\ivi—l—ZuiT‘i,Z)\i:l}.
=1 =1 =1

Mit anderen Worten, aff(F') ist definiert durch alle
Vektoren z, die die folgende Gleichung erfiillen

1 1---10--- 0
xy

det | . =0
. Ul...vkrl...rn_k
Tn

Entwickeln wir die Determinante nach der ersten Spal-
te, so erhalten wir

n

> (=1)" det(Dy) ;i = —det(Dy),

i=1

wobei D; die Matrix ist, die man durch Streichen der
ersten Spalte und der (i+1)-ten Zeile erhélt. Mit Lem-
ma 7?7 erhalten wir nun fiir die Kodierungsldnge dieser
Gleichung

n

S(det(D)) < S@D) -n?) = 23D — (n+1n?

-

i=0 i=0 i=0
< 2n(nv + 2k + (n—k)) — (n+ 1)n2
< 2n(nv+2n) — (n+ l)n2
< %y — n2(n -3) < 3n’v.

Damit gilt (b), falls P volldimensional ist. Der Fall,
dass P nicht volldimensional ist, kann"auf den gezeig-
ten Fall zuriickgefiihrt werden, siehe Ubung.

Zur Entwicklung der Ellipsoid-Methode miissen wir
uns nun zwei Fragen stellen: Wie finden wir am Anfang
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ein geeignetes Ellipsoid, das P enthilt und wann kénnen
wir die Iteration abbrechen. Die Antwort auf diese Fragen
hangt in erster Linie von der Kodierungslinge ab, also
von der Facetten-, bzw. Eckenkomplexitit von P. Daher
héngt auch die Iterationsanzahl und damit die Laufzeit
von der Kodierungsldnge von P ab. In unserer Analyse der
Ellipsoid-Methode und der Transformation des Problems
OPT in das Problem SEP benétigen wir einige Aussagen
iiber das Volumen und die Rechengenauigkeit, um die Po-
lynomialitét des Algorithmus zu zeigen. Diese Aussagen
héngen wiederum von der Kodierungsldnge von P ab. Das
folgende Beispiel soll diese Abhéngigkeit demonstrieren.

Beispiel 5.92. Betrachten wir ein Polyeder mit einer Fa-
cettenkomplexitdt ¢ < 10, z.B.

2:171 +31172 §4
—x1 + IQZl
X1 ZO

P ={{zeR?

Die Kodierungslinge der drei Facetten betrdgt 10,6 und
4. Nach Lemma 7?7 lidsst sich die Eckenkomplexitdt mit
4n2p = 160 abschitzen. P hat drei Eckpunkte und kann
in der Form

- ({()- (1) () + et
(5.18)

beschrieben werden. Die Kodierungslange dieser vier Vek-
toren betrédgt 3,8,13 und 2. P hat damit eine Eckenkom-
plexitéat von hochstens 13.

Haben wir unser Polyeder in der Form (??) gegeben
oder kennen wir eine Schranke fiir die Eckenkomplexitét,
so ldsst sich ein Start-Ellipsoid leicht konstruieren. Die
groffitmogliche Zahl, die eine Kodierungsliange kleiner oder
gleich v hat, ist kleiner als 2”. Fiir unser Beispiel bedeu-
tet dies, wir starten mit einer Kugel um den Punkt Null
und einem Radius r = 2 (bzw. r = 216%). Diese Kugel
enthélt nach Konstruktion alle Eckpunkte von P. Dies ist
natiirlich eine sehr grobe Abschétzung, aber fiir unser ei-
gentliches Ziel (zu zeigen, dass alle vorkommenden Zahlen
eine Kodierungsldnge haben, die polynomial in n und ¢
ist) reicht dies aus.
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Lemma 5.93. Sei P ein Polyeder mit einer Eckenkom-
plexitit von hochstens v. Dann liegen alle Eckpunkte von
P in einer Kugel B um den Nullpunkt mit Radius r = 2".
Ist P zusdtzlich beschrinkt, dann gilt P C B.

Beweis. Klar.

Ein Abbruchkriterium fiir die Ellipsoid-Methode erhélt
man aus einer unteren Schranke fiir das Volumen von P.
Die Idee ist folgende: Konstruiere eine Kugel, die in P liegt
und schitze deren Volumen ab. Fiir diese Kugel miissen
wir einen Mittelpunkt und einen Radius bestimmen. Be-
sitzen wir eine Beschreibung von P in der Form (??), so
konnen wir den Schwerpunkt von P zum Mittelpunkt der
Kugel wihlen. In userem Beispiel wire dies

= () () - ()

Um einen geeigneten Radius zu finden, schitzen wir die
Abstédnde der einzelnen Facetten zum Mittelpunkt ab.
Sind alle Facetten gegeben (so wie in Beispiel ?7?), ist dies
recht einfach, aber wie gehen wir vor, wenn wir nicht alle
Facetten kennen? Werfen wir einen Blick auf die verschie-
denen Abstinde, die vorkommen konnen. Alles was wir
brauchen ist eine obere Grenze § fiir den Nenner, der im
Abstand einer Facette auftauchen kann. Die Kugel mit
dem Mittelpunkt ¢ und dem Radius » = 1/6 liegt dann
vollstdndig in P. Da jede Ecke eine Kodierungsldnge von
hochstens v und jede Facette eine Kodierungsliange von
hochstens ¢ hat, kénnen wir eine obere Schranke fiir §
bestimmen. Dies ist Gegenstand von

Lemma 5.94. Sei P C R" ein volldimensionales Poly-
eder mit einer Facettenkomplexitit von héchstens . Dann
gilt

vol(P) > 278n"¢,

Beweis. Wir konstruieren eine Kugel mit einem Radius
r und berechnen dann das Volumen dieser Kugel. Nach
Lemma ?7(a) existieren endliche Mengen V, E € Q™ mit
P = conv(V) + cone(E) und jeder Vektor aus V U E
hat eine Kodierungslinge von héchstens v = 4n2¢p. Da
P volldimensional ist, existieren Vektoren vy, ve, ..., v €
V,ri,re, ...,1r € Emitt+k =n+1und vy, ve, ..., v, 01+
r1,v1 + 72, ...,v1 + rg sind affin unabhéngig. Setze nun
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1 t k
c = ] (;vl —i—;(vl +ri)>.

c ist eine Konvexkombination von Punkten in P und da-
her gilt ¢ € P. Die Behauptung ist nun, dass eine Kugel
B mit dem Mittelpunkt ¢ und dem Radius 9-n’e ganz
in P liegt. Dazu zeigen wir, dass jede Facette mindestens
den Abstand 2-7°¢ vom Punkt ¢ besitzt.

Dazu sei a’z < b eine facettendefinierende Ungleichung
von P mit einer Komplexitit von hochstens ¢. Multipli-
zieren wir diese Gleichung mit allen in @ und b vorkommen-
den Nennern, so bekommen wir eine facettendefinierende
Ungleichung e’z < b mit @ € Z", b € Z. Mit (a) < ny
und (b) < ¢ ldsst sich die Kodierungslinge der Unglei-
chung durch den Term (n + 1) abschétzen. Der Abstand
dieser Facette zum Punkt ¢ betriagt

FEine untere Schranke fiir d leiten wir aus dem Nenner
von d her. Der Nenner von d setzt sich aus dem Nenner
von b — a’c und dem Faktor ||a|| zusammen. Da b und
die Komponenten von a ganze Zahlen sind, hat der Term
b —a’c den gleichen Nenner wie c. Dieser hat hochstens
den Wert (n + 1)2("+¥ Da ¢ € P liegt gilt b — a”c > 0
und damit 1
T
b—a'c Z m

Aus Lemma ?? wissen wir ||a|| < 2(®) < 2"¢. Zusammen
bekommen wir nun

1 B 1 .

(7’L+ 1)2(n+1)u . one - (7’L+ 1)2(”+1)4n2§0+n§0 =

Daher liegt B in P und wir erhalten fiir das Volumen von
P die Abschétzung

277714«;2 2777144;:
>

4
n - 2"2 Z 278” .
n

vol(P) > vol(B) = 27™"¢ .vol(By) >

Dabei bezeichnet B; die Einheitskugel mit einem Volumen
von mindestens 1/n", da {z € R" ’ 0<uz;<1/n}C By.
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Komplexitiat Linearer Programme

6.1 Komplexitiat von Polyedern

Die klassische Komplexitétstheorie misst die Laufzeit von
Verfahren in Abhéngigkeit der ,,Grole der Eingabe“. Un-
sere Objekte sind Polyeder, Vektoren und Matrizen, so
dass wir uns mit der Frage beschéftigen miissen, wie wir
deren ,,Grofle“ messen.

Wir definieren zunéchst die Codierungslinge einer gan-
zen Zahl a € Z als:

(a) := 1+ [logy(|a] + 1)].

Dies entspricht der Anzahl der Bits, die man in der
Standard-Bindrdarstellung benétigt, um a darzustellen.
Jede rationale Zahl r € Q besitzt eine eindeutige Dar-
stellung r = p/q mit teilerfremden r € Z und ¢ € N. Wir
setzen dann

(@) := (p) +(9)-

Wir setzen die Codierungslinge (-) in naheliegender Weise
auf Vektoren z = (71,...,2,)7 € Q" und Matrizen A =
(ai;) € Qm*™ fort:

Wir zeigen zunéichst zwei einfache Abschétzungen fiir
die Codierungslinge von Vektoren und Matrizen. Fiir
den Beweis benttigen wir zwei klassische Ungleichungen,

Codierungslange
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die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung und die Hadamard Cauchy-Schwarzsche Ungleich
Hadamard Ungleichung Ungleichunyg.

Lemma 6.1 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung). Sind
a;, by, ¢; firi=1,...,n komplere Zahlen, so gilt:

Z |akbk| S (Z |ak|2> . <Z|bk|2> . (61)
k=1 k=1 k=1

Beweis. Wir setzen:

o ()

k=1

Falls A = 0, so gilt ax = 0 fiir alle k¥ und die linke Seite
von (?7?) ist Null, genauso wie die rechte Seite der Un-
gleichung. Analoges gilt im Fall B = 0. Wir konnen also
A > 0und B > 0 annehmen. In diesem Fall setzen wir fir
k=1,...,n:

[N

2

Qf = |ak|/A und ﬁk = |bk|/B.

Die Ungleichung (??) ist mit diesen Bezeichnungen dann
dquivalent zu

> e <1 (6.2)
k=1

Da fiir a,b > 0 die Ungleichung vab < (a + b)/2 gilt,
haben wir:

Saws= et <Y (54 %)
k=1 k=1 k=1 2 2
2
doai+3d Bi=
k=1

k=1

=1

N
N —
N
+
N —

Dies zeigt (7). O

Lemma 6.2 (Hadamard Ungleichung). Ist A eine nx
m-Matriz mit den Spalten aq, ..., am, dann gilt:

\/detATA S ZHang (63)

i=1



6.1 Komplexitdt von Polyedern

Ist insbesondere m = n, also A eine quadratische Matriz,
so gilt:

[det 4] < 3 sl (6.4)

i=1
Beweis. Siehe z.B. [?,7] O

Lemma 6.3. (a) Fiir jede rationale Zahl v gilt, |r| <
2(m—1 1,

(b) Fiir jeden Vektor x € Q, gilt |z||2 < ||| < 29— —
1.

(¢) Fiir jede Matriz D € Q™*™ gilt: | det D| < o{D)=n? _q,

(d) Fiir jede Matriz D € Z™*™ gilt: (det D)| < (D) —n?+
1.

Beweis. (a) Sei r = p/q € Q. Nach Definition von () gilt
fiir die ganze Zahl p dann |p| < 2(P~1 — 1, so dass

Ir| = lp/q| < Ip| <27t —1 <2007t 1,

(b) Sei z = (x1,...,2,)T. Wir haben nach der Cauchy-
Schwarzschen-Ungleichung (?7):

n n n
)3 = lal - |zal <D lail - Dl = |l
i=1 i=1 i=1

also ||z]|2 < ||z||1. Andererseits gilt fiir ¢ = 1,...,n
nach (a) die Ungleichung |z;] < 2(*#~! — 1. Daher
folgt

Lt flafh =14 | < H 1+ i)

=1
<N ot Z gl
=1

(¢) Sind dy,...,d, die Zeilen von D, so gilt nach der
Hadamard-Ungleichung (?7):

1+ |det D| < 1+ > |lds|2 < H 1+ ldi]l2)
i=1 i=1
Tei1<(b) ﬁ2<di>_1 _ 2(D)—n2'
=1

(d) Folgt unmittelbar aus (¢) und (a). O
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Wir kommen nun zur Codierung von Polyedern. Wir
wissen, dass es hier zwei Darstellungsformen fiir ein Poly-
eder P C R" gibt:

P=PAb)={zeR": Az <b} (H-Darstellung)
P = conv(V) + cone(E) (V-Darstellung).

Dabei ist es fiir ein bestimmtes Polyeder von entscheiden-
der Bedeutung, welche Darstellung wir wihlen. Beispiels-
weise hat der Einheitswiirfel im R™ die H-Darstellung:

Q={zeR":0<z; <l,i=1,...,n}
mit 2n Ungleichungen und die V-Darstellung
V=conv{xs:SC{l,...,n}}

mit 2" Ecken. Der Gréflensprung vn der H-Darstellung
zur V-Darstellung kann also exponentiell sein. Anhand des
Kreuzpolytops, das die V-Darstellung

K=conv{+e;:i=1,...,n}
mit 2n Ecken sowie die H-Darstellung
K={}

besitzt, sieht man, dass auch die Umwandlung der V-
Darstellung in eine H-Darstellung eine exponentielle Ver-
groflerung erfordern kann.

6.2 Innere-Punkte Verfahren

Wir betrachten das Lineare Programm

(P) min ¢z (6.5a)
Az = (6.5b)
x>0, (6.5¢)

in Standardform, wobei wie iiblich A eine m x n-Matrix,
b € R™ und ¢ € R™ ist. Das duale Programm zu (??) lidsst
sich nach Einfithren von Slackvariablen s € R} als

(D) max bTy (6.6a)
ATy4+s=c (6.6b)
$s>0 (6.6¢)

schreiben. Unsere Ergebnisse iiber Innere-Punkte-Verfahren
leiten wir zunéchst einmal unter folgenden Voraussetzun-
gen her:
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Voraussetzung 6.4. (i) Die Matriz A besitzt vollen Zei-
lenrang, d.h. Rang A = m.

(i) Beide Probleme (??) und (?77?) besitzen strikt zulissi-
ge Losungen in dem Sinne, dass die beiden folgenden
Mengen nichtleer sind:

Pt ={2zecR": Av=b,2 >0}
D+:{(yvs)GRmXRn:ATy+s:c,S>O},

Wir werden spéter zeigen, dass wir die Voraussetzung 77
ohne Einschrankung der Allgemeinheit machen kénnen.
Im Moment vereinfacht sie aber die Darstellung.

Man beachte, dass aufgrund des Dualitéitssatzes der Li-
nearen Programmierung (Satz ?7?) Voraussetzung ?7? im-
pliziert, dass sowohl (P) als auch (D) Optimallosungen
haben, da beide Probleme zuléssige Losungen besitzen.

In diesem Abschnitt verwenden wir zudem die in der
Literatur zu Innere-Punkte Verfahren iibliche Notation,
dass wir mit dem Groflbuchstaben die zu einem Vek-
tore entsprechende Diagonalmatrix bezeichnen: Ist also
x € R", dann setzen wir

T
X = diag(z) =
Ty,

Letztendlich schreibern wir e fiir den Vektor aus lauter

Einsen:
e=(1,...,n)T.

Wir leiten zunéchst eine einfache aber hilfreiche Formel
fiir die Dualitétsliicke zweier zuldssiger Vektoren her:

Lemma 6.5. Sei x € R" zuldssig fir (P) und (y,s)
zulissig fiir (D). FEs gilt dann

e —bvTy=2"s>0. (6.7)

Beweis. Wegen x > 0 und s > 0 ist auch das Skalarpro-
dukt 27's nichtnegativ. Weiterhin gilt:

0<als=aT(c—ATy)=cTe — (Ax)Ty = o —bTy.

Dies war zu zeigen. 0O
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Der Wert 2”s misst also genau die Dualitétsliicke
zwischen den Zielfunktionswerten ¢’z im primalen Pro-
blem (P) und Ty im dualen Problem (D). Somit sind
die zuldssigen Vektoren z und (y,s) genau dann opti-
mal, wenn z7s = 0 gilt (vgl. auch der Satz iiber den
komplementéiren Schlupf (Korollar ??). Fiir > 0 und
s > 0 ist die Bedingung x7s = 0 offenbar #quivalent zu
r;8; =0 fiir i = 1,...,n. Dies koénnen wir mit der Notati-
on X = diag(z) auch als Xs = 0 schreiben.

Wir erhalten also, dass € R™ and (y,s) € R™ x R"
genau dann optimal fiir die Probleme (P) bzw. (D) sind,
wenn sie folgendes (nichtlineares) System erfiillen:

Az =10 (6.8a)
Aly+s=c (6.8b)
Xs=0 (6.8¢)
x>0,s>0 (6.8d)

Im obigen System mit 2n 4+ m Gleichungen in 2n +
m Variablen ist die einzige Nichtlinearitdt die Bedin-
gung (??). Alle anderen Bedindungen sind lineare Glei-
chungen bzw. Vorzeichenrestriktionen.

Im Folgenden benétigen wir die zur Euklidischen Norm
Ill2 zugehodrige Matriznorm lubsg, die fiir eine (nicht not-
wendigerweise quadratische) Matrix M folgendermafien
definiert ist:

||IMIH2
lubs (M) := max = max ||Mz|s. 6.9
2(M) 2#0  ||z|2 lz]l2=1 | I (6.9)

Man sieht leicht, dass durch (??) tatséchlich eine Norm
definiert wird. Insbesondere ist luby (M) > 0 genau dann,
wenn M = 0 gilt. Die lubs-Norm ist mit der Euklidischen
Norm kompatibel in dem Sinne, dass fiir alle x € R™ gilt:

[Mz]|y < Tuby(M) - [l]2. (6.10)

Man kann dariiberhinaus zeigen (siehe z.B. [?,?], dass gilt:

luby(M) = max{ VA : X ist Eigenwert von M7 M } .

(6.11)
Ist insbesondere M eine quadratische Matrix, so gilt M7 M =
M? und

lubg (M) = max { || : A ist Eigenwert von M }. (6.12)
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6.2.1 Exkurs: Das Newton-Verfahren

Das Newton-Verfahren ist ein Verfahren zur Lésung von
Nullstellenproblemen der Form

F(z) =0 mit F: R" — R". (6.13)

Bis auf die Vorzeichenrestriktionen (??) besitzt das Sys-
tem (?7), das die Optimallsungen unserer Linearen Pro-
gramme beschreibt, genau die Form (?7?).

Wir nehmen an, dass F' eine (unbekannte) Nullstelle Z
besitzt, also F(z) = 0 gilt und F € C*(R") gilt (also F
zweimal stetig differenzierbar auf R™ ist).

Sei z € R" eine Ngherung fiir Z und F(z) # 0 (falls
F(z) = 0, so haben wir bereits eine Nullstelle gefunden
und miissen nicht mehr weitersuchen). Wir suchen einen
,Korrekturschritt® Az € R™, so dass z + Az eine bessere
Néherung fiir z ist als z. Dazu nihern wir F' durch seine
Linearisierung in z an (vgl. den Satz von Taylor in Stan-
dardbiichern iiber Analysis [?,7,7?]):

F(z+ Az) = F(z) + DF(2)Az.

Wenn wir die rechte Seite Null setzen und DF(z)~! exis-
tiert, so ergibt sich der Newtonschritt als

Az = —DF(2)7'F(2).
Die néchste Niaherung fiir z ist dann
2t =2 - DF(2)"'F(2).

Damit haben wir bereits die Grundform des Newton-
Verfahrens hergeleitet. Es startet ausgehend von einem
Vektor z(®) € R™ und berechnet dann iterativ eine Folge
(%)) durch

2D = () _ DRz 1R (™), (6.14)

Das Ergebnis des folgenden Satzes wird fiir die wei-
teren Ergebnisse dieses Abschnittes nicht direkt bendtigt.
Andererseits ist die (lokal) quadratische Konvergenz des
Newton-Verfahrens die Schliisseleigenschaft fiir die Poly-
nomialitdt des innere-Punkte Verfahrens.

Theorem 6.6. Sei F': R® — R dreimal stetig differen-
zierbar, F € C*(R™) und F(2) = 0 fiir ein (unbekanntes)
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z € R, so dass die Inverse DF(z)~! der Ableitung DF(Z)
m z existiert.

Fiir 29 geniigend nahe bei z konvergiert die Folge
(%), welche das Newton-Verfahren (??) erzeugt ge-
gen x* und es gibt ein ¢ > 0, so dass

2D — 2| < )|z — 2|2, firk=0,1,2,.... (6.15)
Die Konvergenz ist also (lokal) mindestens quadratisch.

Beweis. Falls DF(z(*))~1 existiert, so gilt nach der Defi-
nition von z(*+1) in (?7?):
254 — 5}y = 1209 — DP(®) FE®) - 2]
= |DFEE)DFER) (W - 2) = FEW)]).
= |IDF (=) [=F(z") + DF (=) (2™ = 2)]||2
< luby(DF (271 - || = F(z¥) + DF(z™) (2™ - 2)||2

Da F'(z) = 0 gilt, erhalten wir also

12V 2|2 < Taby(DF (=) 1) || F(2)=F (=) +DF (™) (2™ ~2) |2.
(6.16)
Da F € C*(R™) und DF(z)~! existiert, ist die Matrix
DF(z) auch fiir alle z nahe bei z invertierbar. Es existieren
also Konstanten o > 0 und § > 0, so dass fiir ||z —z||2 < &
die Ungleichung lubs(DF(2)™!) < a gilt. Ist also ||z(*) —
Z|| < 6, so ist die luby-Norm von DF(2(*))~1 in (??) nach
oben durch « beschrankt. Wir betrachten nun den Term
F(z) — F(z") + DF(2®)(2(®) — ). Nach dem Satz von
Taylor [?,7,7] gibt es 8 > 0 und v > 0, so dass fiir ||z —
20| < 3 gilt:

F(z) = FY 4+ DEM) (z— 20 +r(|z2— 2], (6.17)

mit r(h) < ~||hl|3. Ist nun ay|[z*) — 2|y < 1 und ||z —
Z|| < 4, so ergibt sich aus (??) und (??) dann:
125 — 22 < a| F(2) = F(z™) + DF(z) (V) —2)||
< )W 2|3
< ||z® —z|.
Insbesondere liegt dann z(*+1 also niher an z als z(*) und

2+ erfiillt wieder alle notwendigen Voraussetzungen,
um

1252 — 212 < aryl|]oHD — 2|13 < |25 — 2]l



6.2 Innere-Punkte Verfahren

zu zeigen. Per Induktion folgt nun unmittelbar, dass das
Verfahren durchfiihrbar ist und die Ungleichung (??) mit
c:=aygilt. O

6.2.2 Der Newton-Schritt und ein relaxiertes
nichtlineares System

Um die Linearen Programme (P) und (D) zu lésen, geniigt
es, das nichtlineare System (??) zu losen. Wir setzen

Az —b
Py(z,y,2) = | ATy+s—c]. (6.18)
Xs
Dann ist (?7?) dquivalent zu
0
Py(z,y,8)=|0], x>0,s>0. (6.19)
0

Betrachten wir das System (??) und versuchen, es mit
dem Newton-Verfahren zu l6sen. Das Newton-Verfahren
erzeugt Folgen (), und (y®, s()); durch:

2 (k+1) 2(®)
yED ) = [ y® ) — g7 P2y B Ry,
s(k+1)) s(k)

wobel

T = J(@®) g sy

A0 O
= DPy(z® oy s®)y =0 AT T
S0 X

die Jakobi-Matrix der Funktion Py ist. Damit das Newton-
Verfahren durchfiihrbar ist, miissen wir die Nichtsingula-
ritdt der Matrix J sichern. Falls aber fiir unsere aktuellen
Tterierten z = z*) und (y, s) = (y*,s*)) sowohl 2; = 0
als auch s; = 0 fiir ein j sind, so enthélt J eine Nullzeile!
Wegen des komplementiren Schlupfes gilt fiir die Opti-
mallésungen z7s; = 0, so dass diese Situation sogar recht
wahrscheinlich aussieht.

Daher betrachten wir jetzt fiir einen Parameter p > 0
ein ,relaxiertes System®, das mittels der Funktion
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Ax —b
P.(z,y,2):= [ ATy +s—c (6.20)
Xs— e
definiert ist:
0
Py(z,y,s)=10], 2>0,s>0 (6.21)
0

Die Jakob-Matrix der Funktion P, ist unabhéngig von p >
0 und stimmt mit der von Py aus (??) iiberein. Jede
Losung von (?7?) (sofern sie existiert) besteht wegen der
Bedingung Xs—pe =0, also z;s;, = pu>0firi=1,...,n
und = > 0, s > 0 aus strikt positiven Vektoren z(u) > 0
und s(p) > 0. Somit tritt das Problem mit der Nullzeile
in J = DP, nicht in der Lésung auf.

Theorem 6.7. Die Jakobi-Matriz

A0 O
J:=DP,(z,y,s)=| 0 AT I (6.22)
S 0 X

der Funktion P, aus (?7) ist nichtsinguldr, wenn x > 0
und s > 0.

u
Beweis. Wir nehmen an, dass es | v | gibt, so dass
w

0 U Au

0] =DP,(x,y,s)- [v]| =] ATv+w

0 w Su+ Xw
Dann gilt

utw = u? (—ATv) = —(Au)Tv = 0. (6.23)

=0

Wenn wir Su + Xw = 0 nach u auflésen, erhalten wir
u = —S"1Xw. Eingesetzt in (??) ergibt sich

0=uv"w=wu=-w'S ' Xw. (6.24)

Da z > 0 und s > 0 ist die Diagonalmatrix S~ X positiv
definit. Aus (?7) folgt daher w = 0. Dann kénnen wir aber
aus 0 = Su+ Xw = Su und s > 0 schlieflen, dass u = 0
gilt. Aus 0 = ATv 4+ w = ATv ergibt sich v = 0 wegen
Rang A = m (siehe Voraussetzung ?77). O
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Sofern wir im Newton-Verfahren strikt positives z(*)
und s*) haben, bleibt nach dem obigen Satz die Jakobi-
Matrix J := DPH(x(k),y(k),s(k)) also nichtsinguldr und
der Newton-Schritt

(k1) (k)
yEt) | = [y | — gt Pu(w(k),y(k),s(k))
s(k+1)) s(k))

ist durchfithrbar. Um das Newton-Verfahren jetzt aber
weiterlaufen zu lassen, miissen wir zwei Dinge sicherstel-
len:

1. Es sollte auch z(**1 > 0 und s+ > 0 gelten, damit
auch der nichste Newton-Schritt existiert.

2. Es ist bisher noch nicht klar, ob das System (?7)
iiberhaupt eine Losung hat. Falls keine solche Losung
existiert, so kann das Newton-Verfahren offenbar auch
nicht gegen eine solche konvergieren.

6.2.3 Der zentrale Pfad

Wir beschiftigen und zunédchst mit der Frage nach der
Existenz einer Lésung des Systems (?7?), das wir hier der
Ubersicht halber noch einmal explizit aufschreiben:

Az =b (?7a)
ATy+s=c (?7b)
Xs=pe (?7¢)
z>0,5s>0. (72d)

Wir betrachten dazu die sogenannte logarithmische
Barrierefunktion f,: Pt — R, definiert durch

fulw) =Tz — uzn: Inz;. (6.26)
i=1

Fiir z € P gilt > 0, und somit ist f,, wohldefiniert und
sogar zweimal stetig differenzierbar. Wir haben fiir x > 0:

Viulz)=c—pX e
V2 fu(x) = uX 2
Insbesondere ist die Hessematrix V2f, fir z > 0 posi-
tiv definit und f, daher nach bekannten Ergebnissen der
Analysis strikt konvex in R+ ={x € R" : z > 0} (siehe

z.B. [?]). Wir bendtigen ein etwas technisches Lemma iiber
Minima von f,:
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Lemma 6.8. Der Vektor z* € Pt ={z: Az =b,2 >0}
ist genau dann ein Minimum von f, auf Pt, wenn

Vfu(z*) L N(A),
d.h. V., (x*)Tw =0 fir allew € N(A) = {z: Az =0},
gilt.

Beweis. ,=“: Sei z* Minimum von f, auf P* und w €
N (A) beliebig. Wir betrachten fiir einen skalaren Parame-
ter A den Vektor x* 4+ Aw. Es gilt dann fiir alle ¢ € R:

A(z" + dw) = Az™ + NAw WENA) 4o 20 = Ax*

Da z* > 0 ist auch z* + Aw > 0 fiir alle A € R mit
|A| geniigend klein. Somit ist fiir kleines |A| dann z* +
Aw € PT. Wir benutzen nun die Differenzierbarkeit von f,
in z*. Es gilt dann:

fule™ + dw) — fu(a”)

Vfu(z*)Tw = lim

L0 A
— lim fu(fz —I—)\w)—f#(x ),
ATO A

da f,, auf P* differenzierbar ist. Einerseits haben wir da-
her:

Vf#(x*)Tw = 1/\1?(} Julx® + )\1;;\) — fula®) o

da aufgrund der Optimalitit von z* und z* + A\w € Pt
die Ungleichung f,(z* + Aw) > f(z*) gilt und im obigen
Grenzwert stets A > 0 ist. Andererseits gilt aber auch:

ful@™ + Mw) = fu(z”)
A

Vu(z*) w = 1/\1%1 <0,
wie oben wegen der Optimalitit von z* und A < 0 im
obigen Grenzwert. Damit folgt insgesamt V f,,(z*)Tw = 0.
»&“ Wie wir bereits gesehen haben, ist f,, konvex und
differenzierbar auf der konvexen Menge P*. Aus der Ana-
lysis ist bekannt [?], dass dann fiir z, 2* € P gilt:

fulz) > fu(z™)+ Vfu(:v*)T(x —z"). (6.27)

Wegen Az = bund Az* = bist A(x—z*) =0, alsox—z* €
N(A). Nach Voraussetzung ist also V f,(z*)T (x —2*) = 0
und aus (??) folgt damit f,(x) > f.(z*). O
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Lemma 6.9. Sei B eine m X n-Matriz mit Rang B = m
und

R(B")={B"y:yeR™} CR"
NB)={z:Bx=0}CR"

der Bildraum von BT bzw. der Nullraum von B. Dann
sind R(BT) und N(A) orthogonale Komplemente, d.h.,

R(BT) L N(A) und R(BT)® N(A)=R".

Beweis. Sei u € R(BT), etwa v = BTw und v € N(B).
Dann gilt uTv = (BTw)Tv = wT'Bv = wT0 = 0. Also
haben wir R(BT) 1 N(B). Dies impliziert dariiberhinaus,
dass R(BT)NN(B) = {0}, da jeder Vektor z € R(BT)N
N(A) die Bedingung 0 = 272 = ||z||? erfiillt.

Fiir z € R" definieren wir ¢ := BT(BBT)"'Bz ¢
R(BT) und s := x — ¢. Man beachte, dass BBT in der
Tat invertierbar ist, da fiir y # 0 wegen Rang B = m, al-
so der linearen Unabhingigkeit der Spalten von B” gilt:
BTy # 0. Daher ist dann fiir y # 0 auch 0 < |BTy||? =
(BTy)T(BTy) = y" BBy und die Matrix BB sogar po-
sitiv definit.

Es gilt nun fiir unsere oben definierten Vektoren ¢ und
s die Gleichung Bs = Bx — BBT(BBT)~'Bx = 0. Also
haben wir x = ¢ + s mit ¢ € R(BT) und s € N(A). O

Als Nebenprodukt des Beweises von Lemma 77 se-
hen wir, dass die Orthogonalprojektion auf den Unter-
raum R := R(BT) durch die Matrix

I = BT (BB")"'B (6.28)

beschrieben wird. Dariiberhinaus ist die Orthogonalpro-
jektionen auf das Komplement N := N(B) gegeben durch
die Matrix

Iy =1-IIg. (6.29)

Diese Eigenschaften werden noch spéter niitzlich sein.
Wir sind nun in der Lage, die Existenz einer Losung
(), y(u), s(u) des Systems (?7?) zu zeigen.

Theorem 6.10. Unter der Voraussetzung 7?7 hat das Sys-
tem (??) fir jedes p > 0 eine eindeutige Lisung x(u),
y(p), s(p).-
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Beweis. Zunichst zeigen wir, dass (??) hochstens eine
Losung hat. Seien (z,y,s) und (2/,y’,s’) zwei Losungen
und Az = z — 2/, Ay .= y—y', As := s —s'. Da
Xs = pe = X's haben wir:

XAs+8'Axr= Xs —Xs'+ S’z — 82 =0.
<2 NSRS

=pe =Xs’ =pe

Somit gilt fiir Az, Ay und As:

0 AAzx A 0O Az
0] = ATAy+As | =| 04T I Ay | (6.30)
0 S'Ax + X As S0 X As

Da S’ > 0und X > 0 ist die Matrix aus (??) nach Satz ??
nichtsinguldr und es folgt Ax = 0, Ay = 0 und As = 0,
alsox=2',y=y und s = ¢.

Die Existenz einer Losung ist etwas aufwéndiger zu
zeigen. Nach Voraussetzung 7?7 gibt es £ > 0 mit Az = b
und 7, § > 0 mit ATy +5 = ¢ Sei v := f,(z). Wir
betrachten die Menge

L:={zePt: fuz)<~}. (6.31)

Da 7 € L, ist L eine nichtleere Teilmenge von P*. Wir zei-
gen, dass L kompakt ist. Dazu geniigt es, die Beschrankt-
heit von L zu zeigen, da die Abgeschlossenheit sofort aus
der Stetigkeit von f,, auf P* folgt.

Bevor wir den technischen Beweis der Beschrénktheit
durchfiihren, zeigen wir, dass aus der Kompaktheit von L
die Behauptung des Satzes folgt.

Wenn L kompakt (und nichtleer) ist, so hat die stetige
Funktion f,, auf L ein Minimum . Dieses ist dann offenbar
auch Minimum von f,, auf P*. Nach Lemma ?? gilt dann

0=Vf.(2)"w=(c—pX"te) w

fiir alle w € N(A). Da N(A) und R(AT) = { ATy :y e R™ }
nach Lemma 77 orthogonale Komplemente sind, gibt es
ein y € R™ mit ¢ — uX'e = ATy. Wenn wir s :=
puX e > 0 definieren, so haben wir damit eine Losung
von (??) konstruiert.

Um den Beweis zu vervollstédndigen, zeigen wir nun
die Beschrinktheit der Menge L aus (??). Fiir beliebiges
x € Pt gilt:
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fulz) = "o — uilnxi

=b'g+a"s - /LZ Inz; (nach Lemma ?7)

i=1
=e' (X5—¢) ;LZlog

—I—n—nuln,u—i-b g+ i Ins;

Xs —e) uZlog 355
Falls « € L, so gilt f,(z) <7, also

Xs—e

—a=:7. (6.32)

Mit Hilfe der Funktion ¢: (—1,00) — R, die durch
W(t) =t —In(l+1)

definiert ist, konnen wir die linke Seite von (??) um-
schreiben und erhalten:

63w (Iu - 1) <7 (6.33)
1=1

T

Hierbei haben wir benutzt, dass e' e = n gilt. Man sieht
mit elementaren Methoden der Analysis leicht, dass fiir
alle t € (—1,00) die Bedingung ¥(t) > 0 gilt. Somit ist
jeder Term in der Summe in (??) nichtnegativ und es folgt
fir z € L:

P (wisi - 1) q , firi=1,...,n. (6.34)
7 w

Wegen ¢/ (t) = 1— 1J1rt = 1+t ist die Funktion v fiir ¢t > 0
strikt monoton steigend. Daher folgt aus (??) und §; > 0
fiir i = 1,...,n, dass x; von oben durch eine Konstante

beschrankt ist. Daher ist L beschrankt. O

Definition 6.11 (Primal-dualer zentraler Pfad). Fiir

>0 sei (x(p), y(p), s(p)) die eindeutige Losung von (77).

Die Menge
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{ (@), y(u),s(u)) >0}

nennt man dann den primal-dualen zentralen Pfad fir die

Probleme (P) und (D).

Falls (z(u),y(u), s(r)) auf dem zentralen Pfad liegen,
dann gilt

np = Z;xi(u)Si(u) = a(p)"s()

= a(u)"(c = ATy(n)) = c"a(p) —y" Az(p)
=b

= cTa(u) — b y(p).

Wir wiirden also erwarten, dass fiir ¢ — 0 die Losun-
gen auf den zentralen Pfad gegen Optimallésungen von (P)
und (D) konvergieren, da die Dualitétsliicke gegen 0 geht.
Die Strategie fiir das primal-duale Innere-Punkte Verfah-
ren sieht jetzt wie folgt aus:

1. Fiir ein (aktuell gegebenes) p > 0 und einen Start-
vektor (z,y,s) nihern wir den zugehérigigen Punkt
(x(p),y(p),s(p)) auf dem zentralen Pfad mit Hilfe
des Newton-Verfahrens an. (Es zeigt sich spéter, dass
unter geeigneten Voraussetzungen dafiir ein einziger
Newton-Schritt ausreicht). Sei (z*,y™,s™) die ent-
sprechende N#herung.

2. Wir verringern p, setzen (z,y,s) := (z¥,y™,s") und
gehen wieder zu Schritt ?7.

6.2.4 Das Newton-Verfahren fiir das primal-duale
System

Wir nehmen an, dass wir x, y, s gegeben haben, so dass

Az —b=0
ATy+s—c=0
xz>0,s>0.

Mit anderen Worten, wir haben zulédssige Vektoren x und
(y, s) fiir (P) und (D), so dass > 0 und s > 0 gilt. Solche
Vektoren nennen wir strikt primal zuldssig bzw. strikt dual
zuldssig.

Fiir diese Vektoren definieren wir das Residuum r =

primal-dualen zentralen F
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r(z,y,s) durch:
r:=r(z,y,s) = Xs— ue. (6.35)

Der Newton-Schritt (Az, Ay, As) bei (x,y,s) ergibt
sich als die Losung von

Az 0
DP,(z,y,s)- |Ay | = 0
As —r

Wenn wir die Formel aus (??) fiir DP,(x,y, s) verwenden,
so ist dies dquivalent zu:

A0 O Az 0
0AT I'|- Ayl =10 |. (6.36)
S 0 X As —r

Wie wir bereits aus Satz ?? wissen, ist DP,(x,y, s) nicht-
singuldr und das System (??) ist eindeutig losbar. Sei

(@",y",s7) o= (2,9, 5) + (A, Ay, As)

der Newton-Nachfolger von (z,y,s). Unser Ziel ist es
nun, die Eigenschaften des Newton-Schritts zu analysie-
ren. Nach Konstruktion ist AAz = 0 und AT Ay+As = 0,
so dass Azt = bund ATy + st = ¢, so dass wir uns hier
auf das neue Residuum

rti=XTsT — pe

konzentrieren kénnen.

Wir haben bereits weiter oben in (??) und (??) Ei-
genschaften von Orthogonalprojektionen auf bestimmte
Unterrdume hergeleitet. Fiir die Analyse des Newton-
Schrittes betrachten wir diese Projektionen noch einmal:

Lemma 6.12. Sei B eine m

timesn-Matriz mit Rang B = m sowie Ilg und Iy die
Orthogonalprojektionen auf den Bildraum R = R(BT)
bzw. den Nullraum N (B). Fiir jeden Vektor ¢ € R™ gilt

[Ingll2 = llgll2 - cos®  und |IIrqll2 = [[q2 - sinb,
wobei 0 = Z(q, IInq) der Winkel zwischen q und ITnq ist.

Beweis. Einserseits gilt

¢ Iyg= llqll2 - | 1Ingll2 - cos £(q, IIvg).  (6.37)
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Andererseits haben wir
q"IIng = (ITrg + IIng)" IIng = | IIng]|3, (6.38)

da nach Lemma ?? R und N orthogonale Komplemente
sind. Aus (??) und (??) folgt nun || IInq||3 = ||q||2]|IINg]|2 cos Z(q, ITN).
Dies ist die behauptete Gleichung fiir I1xgq.

Da ||q||3 = |[[Ing||3+]||ITrq||3 erhalten wir aus der eben
hergeleiteten Gleichung fiir 17 ¢ nun

7R3 = llgll3—llall3 cos* & = [|ql|3(1—cos™ 0) = [|q||3 sin® 6.
Dies war zu zeigen. 0O

Wir schreiben nun die Losung (Az, Ay, As) von (?7)
mit Hilfe von Orthogonalprojektionen. Sei dazu die Dia-
gonalmatrix D definiert durch:

D?:= XS5 1 (6.39)

Dies ist moglich, da alle Eintriage in X und S strikt positiv
sind. Wir definieren auflerdem den Vektor ¢ durch

q:=DX'r (6.40)

Lemma 6.13. Die eindeutige Lisung von (77) ist gegeben
durch:

¢g=DX"'r (6.41a)

Az = D*AT Ay — Dq (6.41b)

Ay = (AD?*AT)"'ADq (6.41c)

As=-D"'q— D %Az, (6.41d)

oder dquivalent als Ldésung von

¢g=DX'r (6.42a)
DAT Ay = ITrq (6.42b)
Az = —DIIng (6.42¢)

As = —D Igq. (6.42d)

Beweis. Wir wissen bereits aus Satz 77, dass das Sys-
tem (?7) eindeutig losbar ist. Daher geniigt es zu zeigen,
dass die Vektoren aus den Systemen (?7?) bzw. (??) Losun-
gen von (?7?) sind.

Wir zeigen zuniichst die Aquivalenz von (??) und (??).
Da AT wegen Rang A = m vollen Spaltenrang besitzt, gibt
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es hochstens seine Losung von DAT Ay = ITrq. Es geniigt
fir die Aquivalenz daher zu zeigen, dass jede Losung
von (??) auch Lésung von (?7) ist.

Nach (??) und (??) werden die Orthogonalprojektio-
nen auf den Nullraum von B := AD und den Bildraum
von BT = DAT durch folgende Matrizen beschrieben:

Iy = DAT(AD?>AT)"1AD
IIy =1—1IIgp =1 — DAT(AD?*AT)"'AD.

Da A vollen Zeilenrang hat, kénnen wir (??) mit DAT
multiplizieren, ohne die Lésungsmenge zu verdndern. Da-
mit ist (?7?) dquivalent zu:

DAT Ay = DAT(AD?AT)"'ADq = Ixgq. (6.43)

Da Il + IIy = I, kénnen wir (??) wie folgt dquivalent
umschreiben:

Az = DDAT Ay — Dgq

= DIIrq — Dyq
=D(IIr — I)q
= —DIlIng. (6.44)

Letztendlich formulieren wir (??) dquivalent als:

As =—D"'(q+ D 'Az)

=-D"(¢+ D™ (~DIIng))

=-D"Y(q - IIng)

= —D 'lgg. (6.45)
Die Gleichungen (?7), (?7) und (?7?) entsprechen genau
dem System (?77?), womit die gewiinschte Aquivalenz ge-
zeigt ist.

Im verbleibenden Beweis miissen wir nur noch zeigen,

dass die Losung von (?7?) auch das System (?7?) fiir den
Newton-Schritt 16st. Wir haben

AAx = —ADIIng =0 (nach (?7))

da I1y die Orthogonalprojektion auf den Nullraum von AD
ist. Weiterhin gilt:

AT Ay + As = DY (DAT Ay + DAs)

= D ' (lIrq+ D(~D *'IIrq)) (nach (??) und (??))

=D '0=0.
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Letztendlich ist

XAs+ SAx = X(—D 'IIpq) + S(—DIINg) (by (?7))
= —XD Y(IIrq+X"'S D? Ing)
=XS-1
= —XD '(Ilrq + IInq)
=-XD"yq
=_r (nach (?77)).

Dies war zu zeigen.

Wenn wir ausgehend von (z, y, s) einen Newton-Schritt
(Azx, Ay, As) durchfiihren, so erhalten wir den Newton-
Nachfolger (zT,y™,sT) = (z,y,s) + (Az, Ay, As). Das
neue Residuum r+ := X Tst — pe erfiillt dann

rT = (X + AX)(s + As) — pe
=Xs+ XAs+ SAx +AX As — pe
[ —

= —r nach (?7)

=r

——
=Xs—pue—r+ AXAs

= AX As. (6.46)

Wir setzen
Az = —-D Az = IInq (6.47)
A :=—DAs = Ilgq (6.48)

In (?7?) folgt die letzte Gleichheit aus (?7?), in (?7?) ergibt
sich die letzte Gleichheit aus (??). Es gilt dann AX As =
AXA und nach (??) haben wir

rt=AXA. (6.49)

Lemma 6.14. Falls fiir unsere aktuellen Iterierten x >
0, y, s > 0 das Residuum r := Xs — pe die Bedingung
Irllz < Bp fiir ein 5 € [0,1/2] erfillt, dann gilt fir das
Residuum r+ des Newton-Nachfolgers

7]l < uB®.

Beweis. Nach Definition von ¢ in (??) gilt ¢ = DX ~'r, so

dass [|lq]|2 < lube(DX71)||7|l2 (vel.(??). Damit ergibt sich



6.2 Innere-Punkte Verfahren

T+
ro 4+ U

DX '=(VXSHX1=VX-1§-1=(\/R+ul) ' =

wobei die letzte Gleichung aus r; = z;s,—p firi=1,...,n
folgt. Also konnen wir die Norm luby(DX 1) wie folgt
nach oben abschitzen:

luby(DX 1) = 1ub2((\/ pul)™)
= max . \ist Eigenwert von (/R + ul) ™" }

= a. —_—
i=1,..., ”«/|n—|—,u|

Fiir die letzte Gleichung haben wir ausgenutzt, dass die
Eintrége einer Diagonalmatrix genau ihre Eigenwerte sind.
Mit Hilfe der Dreiecksungliechung und |r;| < ||r]l2 < Sp
erhalten wir

Iri +pl=|p—(=r)l =2 p—|ril =2 p—PBu=»1-PF)p.

Somit gilt

luby (DX 1) < 1/1/(1 - B) (6.50)

Wir erhalten die folgende Abschétzung fiir die Norm ||g/|2:

- B 7
< luby(DX " Hr|ls € —ee = 3,/ ——.
ol < uba(DX el < e =, [
(6.51)
Nach Definition von AZ und A in (??) bzw.(?7?) folgt
daraus

Lemma 77

[AZ]2 = [[Hngllz = =" llgll2 - | cos 0| (6.52a)
Lemma 77 .
[Allz=[rql2 ""="""llgll2-[sin6|.  (6.52b)

Die Gleichungen (??) liefern das entscheidende Hilfsmitte,
um das Folgeresiduum r* abzuschéitzen:
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Iz = | AX A
<[1AZ]2 - 1A [l2
< |lql|3 - |sinfcosf|  (nach (??))

1 .
= llgl3 - | sin20)

< 51l (dasin26 € [0,1))
< %ﬁ%ﬁ (nach (?7))
< B (da 3 € [0,1/2]).

Dies beendet den Beweis des Lemmas. O

Wir folgern nun aus dem letzten Lemma eine entschei-
dende Konsequenz: Falls die Voraussetzungen von Lem-
ma ?7 erfiillt sind, dann bleiben die Newton-Nachfolger
2T und s* strikt positiv. Daher ist das Newton-Verfahren
dann weiterhin durchfithrbar, weil die zugehorige Jakobi-
Matrix aus (??) nichtsingulér bleibt (siehe Satz ?7?):

Korollar 6.15. Unter den Voraussetzungen von Lemma 77
gilt 7 > 0 und sT > 0.

Beweis. Zunichst zeigen wir 7 > 0 und z* > 0, also nur
die Nichtnegativitéit der Newton-Nachfolger. Nach (?7?)
gilt || AZ||2 < ||¢||2- Daher folgt:

[X 1Azl = | X 'DAZ|, (nach (?7))
< lubo (DX || AZ|2
< _1A%]. (nach (77))

< o

(1—B)u
B\ 158
(1-PB)u
g

IN

— (nach (??) und wegen ||AZ||2 < ||ql2)

V=g

-

—_

< (da 5 €[0,1/2])
Nach der obigen Rechnung haben wir || X "1z < 1. Ins-
besondere folgt, dass die Norm jedes Eintrags des Vek-
tors X ~*z durch 1 beschrinkt sein muss, also |Az—m <1
oder dquivalent |Az;| < |z;| fir i = 1,...,n. Also ist
2+ Ax; >0firi=1,...,nund 2z =2 4+ Az > 0.
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Wir kénnen eine analoge Rechnung fiir st = s +
As durchfithren. Wir haben S~'D~! = §~1VX-1§ =
VX-1§-1 = DX! Also ist

1S™ Aslla = [[STIDT Al (by (?7))
< lubs (DX H||A |2
Y (2
V(A =B
<1 (da B €[0,1/2]).

Also ist auch s = s + As > 0 nichtnegativ.
Wir zeigen nun, dass 7 und s™ sogar strikt positiv
sind. Wir haben fiir i =1,...,n:
Lemma 77
2 sy —pl S NXFst —pella=[rFlla < Fu<p
+

Daher miissen fiir ¢ = 1,...,n sowohl ;7 > 0 als auch

s§ > 0 strikt positiv sein. O

6.2.5 Ein Primal-Duales Kurzschrittverfahren

Die Ergebnisse des letzten Abschnitts legen nun eine Idee
fiir ein Verfahren nahe. Wir starten mit (z(9), 4 s(0))
und 110, so dass das Startresiduum r(®) die Ungleichung
[r@l2 < Lpo erfilllt (wir stellen die Frage, wie wir an
solche Startvektoren gelangen, einen Moment zuriick).

Fiir solche Startwerte sind die Voraussetzungen von
Lemma ?7 bzw. Korollar 7?7 erfiillt. Wir fithren dann
einen Newton-Schritt durch, wobei unser Ziel der Vek-
tor (x(po), y(1o), s(po)) auf dem zentralen Pfad ist. Der
Newton-Schritt liefert uns wieder strikt zuléssige Vekto-
ren (Korollar ??) und bringt uns deutlich dichter an den
zentralen Pfad heran (Lemma ?7). Wir werden in der
Analyse (Satz ??) gleich sehen, dass wir sogar so nahe
an den zentralen Pfad kommen, dass wir unser Ziel dort
in Richtung Optimum verschieben kénnen: wir reduzie-
ren po auf pp := (1 — ﬁ)uo, peilen also mit dem néchs-
ten Newton-Schritt (z(u1), y(p1), s(11)) auf dem zentralen
Pfad an und iterieren. Algorithmus 77 stellt das Verfahren
im Pseudo-Code dar.

Das Verfahren aus Algorithmus 7?7 ist als Kurzschrittverfahren Kurzschrittverfahren
bekannt, da ,,relativ kleine“ Newton-Schritte durchgefiihrt
werden und sich der Parameter p pro Iteration nur unwe-
sentlich dndert. Wir beweisen nun das zentrale Konver-
genzresultat.
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Algorithmus 6.1 : Primal-duales Kurzschritt-
Innere-Punkte Verfahren
Input : Zwei Lineare Programme (?7?) und (?7),
Startvektoren z(®) > 0, y(o)7 s > 0 und ein
Wert 1o > 0, so dass
Az® =b, 2 >0 (strikte primale Zuléssigkeit)
ATy 4 O = ¢ 5O 59 (strikte duale Zulassigkeit)
PO = x50 0
I l2 < po/2 (N#dhe zum zentralen Pfad)

Gegeben sei auch ein Genauigkeitsprameter € > 0.
Output : Strikt zulissige Vektoren z® fiir (??) und
(y™®, s®) fiir (27) mit Tz® — pTy*) < 2¢

Setze k := 0 ; /* Iterationszdhler */

while pi > ¢/n do
Berechne den Newton-Schritt (Az, Ay, As) bei
(x® 4" s®)) der mit 7= r® = X®O k) _ e
durch (??) definiert ist:

A0 O Az 0
0AT 1] -[Aay] = 0]. (?7)
S 0 X As —r

(D), (1) (1))
(@ + Az, y® + Ay, s + As);

Hk+1 = (1 - ﬁ) Hks
Setze k := k + 1;
end

k)

return z{ , y(k) und s(k);

Theorem 6.16. Das Kurzschrittverfahren aus Algorith-
mus ?? liefert eine Folge (x®),y®) s0)) wvon Vekto-
ren, so dass xF) strikt primal und (y*,s®)) strikt dual
zuldssig sind.

Das Verfahren terminiert nach hichstens 6/nlnnpg/e Ite-
rationen mit strikt zuldssigen Vektoren x und (y,s), so
dass cT'x — bTy < 2¢.

Beweis. Um den ersten Teil des Satzes zu beweisen, geniigt
es nach Korollar 77 zu zeigen, dass

[r® o < pr/2 fiie k=0,1,. .. (6.53)

gilt. Diese Aussage zeigen wir durch Induktion nach der
Anzahl der Iterationen k. Fiir kK = 0 ist die Aussage nach
Voraussetzung erfiillt.

Im Induktionsschritt £ — k41 miissen wir zeigen, dass
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1
[P0V = X EDSED — el < g

gilt. Wir haben

PR (D) (B 1) _

HE+1€
— x (k1) g(k+1) _ fine + (i — pior1)e
=t
_ .t M
r +6\/ﬁe'

Fiir die letzte Gleichung haben wir die Definition von i1
als prp1 = (1 — ﬁ) w benutzt. Nach Lemma 77 gilt
7" ]l2 < px/4. Daher folgt

(k1) || < ||t M
[Pl < flrTllz + 6\/EH6”2

e | Mk

— 4 + 6
1 1

=3+ G )Hn

_5,_15

T 1fk T g gk

Da jupy1 > 5/6ps folgt damit letztendlich ||r*+1|, <
5/12-6/5pk+1 = pi+1/2 wie behauptet und (??) ist be-
wiesen.

Wir schéitzen jetzt die Anzahl der Iterationen bis zum
Abbruch ab. Der Algorithmus stoppt, wenn g < e/n gilt.
Da

i = (1= 1/(6y/n))* o ist dies dquivalent zu

1
Sln— >k-In{1l——=
o - n( 6\/ﬁ>
npo 1
—In— k-lnll——=
< € n( 6\/ﬁ>
In 20
PGS <k (6.54)
I (1-527)

Aus der Ungleichung In(1 — 7) < —7, die fiir 7 < 1 gilt,

folgt —In (1 - ﬁ) > #ﬁ. Damit ist (??) auf jeden Fall
erfiillt, wenn k& > 64/nIn #£2. Also, bricht der Algorithmus

nach héchstens 6./nIn *£¢ Iterationen ab.
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Seien z = z®), y = y®) s = s*) und p = pp > 0 die
Werte bei Abbruch des Algorithmus. Nach Konstruktion
des Algorithmus gilt dann g < /n. Weiterhin haben wir

e —bly=2a"s (nach Lemma ?7)

5

pe + 1) (nach Definition des Residuums in (?7))

n
<pn+ Y |ril

=1

§5+Z|ri|. (da u < e/n). (6.55)
i=1

Wir wenden die Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung auf > |r|
an. Diese besagt, dass

YoIril =Y lril- 1< |rllzllellz = lIrll2 - V7. (6.56)
i=1 i=1
Nach (?7?) gilt ||r|l2 < /2, also folgt aus (??7) und (?7?)

T T MMSE/" I3
—-by < L
clx y_£+\/_2 < 6+2\/ﬁ

< 2e.

Dies war zu zeigen. 0O

Fiir das Innere-Punkte Verfahren aus Algorithmus 77
miissen wir noch zwei zentrale Punkte kldren, um es zu
einem kompletten einsetzbaren Verfahren zu machen:

Initialisierung: Wie finden wir geeignete Startwerte?
Terminieren: Wenn wir geeignete Startwerte haben, kénnen
wir nach Satz 7?7 das Verfahren durchfithren und durch
Vorgabe eines geeigneten Genauigkeitsparameters e >
0 Losungen erzeugen, die ,,beliebig nahe“ an einer pri-
malen bzw. dualen Optimallssung liegen (da die Dua-
litétsliicke beliebig klein wird). Wie finden wir aber

Optimallssungen von (P) und (D) exakt?

6.2.6 Terminieren

Unser Kurzschrittverfahren aus Algorithmus 77 liefert
(bei geeigneter Initialisierung) primal und dual zuldssige
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Losungen, die beliebig dicht an den entsprechenden Op-
timallésungen liegen. In diesem Abschnitt zeigen wir, wie
man ,,fast optimale“ Losungen zu einer optimalen Losung
,runden® kann.

In diesem Abschnitt machen wir zusétzlich folgend An-
nahme:

Voraussetzung 6.17. Alle Fingabedaten des Linearen Pro-
gramms (P), d.h. A, b, ¢ sind ganzzahlig.

Diese Annahme kann man erzwingen, indem man bei
rationalen Eingabedaten alle Werte mit dem kleinsten ge-
meinsamen Nenner multipliziert.

Die Eingabegrifle (einer Instanz) des Linearens Pro-
gramms (P) ist dann:

L:=
J

n m

() + > (i) + Z Z<@ij>-

1 i=1

Man beachte, dass L eine untere Schranke fiir die Anzahl
der Bits ist, die zum Codieren der Eingabedaten notwen-
dig ist.

Unser Ziel wird es sein, zu zeigen, dass wir in unserem
Verfahren aus Algorithmus 77?7

g =922

setzen konnen, und dann aus der Losung, die das Ver-
fahren bei Abbruch liefert, ,ganz einfach“ eine optima-
le Basislosung bestimmen koénnen. Dazu betrachten wir
zunéchst einmal die Darstellung von Basislosungen.

Lemma 6.18. Sei = eine zulissige Basislosung von (P).
Dann ist jeder Eintrag x; von © = (x1,...,2,)7
tionale Zahl x; = p;/q; mit

eine ra-

lzs] <28 und |g;| < 2.

Beweis. Sei B eine zu x gehorende Basis, wobei wir ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit B = (1,...,m) anneh-
men konnen. Dann gilt A.p = (A.4,...,A.mm). Nach der
Cramerschen Regel folgt:

det(A.l, RPN ,A.ifl, b, A.i+1, e ,Am)
Xr; = .
detA.B

(6.57)

Die Matrix A.p ist eine ganzzahlige Matrix, deren De-
terminante wir nach der Hadamard-Ungleichung wie folgt
beschréanken kénnen:
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i=1

Wir haben fiir a € Z die Ungleichung |a| < 2¢*~1 —1 und
fiir jeden ganzzahligen Vektor d = (dy,...,d,)T € R™

L[dllz < 1+lld] = 14+) (1+]ds]) < [T (1+[dif) < T] 2~ =200,
=1 =1 =1
(6.59)
Daher folgt aus (??), dass
1+ [det Ap| <1+ [ I1A4ll2 < JT(+ [ Aill2) < J] 2497 = 24w =m® < oF,
=1 =1 1=1

Aus (?7) ergibt sich dann: |¢;| < 2F. Eine analoge Rech-
nung fiir die Matrix (A.q,..., 41,0, Aiq1, ..., A.p) zeigt
Ipi] <2F und damit auch |z;| = |p;/q;| < 2F. O

Das obige Ergebnis iiber die Darstellung von Basislésun-
gen konnen wir jetzt benutzen, um zu zeigen, dass sich
Zielfunktionswerte von zwei Basislosungen entweder gleich
sind oder sich um mehr als 272% unterscheiden.

Korollar 6.19. Seien x und ' zwei zulissige Basisl(isun—

gen fiir (P) mit |cTz — '] < 272L. Dann gilt Tz =
/!

ct .

Beweis. Wir nehmen an, dass ¢’ # cT 2’ gilt. Der Vektor
c = (c1,...,c,)T der Zielfunktion von (P) ist ganzzahlig
und hat daher Eintriige vom Betrag hochstens 2. Nach
Lemma ?? ist jeder Eintrag von z und 2’ eine rationale
Zahl mit einem Nenner vom Betrag hochstens 2. Also gilt
e = p/qgund T2’ = p'/q’ mit |q| < 2L und |¢'| < 2F.
Daher folgt

pd’ —p'al _ pd’ —p'ql

_ o—2L / / —2L
lgg| = 2L.2C =27 pg'—p'q| > 277",

|cTe—cT2'| =
wobei die letzte Ungleichung aus ¢’z # ¢’ folgt. Dies

widerspricht der Voraussetzung, dass |¢f'z —cTa’| < 2721,
O

Damit haben wir alle Hilfsmittel zusammen, um das
Terminieren des Kurzschritt-Verfahrens genauer zu ana-
lysieren. Wir setzen in Algorithmus ?? die Abbruchgenau-
igkeit auf € := 272572, Seien z und y die Losungen, die das
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Verfahren bei Abbruch liefert, und z* eine Optimallésung
von (P). Es gilt dann:

272E7  —9: > T —bTy  (nach Satz ?7)

> Tz —cTx* (schwache Dualitit, Lemma ??)

In Lemma ?? hatten wir bereits gezeigt, wie wir aus z
in O(n3) Zeit eine Basislosung # konstruieren kénnen, so
dass ¢’z < ¢Tz. Fiir diese Basislosung gilt also

0<cTz—cTa* <cTo—cTar <7201 <9720,

Nach Korollar ?? folgt ¢z = ¢'2* und Z ist eine Op-
timallésung von (P). Nach Satz 7? ist die Gesamtanzahl
der Iterationen bis zum Abbruch (bei geeigneter Initiali-
sierung)

6vnInnpug/e = 6y/n(In po—In27272) = O(v/n(ln po+L)).
(6.60)

6.2.7 Initialisierung

Zur Initialisierung des Innere-Punkte-Verfahrens benéti-
gen wir Startvektoren z(©), y(® und s mit folgenden
Eigenschaften:

o Az =p 20 >0 (strikte primale Zuléssigkeit)
o ATy 450 = ¢ 50 > 0 (strikte duale Zulissigkeit)
o [ XOsO) — pgella < po/2 (Nihe zum zentralen Pfad)

Der Trick ist es jetzt, das Problem (P) dquivalent zu
einem neuen Problem aufzubldhen, fiir das wir entspre-
chende Startlésungen einfach finden kénnen.

Sei L = L(A,b,c) die Codierungslinge von (P)mit
n Variablen und m Ungleichungen. Wir definieren:

n:=n+2
m:=m-++1
a =24
A= 22

Ky:=aXn+1)—ATe
K, :=a\ =25

Damit schreiben wir ein neues Lineares Programm
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min ¢’z 4+ Kepgo (6.61a)
Az + (b — ANAe)Tpi2 =b (6.61b)
(e — )z +ar, 1 = K, (6.61c)
x> 0,Zpt1 > 0,240 > 0. (6.61d)
Mit
c
= b A 0 b— Me
b:( ) i=| o0 ,A:( . )
K, K, (ae—c) « 0
(6.62)
x
und £ = | p41 |, hat das Lineare Program (??) die Form
Tn42
von (P):
min &'z
1z =b
z > 0.

Man beachte, dass Rang A = i = m+1, da wir Rang A =
m angenommen hatten und o« # 0 gilt. Das duale Pro-
gramm zu (?7?) ist dann:

max 0Ty + KyYmi1 (6.63a)
ATy + (ae — €)ymi1 + 5 =c (6.63b)
QYm+1 + Sn+1 =0 (6.63¢)
(b—MAe)Ty + sp10 = K. (6.63d)
$>0,8541 > 0,842 > 0. (6.63e)

Wir zeigen, dass wir leicht strikt zuldssige Losungen
zu (??) und (??) angeben konnen, die sogar auf dem zen-
tralen Pfad zu diesen Problemen liegen. Betrachte dazu

Ti= (I,In+1,$n+2)T = (A, 1)T eR"? =R"
(6.64a)
7= Y Yms1)" =(0,...,0,—-1)T e R™ = R™
(6.64b)
= (8, 8nt1s Sng2) == (o, ..., a,a))T € R"T2 = R™,
(6.64c¢)

Dann gilt £ > 0 und > 0. Dariiberhinaus gilt:
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Az + (b — MAe)xpyo = Ade+ (b— MAe) = b

(ae —c)Tx + axpyy = (ae — )T de + aX = adn — Acle + a) = K,

Also ist Z zuléissig fiir (??). Analog rechnen wir:

ATy + (ae — ¢)yms1 +5 = AT0O+ (ae — o) (1) + (a,...,a)T =¢

Ymt1 + Sny1 =a(—=1)+a=0
(b—MAe)Ty + 50 = (b—AAe)T0+a\ = a) = K.

Somit haben wir strikt zuléssige Losungen von (?7?) und (?7?)
gefunden.
Sei i := aX. Wegen

A «

al
i A « oA
X - . : = . = ,&167
A « ’
1 a a

liegen die konstruieren Vektoren auf den zentralen Pfad
(fiir die Parameterwahl von i = a)). Wenn wir ug :=
i setzen und mit den Vektoren aus (1.21) starten, so
kénnen wir nach Satz ?? strikt zuléssige Losungen fiir (?7)
und (??) finden, so dass ¢I'# — b7y < 2¢. Die benstigte
Anzahl der Iterationen ist hochstens:

6vnlnnji/e = 6y/nln(al) = 6y/nln 25 /¢

Nach Korollar ?? und ¢ := 1/4 - 22L erhalten wir op-
timale Losungen nach dem Runden. Die Gesamtzahl der
Iterationen ist dann:

6v/nln20L /272L=1 — O(/n(L + L)).

Theorem 6.20. Optimallésungen von (??) und (??) kann
man in O(y/nL) Iterationen des Kurzschrittverfahrens fin-
den. Die Gesamtzeit ist O(n*°L), da wir in jeder Iteration
ein lineares Gleichungssystem in O(n?) Zeit l6sen miissen.
O

Das gesamte Verfahren wird dann noch mit folgenden
Ergebnissen (deren Beweise technisch sind) vervollstiandigt:

Lemma 6.21. Sei L = L(A, b, ¢) die Eingabegrife von (77)
und L = L(A, b, c) die Grifie von (P). Dann gilt: L < L <
36L. O
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Korollar 6.22. Wir kinnen Optimallésungen von (77)
und (??) in O(n*°L) Zeit finden. O

Theorem 6.23. Se & optimal fir (?7) und (g, ) optimal
fir (??). Then hat (P) genau dann eine Optimallésung,
wenn Tpieo = 0 und ,41 = 0. In diesem Fall sind
r = (T1,.. ., %) und ((G1,-- - Jm)", (15, n)T) Opti-
malldsungen von (P) und (D). O

Theorem 6.24. Wir konnen in Zeit O(n?5L) Optimallésun-
gen von (P) und (D) bestimmen bzw. feststellen, dass kei-
ne existieren. O

6.3 Die Ellipsoid-Methode

Die Ellipsoid-Methode wurde urspriinglich mehr fiir die
konvexe als fiir die lineare Programmierung entwickelt.
Einen kleinen historischen Uberblick findet man z.B. in [?].
Khachiyan [?] passte diese Methode 1979 der Linearen
Programmierung an und zeigte, wie man das Zul&ssig-
keitsproblem fiir ein System linearer Ungleichungen in
polynomialer Zeit 16sen kann. Die Ellipsoid-Methode lie-
fert das Geriist, um die Aquivalenz des Separierungs- und
des Optimierungsproblems zu zeigen. Bis heute ist dies
auch der einzige bekannte Weg diese Aquivalenz zu zei-
gen. Viele schone Sitze iiber diese Aquivalenz basieren
auf der Ellipsoid-Methode (siehe z.B. [?]) und viele von
ihnen konnen bis heute nicht auf anderen Wegen bewiesen
werden. In diesem Abschnitt beschreiben wir die Grund-
form des Algorithmus und liefern einen Beweis fiir seine
Korrektheit, falls Rundungsfehler ausgeschlossen werden.
Zuerst einige grundlegene Eigenschaften von Ellipsoiden.

Definition 6.25. Fiir eine symmetrische, positiv definite
Matrix A € R™ "™ und einen Vektor a € R"™ heifit die
Menge

E(A a) = {xER" (x—a)l A7 (. —a) < 1}

Ellipsoid. Der Vektor a heiffit Zentrum des Ellipsoids.

Altes Kommando
df hier verwendet Beachte, dass E(A,a) durch A und o eindeutig be-
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Bemerkung 6.26.

(a) Das Volumen eines Ellipsoids ist gegeben durch

vol(E(A,a)) = /det(A) - V,

wobei V,, das Volumen der Einheitskugel im R"™ be-
zeichnet.

(b) Zu jeder positiv definiten Matrix A existiert eine ein-
deutig bestimmte positiv definite Matrix A'/2 mit
A= Al/2 g1/2,

(c) Fiir jedes Ellipsoid E(A,a) und jeden Vektor ¢ € R™
gilt

—VcTAe < F(x—a) < VT Ace Va € E(A,a).

Die Grundidee der Ellipsoid-Methode ist es, einen El-
lipsoid in zwei Teile zu zerlegen und dann eines der beiden
Teile mit einem neuen, kleineren Ellipsoid zu umschlielen.

Satz 6.27. Sei A € R"*"™ eine beliebige symmetrische, po-
sitiv definite Matriz und a € R™ ein beliebiger Vektor. Be-
trachte einen weiteren Vektor c € R™ \ {0} und die Menge
S =E(Aa)n{z eR"|c"z < cTa}. Definiere nun

1 Ac
Gg=a- —— 6.65
@=a- g (6.65)
- n? 2 Ac(Ac)T
A= A - — . .
n?—1 < n+1 cTAc ) (6.66)

Dann ist A ebenfalls symmetrisch und positiv definit und
es gilt S C E(A,a).

Beweis. Zuerst wollen wir festhalten, dass A eine explizit
darstellbare Inverse besitzt:

2 T
<1 N -1 1 2 ce
A = (A + — —CTAC) . (6.67)

Dies kann man durch eine direkte Multiplikation {iber-
priifen. Da eine Matrix B genau dann positiv definit ist,
wenn die Inverse B~! positiv definit ist, geniigt es zu zei-
gen, dass A~! positiv definit ist. Dies ist jedoch einfach zu
sehen, da A~! positiv definit und die Matrix cc” positiv
semidefinit ist. Nach Konstruktion ist A auch symmetrisch
und daher ist die Definition von F(A,a) sinnvoll. Damit
bleibt nur noch S C E(A,a) zu zeigen. Fiir ein beliebiges
x € S gilt:
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T(z—a)

n? — (r—a c
= 1 ((:zr—a)TAl(:zr—a)—i- nil (—CTAC) <1—|—

IN

< n? -1 1+ 1 -
—  n? n2-1)
Dabei stammt die erste Ungleichung aus der Bemerkung 77

und die zweite benutzt die Tatsache, dass = € E(4, a) gilt.
Damit gilt nun z € E(A, @) und der Beweis ist vollstéindig.

Wie wir gleich sehen werden, benutzt die Ellipsoid-
Methode hauptsichlich die beiden Gleichungen (??) und
(?7). Natiirlich ist es nicht schwer, ein Ellipsoid zu fin-
den, das S enthélt, aber das in Satz 7?7 definierte Ellipsoid
E(A,a) ist minimal beziiglich der Eigenschaft S zu ent-
halten und E(A,a) ist beziiglich dieser Eigenschaft auch
eindeutig (siehe z.B. [?]). Wir brauchen diese beiden Ei-
genschaften jedoch nicht zur Durchfithrung der Ellipsoid-
Methode. Betrachte den folgenden Algorithmus (£ und p
werden spéter definiert):

Ellipsoid-Methode

Input: € € Q4 , ein durch ein Separierungsora-
kel gegebenes, wohlbeschriebenes, beschrink-
tes Polyeder (P, n, ¢), das SEP fiir P 15st.

Output: Entweder
(i) ein zuldssiger Vektor y € P oder
(ii) eine symmetrische, positiv definite Matrix

A € Q"™ und ein Vektor a € Q" mit
P C E(A,a) und vol(E(A4,a)) < e.
(1) Initialisierung:

Vel Ac

)+
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R = 2'"%,

N = [(2n+1) (|loge| + n|log(2R)])],
apg = 0,

Ay = R?*I.

(2) For k=0 To N Do
(3) Rufe das Orakel (SEP) fiir y = ay.
4) Falls y € P, Stop (mit Antwort (i)).
(5) Falls y & P:
(SEP) liefert einen Vektor ¢ € Q" mit
"y > max{c’z|z € P}.
(6) Berechne

1 AkC
apy1 =p A — —— ————,
b n+1.,/cTAie

n? 2 ApccT Ay
A = € (- iy P

dabei bezeichne =, eine Rundung der Er-
gebnisse auf die p-te
Nachkommastelle.
(7) End For
(8) Gib Ax und ay aus.

& heifit Blow-Up Parameter. Wird mit unendlicher Ge-
nauigkeit (p = 0o0) und ohne Ausdehnung des Ellipsoids in
Schritt (6) gearbeitet (§ = 1), so bekommen wir genau die
Update-Formeln aus (??) und (??). Der folgende Satz ga-
rantiert uns die Korrektheit der Ellipsoid-Methode unter
diesen Voraussetzungen.

Satz 6.28. Gilt p = oo und & = 1, so arbeitet der Algo-
rithmus 7?7 korrekt und terminiert nach einer polynomia-
len Anzahl von Iterationen.

Beweis. Die polynomiale Beschrinktheit der Anzahl der
Iterationen sieht man leicht ein, da N polynomial in ¢, n
und (e) ist.

Aus Satz 7?7 folgt, dass sich die Symmetrie und die
positive Definitheit von Ay auf Axyq iibertrigt. Da Ag
symmetrisch und positiv definit ist, gilt dies auch fiir alle
A, k € {0,1, ,N}

Nach Lemma 7?7 hat P eine Eckenkomplexitidt von
héchstens 4n2p. Weiterhin ist P beschriinkt und mit Lem-
ma ?? gilt dann P C E(Ap,ap). Liefert (SEP) in Schritt
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(5) einen Vektor ¢ mit ¢’y > max{c’z|z € P}, so
haben wir P C E(Ag,ar) N {z € R"|cTz < cTag}.
Satz ?? liefert dann sofort P C FE(Aky1,ak+1) und da-
mit PgE(Ak,CLk) Vk e {0,1, ,N}

Bleibt noch zu zeigen, dass vol(E(An,an)) < € gilt,
falls der Algorithmus ?? nicht im vierten Schritt abbricht.
Angenommen, es gilt

VOl(E(Ak+1 N (lk_;,_l))

1
~5 0 Ve {01, ... N
Vol E(Anar) ¢ €{0.1,..., N}

(6.68)

Dann erhélt man
. N
Vol(E(An, an)) < (e*—zmm) vol(E(Ag, ag))

< e~ (logelHnllog2R)) (9 gyn

< 2—(|loge\+n\log(2R)\) (2R)n
< 2—|loge\
< €

wobei wir die Tatsache benutzt haben, dass
E(Ag,a0) C{z eR"| —R<z; <R Vie{l,2,...,n}}
gilt.

Bleibt noch die Giiltigkeit der Gleichung (??) zu zei-
gen. Dazu benutzen wir das Verhéltnis der beiden Deter-
minanten von Ag bzw. Agi1.

n? 2 Agect A
det(A =det| —— (A4 - — —————
et(Ak+1) €<n2_1(k il T A >)
n 1/2 1/2
n?2 -1 n+1 cT'Ayc
n? \" 2 T
1/2
mit b = Ay e

NZI

Untersuchen wir nun die Determinante von I — n%rlbbT.
Dabei benutzen wir die Eigenschaft von Determinanten,

)
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dass man ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen addie-
ren kann, ohne die Determinante zu verdndern. Fiir jede
Zeile i (i € {2,3, ...,n}) multiplizieren wir die erste Zeile
mit —z—i und addieren dies zur i-ten Zeile. Es entsteht die
Matrix

[1 — niﬂbf —ni_HbldT

mit d = (bg, b3, ..., by)7T.
—kd L 1 (b2, b )

Fiir den oben definierten Vektor b gilt ||b||o = 1. Damit
ldsst sich die Matrix weiter zerlegen. Aus der Darstellung

L= 2350 —bd” ] T —2bid” ' 1-25 0
—Ed L 0 I —pd Iy

lasst sich die Determinante sofort berechnen:

2 2
det (I——bbT> =1-—
n+1 n+1

und daraus folgt nun

det(Aps1) = (n;‘—il)n (1 - n—2|—1> det(Ag).

Mit der Bemerkung ??(a) und der Abschéitzung 1 + z <
e® Vz € R\ {0} bekommen wir nun

VOl(E(AkJrl,CLkJrl)) - \/det(AkH)Vn
vol(E(Ag,ar))  /det(Az) Vy

(F) ()

n—1

1 1
< e ntl e2(n?-1) = e 2(rtD) ,

Dies entspricht genau (??) und damit ist der Beweis be-
endet.

Im Satz 77 machten wir die Annahme, dass alle Be-
rechnungen exakt seien. Um einen polynomialen Algorith-
mus zu erhalten, miissen auch die Zahlen bzw. deren Ko-
dierungslénge polynomial bleiben. Um dies zu erreichen,
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miissen wir im sechsten Schritt die Anzahl der Nachkom-
mastellen polynomial begrenzen, d.h. p muss polynomial
in n, und (€) sein. Dieser Rundungsprozess bewirkt je-
doch, dass sich das Zentrum aj4; ein wenig bewegt und
damit verliert das neue Ellipsoid E(Ag+1, axt1) die Eigen-
schaft P zu enthalten, zumindest dann, wenn wir weiterhin
¢ = 1 wahlen. Um diese Eigenschaft wieder herzustellen,
miissen wir das neue Ellipsoid ein wenig vergréfiern und
wiéhlen deshalb ein £ > 1. Dabei kann es jedoch passieren,
dass (?7?) keine Giiltigkeit mehr hat und dass das Verhélt-
nis zweier aufeinanderfolgender Ellipsoide zu nahe an den
Wert eins riickt [?]. Der folgende Satz zeigt, dass uns die

Wahl
N = [5n(|loge| + nllog(2R)])],
p =8N, (6.69)
£ =14 n?-3
- 2n4

die Polynomialitit garantiert. Auch die Abschitzungen

P C E(Ag, ay) fiir alle k und vol(E(Ag41, agt+1))/ vol(E(Ag, ar)) <
e~s7 bleiben erhalten, so dass Ay und ay weiterhin die
Eigenschaften des Outputs (ii) haben.

Theorem 6.29. Fir den Parametersatz aus (??) hat die
Ellipsoid-Methode 77 polynomiale Laufzeit.

Der Beweis ist langlich und technisch, der interessier-
te Leser findet Details in [?]. Ahnliche Beweise mit leicht
gednderten Parametern findet man auch in [?] und [?].
Es sollte noch einmal erwahnt werden, dass der zuriickge-
gebene Vektor ¢ des (SEP)-Orakels ebenfalls polynomial
ist. Dies ist Gegenstand der allgemeinen Annahmen iiber
Orakel.

6.4 Separieren und Optimieren

Die Aquivalenz von Separieren und Optimieren ist eines
der bedeutendsten Resultate der polyedrischen Kombi-
natorik (vgl. [?]). Es hat sowohl die Theorie der kombi-
natorischen und ganzzahligen Optimierung entscheidend
beeinflusst, als auch die theoretische Rechtfertigung fiir
Branch-and-Cut Verfahren (die derzeit erfolgreichste Me-
thode zum Losen N'P-schwerer praktischer Probleme der
Diskreten Optimierung) ermoglicht.
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In diesem Kapitel geben wir eine genaue Formulierung
des Ergebnisses an und stellen die wesentlichen Beweis-
ideen dar. Dies beinhaltet die Kodierung von Polyedern,
die Ellipsoidmethode und die Theorie zur Approximati-
on rationaler Zahlen. Wir beschrinken uns in unseren
Ausfithrungen auf volldimensionale und beschrinkte Poly-
eder (das Originalresultat gilt fiir konvexe Kérper). Lite-
ratur zu diesem Kapitel findet man z.B. in [?], [?] oder [7].
Wir beginnen mit der Definition der Probleme, die wir in
diesem Kapitel untersuchen wollen.

Problem 6.30. (Optimierungsproblem — OPT) Gege-
ben sei ein Polyeder P C R™ und ein Vektor ¢ € Q™.

(i) Bestiitige, dass P = () oder
(ii) Finde y € P mit ¢cT'y = max{cTxz ’ x € P} oder
(iii) bestitige, dass max{cTx ‘ x € P} unbeschriankt ist,
d.h. finde eine Extremale z von P mit ¢Tz > 1.

Unter unserer Annahme, dass P volldimensional und
beschriankt sein soll, kommt natiirlich nur Punkt (ii) in
Frage, d.h. Problem 7?7 reduziert sich auf das Finden einer
Optimallsung.

Problem 6.31. (Separierungsproblem — SEP) Gegeben
sei ein Polyeder P C R™ und ein Vektor y € Q". Entschei-
de, ob y € P. Falls nicht, finde einen Vektor ¢ € Q" mit
"y > max{c"z |z € P}.

Wir betrachten noch ein drittes Problem, das — wie wir
noch sehen werden — dual zum Problem 77 ist.

Problem 6.32. (Verletztheitsproblem — VIOL) Gege-
ben sei ein Polyeder P C R™, ein Vektor ¢ € Q™ und ein
Skalar v € Q. Entscheide, ob ¢’z <  fiir alle 2 € P. Falls
nicht, finde einen Vektor y € P mit ¢’y > 7.

Die Fragen, die uns in diesem Kapitel interessieren,
kann man folgerndermaflen beschreiben: Angenommen,
wir kennen eine Methode (im Folgenden werden wir von
einem Orakel sprechen), die eines der drei Probleme 1ést.
Ist es dann auch moglich, die beiden anderen Probleme in

orakel-polynomialer Zeit zu 16sen?

Auf den ersten Blick scheint das Optimierungsproblem
das schwerste zu sein. Konnten wir dies l6sen, so konn-
ten wir sicher auch das Verletztheitsproblem 16sen. Aber
konnten wir damit auch das Separierungsproblem losen?
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Und umgekehrt, wenn wir separieren konnen, kénnen wir
dann auch optimieren?

In diesem Kapitel werden wir zeigen, dass alle drei Pro-
bleme in der Tat polynomial dquivalent sind. Wir werden
im Folgenden die Probleme ?? bis 7?7 immer mit OPT,
SEP und VIOL abkiirzen. Schreiben wir Klammern um
die Abkiirzungen, so bezeichne dies ein Orakel fiir das
jeweilige Problem, d.h. (OPT), (SEP) und (VIOL) sind
Orakel fiir OPT, SEP und VIOL. Wir nehmen in diesem
Kapitel n > 2 an.

6.4.1 Kettenbriiche

Das Problem, reelle Zahlen durch rationale Zahlen zu ap-
proximieren, ist ein altes und bekanntes Problem aus der
Zahlentheorie. In diesem Abschnitt wollen wir das zweidi-
mensionale Approximationsproblem angehen. Dieses Re-
sultat benttigen wir im néchsten Abschnitt, wenn wir die
Aquivalenz des Separierungs- und des Optimierungspro-
blems zeigen. Dazu betrachten wir folgendes

Problem 6.33. Gegeben sei eine Zahl o € R und ein € €
Q,0<e<.
Aufgabe: Finde ganze Zahlen p, q € Z mit

1<¢g<

A=

und

Auf den ersten Blick ist nicht einzusehen, dass solch ei-
ne rationale Zahl immer existiert, aber genau dies ist der
Fall. Mehr noch, eine solche Zahl kann sogar in polyno-
mialer Zeit bestimmt werden. Dazu dient der folgende

Kettenbruch-Algorithmus

Input: « € Q, e € QN (0,1).

Output: pund g mit 1 < ¢ < lund Q_B‘ <
€ € q
(1) Initialisierung: Qo = @, ao
g—2 = 0, g_1
h—y =1, hoy =
i = -1

(2) Fiihre die folgenden Schritte durch:
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(3) 1 =1+1

(4) 9i = igi—1 + Gi—2

(5) hi = a;hi—1 + hi—2

(6) Falls h; > 2 Stop (gib p = g;—1 und
q = hi,1 aus).

(7) Falls a; = a; Stop (gib p = g; und ¢ =
h; aus).

) =

( Qi1 = o — 0

9) aiv1 = |1]

(10) Gehe zu (3).

Bevor wir die Korrektheit dieses Algorithmus bewei-
sen, wollen wir uns ein kleines Beispiel ansehen. Dazu wol-
len wir den Wert v/2 = 1,4142135... mit einer Genauigkeit
von € = 0,01 durch eine rationale Zahl approximieren, d.h.
gesucht sind

0,01
p,q € N mit ‘ﬁ—§'< =, 1sgs<io

Ein erster Versuch mit p = 141 und ¢ = 100 schei-
tert, da die Fehlerschranke nicht eingehalten wird, denn
|V2 — 151 = 0,0042135 £ 0.0001. Schauen wir uns das
Ergebnis des Algorithmus 77 an.

(1) a0:1,4142135, CL():l, g,QZO, 97121,
hoo=1,h_1=0,i=-1

a1 = e = 2,4142139

_ 1 _

2

144+ 3 =17

)

)

)

)

)

)

)

) = =

) Qo = s = 2,4142116
)

)

)

)

)

)

)

)

) hg = 10 + 2 = 12
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(8) a4 = srmmsg—s = 2,4141469
(9) gy = 2

(3) i=4

(4) gs = 344+7 =41

(5) ha = 24 +5 = 29

(8) as = sqrme—s = 24146022
(9) a; = 2

(3)i=5

(4) g5 = 82 + 17 = 99

(5) hs = 58 + 12 = 70

(8) a6 = sarmom—s = 2,4119505
(9) ag = 2

(3) i=6

(4) go = 198 + 41 = 239

(5) he = 140 + 29 = 169

(6) hg > 100, Stop — p=99,¢="70

Ein Test zeigt:

99
V2 — 221 = 0,000072 < <.
70 q

Der néchste Satz befasst sich mit der Korrektheit des
Algorithmus ?77.

Theorem 6.34. Der Algorithmus 77 6st das Problem ?7.
Die Laufzeit betrigt O(log 1) und ist daher polynomial in
der Input-Ldnge.

Zum Beweis dieses Satzes benttigen wir die folgenden
zwei Lemmata.

Lemma 6.35.
(a)a = Sz:—il’;j fgr alle i > 0.
(b) gihi1 — gi—1hi = (=1)""'  fir allei > —1.

Beweis. Wir zeigen beide Teile durch vollstédndige Induk-
tion iiber i.

zu (a): Der Fall ¢ = 0 folgt direkt aus der Initialisierung-
phase des Algorithmus ??7. Angenommen, die Aussage
ist richtig fiir alle j < ¢ und sei ¢ > 1. Wir haben dann
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Qi+19i T Gi—1 ﬁ (aigi-1 + gi—2) + gi—1 Q;gi—1 + gi—2

iy1hi +hic1 —E—(aihi1 +hi—2) +hi-1 hi—1+ hio -

Dabei stammt die erste Gleichheit aus der Definition
von «;+1, g; und h; und die letzte Gleichheit aus der
Induktionsannahme.

zu (b): Der Fall i = —1 folgt wieder direkt aus der Initia-
lisierung. Fiir ¢ > 1 bekommen wir

Giv1hi — gihiv1 = (aiy19i + gi—1)hi — gi(@ig1hi + hi1)

= higi—1 — gihi-1 = (‘U(gihiﬂ
Wiederum stammt die erste Gleichheit aus der Defi-

nition von g;4+1 und h;y; und die letzte Gleichheit aus
der Induktionsannahme.

Lemma 6.36. Es gilt:

# > a, falls i ungerade

Z—i < a, falls i gerade.

Beweis. Betrachte die Funktion
_ xgi—1+ gi—2

f('r) - xhi—1+hi—2 )
Solange der Algorithmus ?? nicht im siebten Schritt ab-
bricht gilt a; < a;. Aus den Schritten (4) und (5) bekom-
men wir die Aussage f(a;) = 7+ und nach Lemma ?7? gilt
f(a;) = a (beachte, dass sowohl a; als auch a; ungleich
dem Ausdruck —Z?—j < 0 sind). Betrachten wir nun die

fir xhi,1 + hi,Q }é 0.

Ableitung von f:

Gi—1(xhi—1 + hi—2) — hi—1(xgi—1 + gi—2)

/ _
f (ZE) - (Ihifl + hi72)2
_ gimthicg = hiagi-o2 (-2
(xhi—1 + hi—2)? (xhi—1 + hi—2)?’

(6.70)

Dabei wurde am Schluss Lemma ?? (b) benutzt. Daher
gilt nun:

— higi-1) = (-1)".

iist gerade = f'(z)>0 = 9i _ flay) < flau) = a,

iist ungerade = f'(z) <0 = == f(a;)> fla;) =«
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Jetzt haben wir alles zusammen fiir den

Beweis von Satz 77.

Es gilt a; < a; < a; + 1. Demnach gilt ; > 1 und
a; > 1 fir alle ¢ > 1. Daraus folgt dann h; < h;y; fiir
alle i > 1. Da zusétzlich 1 = hg < hy gilt, stoppt der Al-
gorithmus immer, sagen wir nach m Schritten. Weiterhin
haben wir h; > h;_1 + h;_o > 2h;_5. Dies impliziert ein
exponentielles Wachsen der h;, also gilt m = O(log ).

Bleibt noch zu zeigen, dass der Algorithmus ?? ein
korrektes Ergebnis liefert. Angenommen, der Algorithmus
stoppt im sechsten Schritt. Zusammen mit Lemma ?? (b)
und Lemma ?? haben wir dann

‘a_gml ‘a_g_m‘Jr‘g_m_gml
hm—l - hm hm hm—l
Im Im—1

< | &= —
‘hm hm 1
_ |gmhm—l - gm—lhm|
hm hmfl
- 1
hm hm—l
< €
hm—l '

Stoppt der Algorithmus dagegen im siebten Schritt, so lie-
fert uns Lemma ?7?(a) die Aussage

AUmdm—1 + gm—2
amhm—l + hm—2

AmJm—1 + Im—2
amh/mfl + hm72

Im
B
Da der Algorithmus in diesem Fall nicht im sechsten
Schritt gestoppt hat, gilt h,, < % und daraus folgt die

Behauptung.

Am Ende dieses Abschnitts wollen wir noch darauf hin-
weisen, dass sich der Quotient }% auch in folgender Form
schreiben 148t:
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o=+ T
) a1+

1
az +

...a]i71+_
i

Der Name des Algorithmus 77 , Kettenbruch-Algorithmus* stammt

von dieser Darstellung.

6.4.2 Die Aquivalenz von SEP, OPT und VIOL

Jetzt sind wir in der Lage, die zeitpolynomiale Aquivalenz
von SEP, OPT und VIOL zu beweisen.

Theorem 6.37. Gegeben sei ein wohlbeschriebenes, be-
schrinktes und volldimensionales Polyeder (P,n, ). An-
genommen wir hdtten ein Orakel, dass eines der drei

Probleme SEP, OPT oder VIOL fiir (P,n,y) list. Dann

konnen die zwei verbliebenen Probleme in orakel-polynomialer

Zeit gelost werden.

Beweis. Wir zeigen den Satz 77 in drei Schritten.

e (SEP) — (OPT)
(OPT) — (VIOL)
e (VIOL) — (SEP)

Zu zeigen ist, dass die Transformationen jeweils in orakel-
polynomialer Zeit erfolgen konnen.

(SEP) — (OPT).

Angenommen, wir haben ein Separationsorakel (SEP), das
SEP fiir (P,n,¢) 16st, wobei P volldimensional und be-
schriankt ist. Weiterhin haben wir einen Zielfunktions-
vektor ¢ € Q" und damit mochten wir das Problem
max{c’z |z € P} l6sen. O.B.d.A kénnen wir annehmen,
dass ¢ € Z" gilt, andernfalls kénnen wir dies durch Skalie-
rung der Zielfunktion immer erreichen. Die skalierte Ziel-
funktion hat dann hochstens die Kodierungslénge n{c).

Wir werden das Problem max{c"z |z € P} nicht di-
rekt 16sen, sondern verwenden eine leicht abgednderte Ziel-
funktion. Fiir diese gestorte Zielfunktion existiert eine ein-
deutige Losung. Diese Optimallosung ist gleichzeitig op-
timal fiir das Ausgangsproblem. Nach Lemma 7?7 wissen
wir, dass jede Ecke von P eine Komplexitét von hochstens
v = 4n?¢ besitzt. Wir definieren r = 22 und
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d=r"c+ (1,r,...,rm HT,

Betrachten wir nun das Optimierungsproblem max{d” z | T €
P}. Als erstes wollen wir folgende Eigenschaften nachwei-
sen:

(i) max{d”z |2 € P} hat eine eindeutige Lésung *.
(ii) Fiir jede Ecke u # z* gilt dT (z* —u) > 272,
(i) #* 16st max{c’z |z € P}.

Beweis. Sei z* ein optimale Ecke von max{d’z |z € P}
und sei u € P ein von z* verschiedene Ecke von P. Dann
gilt 2* —u=2zmit e € Z,0 < a<r zeZ"\ {0}
und 0 < |z| < r, i € {1,2,...,n}. Beachte dabei, dass
z* und u rationale Vektoren sind, deren Kodierungsliange
hochstens v ist. Wir erhalten

1
0 < di(z*—u) = —(r”cTz + (1,r ...,T"_l)Tz).
a
(6.71)
Dies impliziert ¢’z > 0, da ¢’z € Z und der Term
7" dominiert den Term ) . , r*~'z,. Daraus folgt nun
cI'(z* —u) = L2 > 0 und damit Punkt (ii).
Weiterhin gilt >, r712; # 0, da 2 # 0 ist. Aus Glei-
chung (??) folgern wir nun
df (z* —u) >

> (6.72)

QI+
S| =

~—

Daraus folgen jetzt die Punkte (i) und (ii).

Unter Beriicksichtigung der Aussagen (i) und (iii) reicht
es aus, das Problem max{d’x ’ x € P} zu 16sen, um die

Ecke x* zu finden. Setzen wir nun N = 2<d>+4"2“’, SO Wis-
sen wir mit Lemma ?7?, dass der Optimalwert des Pro-
blems max{d”z |2z € P} im Intervall [-N, N] liegt. Mit
Hilfe des Parameters
1
8r22v

definieren wir eine Familie von Polytopen durch

2N
Py = {z € P|-N+ke < d"z < N}, ke{o,l,...,—}.

€
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Das Orakel (SEP) kann auf einfache Weise auf ein Sepera-
tionsorakel fiir P, ausgedehnt werden. Py ist ein wohlbe-
schriebenes Polyeder, dessen Facettenkomplexitédt hochs-
tens ¢ = max{y, (d) + (N) + (ek)} ist. Verwenden wir
nun die Ellipsoid-Methode fiir ein k und € = 2_8"4‘/3, SO
finden wir in polynomialer Zeit einen Vektor y* € Py oder
wir wissen, dass vol(Py) < € gilt. Mit einer binéren Suche
finden wir daher ein k € {0,1, ..., %} und einen Vektor
y* € Py mit vol(Pyy1) < é. Wir werden zeigen, dass dieses
y* so nahe am Optimum liegt, dass eine Rundung mit dem
Kettenbruch-Algorithmus 7?7 die Optimallésung liefert.

Da vol(Pg41) < € gilt, wissen wir mit Lemma ?7, dass
Py1 nicht volldimensional sein kann. Daraus folgt

dTe* < dTy* + e (6.73)

Aus y* € P folgt die Existenz von n + 1 Ecken von P, so
dass y* = >0 Nt gilt mit Y A =1, A >0 Vi€
{0,1, ...,n}. Einer dieser n + 1 Vektoren muss iiberdies
hinaus z* sein, denn ansonsten gilt nach (?7?)

dT*_di: AZdT * 0 > 2 > e
x Yy ; (¥ —2*) . €
0.B.d.A gelte 2° = 2*. Dann bekommen wir
dTyF = d"z* + > A(d 2t — d"a")
i=1
< Tz — 1—2Xo
T
und zusammen mit (?7)
1—A
O < dTa —d™y* < ¢ = 1—Xp < re.
,

Dies fithrt nun auf die Abschitzung
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Z1-A0 -

ly* =" = (1= Xo)

< (1) (Z( )+||x*||>
=1
< 1— i
< 0w (S (257) +7)
= (1—Xp)2v"!
1
< erovtt = .
= 4r

Fiir jede Komponente von 4* wird nun der Kettenbruch-
Algorithmus 7?7 mit ¢ = QV% aufgerufen. Nach Satz 77?7
erhalten wir damit in polynomialer Zeit ganze Zahlen p;, g;
mit 1 < ¢; <271 und

1

poDi
ov+1 qi :

T
! qi

Da z* eine Ecke von P ist, hat jede Komponente - einen
Nenner, der kleiner oder hochstens gleich 2% ist, d.h. 1 <
t; < 2Y. Damit folgt nun

Di Sg Di k k Sg
LY S EAY ) T P i
Qi t; qi Y v i
< 1 n 1
2V+1 i 4y
S D
T 2tiq 2tiq tiqi
Aus dieser Ungleichung folgern wir
& I 7“91 ¢ zQz| < i |piti_SiQi| < 1.
% b qite ti qi

Da alle vorkommenden Zahlen ganze Zahlen sind, folgt
sofort

S .

Uil
Dies ist die Optimallssung fiir das Problem max{d” = } T €

P}. Nach Punkt (iii) ist dies gleichzeitig die Optimallésung

fiir max{c"z |z € P}.

Pn
an

_)T,
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(OPT) — (VIOL).

Gegeben sei ein wohlbeschriebenes Polyeder (P, n, ¢), wo-
bei P beschrénkt und volldimensional sei. Weiterhin seien
ein Vektor ¢ € Q™ und eine Zahl v € Q gegeben. Wir
haben nun zu entscheiden, ob die Ungleichung ¢’z < ~
fiir x € P erfullt ist. Ist dies nicht der Fall, so brauchen
wir einen Vektor y € P mit ¢’y > 7. Als erstes fragen
wir das Orakel (OPT) nach einer Losung fiir das Pro-
blem max{c’z |z € P}. Das Orakel wird uns eine Opti-
mallésung y zuriickgeben, da P beschrinkt und volldimen-
sional ist. Gilt nun ¢’y < ~, so haben wir einen Beweis
dafiir, dass die Ungleichung ¢’z < # fiir alle z € P giiltig
ist. Andernfalls haben wir einen Vektor y gefunden mit
cly >n.

(VIOL) — (SEP).

Angenommen, wir haben ein Verletztheitsorakel (VIOL),
dass das Problem VIOL fiir ein wohlbeschriebenes, be-
schrinktes und volldimensionales Polyeder (P, n,y) lost.
Betrachte die y-Polare von P

Q = {(aT,a)T ‘ alr < a VxeP},

d.h. @ beschreibt die Menge aller giiltigen Ungleichungen
fiir P. @ ist ein polyedrischer Kegel. Beachte, dass jede
giiltige Ungleichung von @ die Form (27, -1)y < 0, 2 €
P hat, und dass die Facetten von @ in einer bijektiven
Beziehung zu den Ecken von P stehen. Umgekehrt sind
die Extremalstrahlen von ) die Facetten von P. Daher ist
(Q,n+1,4n%p + 3) ein wohlbeschriebenes Polyeder. @ ist
auch volldimensional, da P beschrinkt ist (Beachte, dass
((e)T, =24\ ¢ Q Vie {1,2,...,n} und —e"t! € Q
gilt). Betrachte nun die folgende beschrinkte Version von
Q:
Q={veq| -2 <y <2,

(Q,n + 1,4n%p + n + 3) ist ein wohlbeschriebenes, be-
schrianktes und volldimensionales Polyeder. Das Verletzt-
heitsorakel (VIOL) fiir P ist offensichtlich ein Separati-
onsalgorithmus fiir (). Dies kann leicht auf ein Seperati-
onsorakel (SEP) fiir Q erweitert werden. Aus den ersten
beiden Teilen dieses Beweises folgt daraus die Existenz
eines orakelpolynomialen Verletztheitsorakels (VIOL) fiir
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Q. Fiir ein gegebenes ¢ € Q"*! und v € Q existiert nun
genau dann ein Vektor (¢) € @ mit ¢”(?) > ~, wenn so
ein Vektor auch fiir Q) existiert, da P eine Facettenkom-
plexitidt von hochstens ¢ besitzt. Daher ist (VIOL) ein
Verletztheitsorakel, das auch das VIOL fiir @ 16st.

Schlieflich kann (VIOL) auch benutzt werden, um das
Problem SEP fiir (P,n, ) zu 1osen. Dies geschieht folger-
dermafen:

Gegeben sei ein Vektor y, bei dem wir entscheiden
miissen, ob y € P liegt. Ist dies nicht der Fall, so miissen
wir ein @ € Q™ und ein o € Q finden mit e’z < a Yz € P
und e’y > a. Anders ausgedriickt brauchen wir ein

(i) € Q mit a’y > a. Dazu fragen wir unser Orakel

(VIOL) fiir das Polyeder @, den Vektor ¢ = () und
v = 0. Meldet (VIOL) nun, dass (y,—1)(2) <~ = 0 fiir
alle (2) € Q, dh. a’y < o fiir alle giiltigen Ungleichun-
gen a’r < o, so gilt y € P. Andernfalls gibt (VIOL) einen
Vektor (%) € Q zuriick mit (y, —1)(%) > v = 0. Dann ist

a

(e
aber aTz < « eine giiltige Ungleichung fiir P, die von y
verletzt wird.

Damit ist der Beweis beendet.

Bevor wir dieses Kapitel beenden, wollen wir uns noch
einmal dem allgemeinen Fall zuwenden, denn Polyeder
sind nicht notwendigerweise beschrinkt und volldimensio-
nal.

Ein Weg, diese Polyeder zu behandeln ist es, durch
geeignete Storungen des Polyeders ein volldimensionales
Polyeder zu bekommen. Dieser Vorschlag kam von Kha-
chiyan [?]. Die Stérung héngt von der Kodierungslinge des
Inputs ab und muss mit gréfiter Sorgfalt erfolgen, damit
der Rundungsschritt am Ende des Algorithmus auch wirk-
lich auf die Optimallésung des Ausgangsproblems fiihrt.

Eine andere Moglichkeit stammt aus [?]. Dort konzen-
triert man sich auf die Ausgabe des Ellipsoid-Algorithmus.
Angenommen, das Polyeder wére (n—1)-dimensional, d.h.
es liegt in einer Hyperebene H C R™. Da die Volumi-
na der berechneten Ellipsoiden gegen Null gehen, werden
sie immer flacher um H herum. Der Eigenvektor der zum
kleinsten Eigenwert gehtrt muss nun ziemlich nahe am
Normalenvektor von H liegen. Um diesen Vektor zu fin-
den konstruiert man einen approximativen Vektor v zum
Eigenvektor des kleinsten Eigenwertes der Matrix, die das
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Ellipsoid definiert. Der Vektor u hat die zusétzliche Eigen-
schaft, dass alle seine Komponenten uq, ..., u, einen ge-
meinsamen Nenner ¢ haben, dessen Kodierungsldnge po-
lynomial beschrénkt ist. Die Methode, mit der gleichzeitig
n Zahlen durch rationale Zahlen angenéhert werden, die
alle den gleichen, moglichst kleinen Nenner haben, heifit
Simultane Diophantische Approximation und ist eine Ver-
allgemeinerung des Kettenbruch-Algorithmus fiir héhere
Dimensionen. Da der H beschreibende Vektor eine Ko-
dierungsléinge von hochstens ¢ hat, erzeugt die richtige
Wahl des Nenners ¢ in der Tat einen Vektor w, der H
beschreibt. Durch Iteration kann die affine Hiille von P
bestimmt werden und von dort aus auf den volldimensio-
nalen Fall angewendet werden.

Weiterhin kann man diese Methode benutzen, um in
polynomialer Zeit zu kléren, ob ein Polyeder leer ist oder
nicht. Falls nicht, soll der Algorithmus einen Vektor y € P
liefern (Bemerkung: dies ist ein spezieller Fall von VIOL
mit ¢ = 0 und v = —1). Weiterhin kann ein Separierungs-
orakel fiir P in ein Separierungsorakel fiir rec(P) umge-
wandelt werden.

Mit diesen Werkzeugen ist es nun moglich, auch un-
beschrinkte Polyeder zu behandeln. Wie oben schon ge-
sagt kann ein Separierungsorakel fiir P ein Separierungs-
orakel (SEP), fiir rec(P) erzeugen und damit auch das
Problem l6sen, ob rec(P) leer ist. Ist nun ein beliebiges
Optimierungsproblem max{c’x | x € P} fiir ein wohlbe-
schriebenes Polyeder (P, n,¢) und ein Separierungsorakel
fiir (P,n, ) gegeben, so kénnen wir sofort priifen, ob die
Menge rec(P)N{z € R" | "z = 1} leer ist oder nicht. Wir
kénnen weiterhin sofort iiberpriifen, ob max{c’z |z € P}
unbeschréinkt ist.

Korollar 6.38. Lineare Programme kénnen in polynomia-
ler Zeit geldst werden.

Die Moglichkeiten sind noch lange nicht ausgeschopft.
Mit den hier angefithrten Methoden ist es unter anderem
moglich, die Ecken, duale Losungen, verletzte Facetten

und vieles andere zu bestimmen. Vieles davon findet sich
in [7].
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Teil 11

Ganzzahlige Optimierung






7

Ein erste Blick auf ganzzahlige
Optimierung

7.1 Der Weg nach Hause (oder doch
nicht?)

Fiir unseren Austauschstudenten Simple Fx ist das En-
de seines geplanten Aufenthalts gekommen. Er will nach
Hause fliegen und hat dafiir bereits seine seine sechs Koffer
gepackt. Alle sind randvoll gepackt, ihre Gewichte addie-
ren sich genau auf die 20 kg, die er bei der Fluggesell-
schaft Knapsack Airlines aufgeben darf. Handgepéck ist
aufgrund von Sicherheitsbestimmungen mal wieder verbo-
ten.

Kurz vor dem Abflug klingelt die beste Freundin Cut-
ty Plain seiner Freundin und bringt noch einen weiteren
Koffer vorbei, den er ihr mitbringen soll. Dieser Koffer
wiegt erschreckende 8 kg, was Simple Ex sofort iiber das
erlaubte Gewichtslimit bringt. Eine kurze Diskussion mit
Cutty Plain macht ihm klar, dass er ohne diesen Koffer
gar nicht zu Hause antreten darf. Also bleiben ihm noch
12 kg fiir sein restliches Gepéck, von dem er damit einiges
zuriicklassen werden muss. Aber was?

Die Zeit dréngt und Aus- oder Umpacken ist hoff-
nungslos. Simple Ex erinnert sich an seine erfolgreich be-
standene Klausur in Lineare Optimierung und macht sich
daran, sein Kofferproblem mit Hilfe seines neu erworbe-
nen Wissens zu 16sen. Ist das Ganze nicht einfach ein LP?
Eine Nebenbedingung ist wohl, dass maximal noch 12 kg
Gewicht eingepackt werden kann, aber wie sieht die Ziel-
funktion aus?

Simple Exz macht sich klar, dass unterschiedliche Koffer
fiir ihn unterschiedlichen Wert besitzen. Er bewertet sie
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daher mit Punkten, je wichtiger der Koffer, um so mehr
Punkte erhilt dieser. Damit steht er jetzt vor den Daten
aus Tabelle ?? und sein Wunsch ist es, so auszuwéihlen,
dass die Summe der Punkte von mitgenommenen Koffern
moglichst grof ist.

Koffer 1 Koffer 2 Koffer 3 Koffer 4 Koffer 5 Koffer 6

Gewicht 4 kg 3 kg 6 kg 3 kg 3 kg 2 kg
Punkte 7 5 9 4 2 1

Tabelle 7.1. Die Koffer von Simple Ex mit Gewichten und
Bewertungen in Punkten

Schnell formuliert Simple Ez sein Lineares Programm

max 7x1 + dxrs + a3z + 4dxy + 225 + 1ag (7.1&)
4x1 + 39 + 623 + 314 + 35 + 226 < 12 (71b)
0<z; <1,s=1,...,6. (7.1C)

und erhélt als Optimallésung
Tl = 1,$2 = 1,$3 = 5/6,$4 =I5 = Te = 0

mit Gesamtbewertung 19.5. Es zeigt sich dabei aber eine
Schwierigkeit: Simple Fz kann schlecht den dritten Kof-
fer zerségen, er muss entweder ganz oder gar nicht mitge-
nommen werden (genauso wie jeder andere Koffer auch).
Wie Cutty Plain richtig betont, ist eigentlich nicht (?7)
zu l6sen, sondern ein Problem, in dem die Variablen nur
die Werte 0 oder eins annehmen:

max 7x1 + 5xo + 923 + 4dxy + 225 + lag (7.2a)
41 + 329 + 623 + 3x4 + 35 + 226 < 12 (72b)
2 €{0,1},i=1,...,6. (7.2¢)

Simple Ez ist nicht davon iiberzeugt, dass hier aufler
dem Koffer von Cutty eine weitere Schwierigkeit vorliegt.
Wenn man die ersten beiden Koffer einpackt, wird der
dritte wohl dabeibleiben miissen (seine Variable wird ein-
fach auf 0 gerundet) so dass zuénchst 12 Punkte auf dem
Konto stehen. Nach Mitnehmen der ersten beiden Koffer
sind noch 5 kg frei, die man am besten mit den Koffern
4 und 6 auffiillen kann. Das ergibt insgesamt genau 12 kg
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und 17 Punkte. Simple Fx ist gliicklich und zufrieden mit
seiner Losung. Da das Gewichtslimit genau ausgeschopft
ist, muss das doch die beste Losung sein.

Cutty Plain schaut noch nicht ganz iiberzeugt. Sie hat
némlich bereits eine Vorlesung iiber ganzzahlige Optimie-
rung gehort. Klar, besser als 19.5 Punkte kann man si-
cher nicht erreichen und, da das Problem (??) hochstens
einen besseren Optimalwert hat als ,die ganzzahlige Va-
riante“ (??). Da man Koffer immer ganz oder gar nicht
mitnehmen muss, sind sogar 19 Punkte eine obere Schran-
ke fiir das Optimum. Cutty Plain weist Simple Fx darauf
hin, dass er sein Lineares Programm (??) noch verbes-
sern kann, indem er seine Beobachtung von vorhin, dass
die ersten drei Koffer nicht alle drei mitgenommen werden
konnen, als Nebenbedingung hinzufiigt.

xr1 + X2 + I3 S 2. (73)

Simple Ex reoptimiert das Lineare Programm (?7?) mit der
zusitzlichen Bedingung (??) und erhilt als neue Losung

xr1 = 1,,@2:071:3 2171'4:2/3,1'5:1'6 =0

mit Zielfunktionswert 56/3 ~ 18.666. Damit ist jetzt klar,
dass 19 als optimaler Wert ausscheidet. ,,Cool“, sagt Sim-
ple Ex: ,Das ist ja einfach!“. Er sieht sofort, dass man
auch nicht gleichzeitig den ersten, dritten und vierten Kof-
fer mitnehmen kann, da diese zusammen 13 kg wiegen.
Auch dies lisst sich wieder als Nebenbedingung formulie-
ren. Damit erhélt Simple Fx jetzt das folgende Lineare
Programm:

max 7xi + 5o + 923 + 4y + 225 + 1ag (7.4a)
4x1 + 3x2 + 623 + 3x4 + 315 + 206 < 12 (7.4b)
1+ a0 +a3 <2 (7.4c)
1+ o3+ x4 <2 (7.4d)
0<z<1li=1,....6. (7.4e)

Ein erneuter Optimierungslauf liefert jetzt die Losung
Tr = 0,$2 = 1,$3 = 1,$4 = 1,$5 = Tg = 0

mit Zielfunktionswert 18. ,,Das ist ja besser als ich vorhin“,
denkt Simple Ex: ,,Und jetzt weifl ich aulerdem, dass man
nicht mehr als 18 Punkte erzielen kann. Geht das immer
so7¢.
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Cutty Plain antwortet: ,,Nicht immer, aber immer 6fter.
Und wann und wie lernst Du in der ganzzahligen Opti-
mierung®. Simple Ex beschliesst, dass ihn das ganz sehr
interessiert und seine Freundin wohl noch ein weiteres Se-
mester auf ihn warten muss.

7.2 Ganzzahlige Lineare Programme

Definition 7.1 (Gemischt-Ganzzahliges Lineares Pro-
gramm, Mixed Integer Programm (MIP)). Seic €
R*" AeR™™ beR™ pe{0,1,...,n}. Dann heifst

max CTI

Ax <b
reZP x R"P

gemischt-ganzzahliges lineares Programm (Optimierungs-
problem).

Die folgenden Spezialfiille haben eigene Bezeichnungen:

e p=0: Lineares Programm (vgl. DO I),

e p=n: (rein) ganzzahliges (lineares) Programm,

e p=mnund z € {0,1}" : bindres (lineares) Programm
oder 0/1 Programm.

In engem Zusammenhang zu MIPs stehen lineare kombi-
natorische Optimierungsprobleme, die uns auch in dieser
Vorlesung interessieren werden (vgl. Def. 1.8, DO I).

Definition 7.2 ((Lineares) Kombinatorisches Opti-
mierungsproblem). Gegeben sei eine endliche Grund-
menge E, eine Teilmenge I der Potenzmenge 2F von E
(die Elemente in Z heiffen zuldssige Mengen oder Losun-
gen ) und eine Funktion c: E — R. Fir jede Menge F' C E

sei ¢(F):= > c.. Das Problem
ecF

max e(I) bzw. min e(I)

heifit (Lineares) kombinatorisches Optimierungsproblem.

7.3 Komplexitiat ganzzahliger
Optimierung

P und NP etc.
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7.4 Fast alle IPs sind doch LPs

Die zuléssigen Mengen von (gemischt-) ganzzahligen Pro-
grammen sind spezielle Teilmengen von Polyedern.

Intuitiv konnte man meinen, dass durch Bildung der
konvexen Hiille aller zulédssigen Punkte wieder ein Poly-
eder entsteht. Dem ist aber nicht so.

Beispiel 7.3. Betrachte

2* = max —v/2z

+ Yy
—V2z + y<0
x > 1 (7.5)
y =20

x,y ganzzahlig

Dann gilt

(a) (??) hat zulédssige Losungen (bezeichne diese mit .S).
(b) (??) ist nach oben beschriinkt.

(¢) (??) hat keine Optimallssung (sonst wire v/2 rational).
Wiére nun conv(S) ein Polyeder, so wire

z* :max{\/g:v+y|x65} :max{\/ix+y|x€conv(5)}

und beséfle eine optimale Ecklosung, Widerspruch zu
(3)-

Der Grund fiir obige Tatsache liegt daran, dass wir

irrationale Daten erlauben.

Definition 7.4. Ein Polyeder P C K" heifit rational,

falls es eine Matrix A € Q™™ und einen Vektor b € Q™ Altes Kommando

gibt mit P = P(A,b). df hier verwendet
Dariiber hinaus bezeichnen wir mit Py, := conv{z € P |z € Z? x R"?}

fiir p € {0,1,...,n}, wobei wir auch P als Abkiirzung fiir

Py ,, schreiben.

Zunéchst zwei einfache Beobachtungen

Beobachtung 7.5.

(a) Ist P ein beschrinktes Polyeder, so ist Pr ein Polyeder.
(b) Ist P ein rationaler polyedrischer Kegel, so gilt P =
Pr.

Beweis. (a) Da P beschrinkt, ist X = {z € Z" |z € P}
endlich. Nach Folgerung 6.14, DO I, ist conv (X) = Py
ein Polyeder.
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(b) Klar.

Bemerkung 7.6.

(a) ??(a) gilt nicht nur fiir rationale Polyeder.
(b) Entsprechende Aussagen gelten auch fiir Pr ), fiir alle
p=0,1,...,n

Satz 7.7. Ist P ein rationales Polyeder, dann ist Pr eben-
falls ein (rationales) Polyeder und es gilt rec(P) = rec(Py).

Beweis. Aus Satz 5.25, DO I, wissen wir, P hat eine Dar-
stellung der Form P = @ + C, wobei @) ein Polytop
ist und C ein Kegel. Nach Beobachtung ?? (b) gibt es
yi € Z"i = 1,...,s, mit C = cone({y;,...,ys}). Wir
setzen

B:= {Zuiy”()gluigl,i—l,...,s} .

i=1
Wir behaupten
Pr = (Q+B)]+O.

Daraus folgt die Behauptung, denn (Q + B) ist be-
schrinkt, also nach Beobachtung ?? (a) ist (Q + B); ein
Polyeder und falls Py # ), dann ist C' der Rezessionskegel
von Pj.

C: Sei p € Pr ein ganzzahliger Punkt in P.
Dann ex. qEQunchletp_q—l-c Fiir ¢
gilt ¢ = E wiy; mit p; > 0. Setze ¢ = E | 4i]y; und

1= 1=

b= c—c, soist ¢ ganzzahlig und q+b =p-c
ebenfalls, da p und ¢’ ganzzahlig.

Auflerdem ist b € B nach Definition und damit ¢+b €
(Q+B)r. Alsoist p=q+b+c €(Q+B);+C.
Hier gilt:

I\

(Q+B)+C C Pi+C = P+Cr = (P+C); = Py.
Beob.?? (b)
Entsprechend zeigt man

Satz 7.8. Ist P ein rationales Polyeder, so ist Pr, eben-
falls ein rationales Polyeder fiir alle p € {0,1,...,n}.
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Wir wissen nun also, dass sich jedes MIP auf ein li-
neares Programm zuriickfithren lidsst, d.h. es ex. D €
Qm*™  de Q™ mit Pr=P(D,d). Wie sieht D, d aus?

Zunéchst eine Beobachtung, die wir jedoch nicht be-
weisen wollen.

Lemma 7.9. Sei P = P(A,b) ein rationales Polyeder, so
dass die Kodierungslinge jeder Ungleichung hochstens ¢
18t.

(a) Dann gibt es ein Ungleichungssystem Dx < d mit
Pr = P(D,d), so dass die Kodierungslinge jeder Un-
gleichung héchstens 15n%¢ ist.

(b) Falls Py # 0, so gibt es einen ganzzahligen Punkt, des-
sen Kodierungslinge héchstens 5n*e ist.

Zum Beweis dieses Lemmas siche beispielsweise [7],
Kapitel 17.
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Modellierung ganzzahliger
Probleme

Beispiel 8.1 (Das Zuordnungsproblem).

In einer Firma gibt es n Mitarbeiter, die n Jobs ausfithren
konnen. Jede Person kann genau einen Job durchfiihren.
Die Kosten, die der Firma entstehen, wenn Mitarbeiter
i Job j ausfiihrt, betragen c;;. Wie soll die Firma ihre
Mitarbeiter kostengiinstig einsetzen: Variablen:

1 falls Mitarbeiter ¢ Job j bearbeitet,
Ti; =
! 0 sonst .

Binéres Programm:

min E CijTsj
i.J

injzl firallei=1,...,n
j=1
injzl fur alle j=1,...,n
i=1

zi; € {0,1} fir alle 4,7 =1,...,n.

Beispiel 8.2 (Das Rucksack-Problem (knapsack)).

Eine Firma mochte ein Budget von b Geldeinheiten in
n Projekte investieren. Jedes dieser Projekte j kostet a;
Geldeinheiten und hat einen erwarteten Gewinn von c;
Geldeinheiten. In welche Projekte soll die Firma investie-
ren? Variablen:

1 falls Projekt j gew&hlt wird,
€Tr; =
’ 0 sonst.
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0/1 Programm:

n
max E CjTy

j=1

n

E a5 S b

j=1

xz; €{0,1} firj=1,...,n.

Beispiel 8.3 (Set-Packing | Partitioning | Covering).
Gegeben eine endliche Grundmenge E = {1,...,m} und
eine Liste F; C E,j = 1,...,n von Teilmengen von E.
Mit jeder Teilmenge F} sind Kosten / Ertrége c; assozi-
iert. Das Problem eine bzgl. ¢ minimale bzw. maximale
Auswahl von Teilmengen F} zu finden, so dass jedes Ele-
ment e € F in hochstens, genau, mindestens einer Teil-
menge vorkommt, heif3t Set-Packing, -partitioning bzw.
-covering Problem. Variablen:

- 1 falls F; gewé&hlt wird,
710 sonst.

Definiere zusiitzlich eine 0/1 Matrix A € {0,1}™*" wobei
a;; = 1 genau dann, wenn Teilmenge F; Element i € E
enthdlt.

0/1 Programm:

mine'x

<1 fiir das Set-Packing Problem
Az ¢ =1 fiir das Partitioning Problem
>1 fiir das Covering Problem

z e {0,1}".
Beispiel 8.4. Optimale Steuerung von Gasnetzwerken

Beispiel 8.5. Frequenzplanung in der Telekommunikation
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Ganzzahlige Polyeder

In diesem Kapitel werden wir uns mit speziellen Polyedern
beschéftigen, die aus ganzzahligen Programmen resultie-
ren. Wir werden insbesondere solche Polyeder untersu-
chen, deren Ecken alle ganzzahlig sind. Diese kénnen als
? Gliicksfille“ betrachtet werden, da es in diesen Fillen
ausreicht, nur das zugrundeliegende lineare Programm zu
16sen.

9.1 Charakterisierungen von
Ganzzahligkeit

Definition 9.1 (Integral Polyhedron). A polyhedron P
is called integral if every face of P contains an integral
point.

We are now going to give some equivalent definitions of
integrality which will turn out to be quite useful later.

Theorem 9.2. Let P = P(A,b) be a pointed rational po-
lyhedron. Then, the following statements are equivalent:

(i) P is an integral polyhedron.
(i1) The LP max { lz:ze P} has an optimal integral
solution for all ¢ € R™ where the value is finite.
(iii) The LP max{c'z:x € P} has an optimal integral
solution for all ¢ € Z™ where the value is finite.
(iv) The value 2P = max { ¢’z :x € P} is integral for
all ¢ € Z™ where the value is finite.
(v) P = conv(PNZ").

Beweis. We first show the equivalence of statements (i)-

(iv):

integral
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(i)=-(ii) The set of optimal solutions of the LP is a face
of P. Since every face contains an integral point, there
is an integral optimal solution.

(ii)=-(iii) trivial.

(ii)=(iv) trivial.

(iv)=-(i) Suppose that (i) is false and let 2" be an extreme
point which by assumption is not integral, say compo-
nent :v? is fractional. By Theorem ?7 there exists a
vector ¢ € Z" such that z¥ is the unique solution of
max { cl’e:xeP } Since ¥ is the unique solution,
we can find a large w € N such that 20 is also optimal
for the objective vector ¢ := ¢ + %ej, where e; is the
jth unit vector. Clearly, z° must then also be optimal
for the objective vector ¢ := wé = wc + e;. Now we
have

ol —wela® = (wchO—FeJTJ:O)—wcT:z:O = ejT:rO = x?.

Hence, at least one of the two values é72% and ¢

must be fractional, which contradicts (iv).

TLL'O

We complete the proof of the theorem by showing two
implications:

(i)=-(v) Since P is convex, we have conv(P NZ") C P.
Thus, the claim follows if we can show that P C
conv(PNZ"). Let v € P, then v = >, 5 Aez® +
> e 17, where the 2 are the extreme points of P

and the 77 are the extreme rays of P. By (i) every z*
is integral, thus >_, . Axz® € conv(PNZ"). Since by
Observation ?? the extreme rays of P and conv(P N
Z™) are the same, we get that v € conv(P NZ").

(v)=(iv) Let ¢ € Z™ be an integral vector. Since by ass-
umption conv(PNZ") = P, the (P) max { ¢’z :z € P }
has an optimal solution in PNZ" (If z = Y, 2% €
conv(P N Z") is a convex combination of points in
PNZ", then 'z < max; ¢z (cf. Observation ?77)).
Thus, the LP has an integral value for every integral
¢ € Z™ where the value is finite.

This shows the theorem.

Recall that each minimal nonempty face of P(A4,b) is
an extreme point if and only if Rang(A) = n (Corolla-
ry 77). Thus, we have the following result:
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Beobachtung 9.3. A nonempty polyhedron P = P(A,b)
with Rang(A) = n is integral if and only if all of its extre-
me points are integral. 0O

Moreover, if P(A,b) C R is nonempty, then Rang(A) =
n. Hence, we also have the following corollary:

Korollar 9.4. A nonempty polyhedron P C R} is integral
if and only if all of its extreme points are integral. 0O

9.2 Totale Unimodularitit

In diesem Kapitel untersuchen wir Eigenschaften der Ne-
benbedingungsmatrix A, so dass fiir jede rechte Seite b das
Polyeder {x : Az < b, x > 0} ganzzahlig ist. Zur Motivati-
on der Definition von (totaler) Unimodularitit betrachten
wir das Polyeder {x > 0 : Az = b}, wobei A vollen Zeilen-
rang habe sowie A und b ganzzahlig seien. Zu jeder Ecke
x gibt es eine Basis B, so dass zp = Ag,lb und zy = 0
gilt, vgl. Kapitel ??. Fiir eine Matrix A mit det Ag = +1
stellt die Cramersche Regel sicher, dass Ag,l ganzzahlig
ist. Deshalb kann die Ganzzahligkeit von xp und damit
der Ecke z, garantiert werden, indem wir fordern, dass
det Ap gleich £1 ist.

Definition 9.5.

(a) Sei A eine m x n Matriz mit vollem Zeilenrang. A
heifst unimodular, falls alle Eintrige von A ganzzahlig
sind und jede invertierbare m x m-Untermatriz von A
Determinante +1 hat.

(b) Eine Matriz A heifit total unimodular, falls jede qua-
dratische Untermatriz Determinante £1 oder 0 hat.

Beachte, dass alle Eintréige (die quadratischen Unter-
matrizen der Gréfie 1) einer total unimodularen Matrix
entweder 0 oder +1 sind. Die folgenden Beobachtungen
sind leicht einzusehen:

Beobachtung 9.6. Die folgenden Aussagen sind dquiva-
lent.

(a) Die Matriz A ist total unimodular.
(b) Die Matrixz [A I] ist unimodular.
A
. | A .
(c¢) Die Matrixz 7|t total unimodular.
-I
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(d) Die Matriz AT ist total unimodular.

Beweis. Ubung,.

Beispiel 9.7. Sei A die Knoten-Kanten-Inzidenzmatrix ei-
nes gerichteten Graphen G = (V, E). Diese ist definiert
als

1 falls j € 67(3)
A= (aij)iev7jeE mit Qjj 1= -1 faHS] S 57(1)
0 sonst

Dann ist A total unimodular.
Beweis. Ubung,.

Die folgenden drei Sétze prézisieren, dass ein lineares Pro-
gramm mit einer unimodularen bzw. total unimodula-
ren Nebenbedingungsmatrix immer eine ganzzahlige Op-
timallosung besitzt, sofern das Optimum endlich ist.

Theorem 9.8. Sei A eine ganzzahlige m x n Matriz mit
vollem Zeilenrang. Dann ist das Polyeder {x € R™ : Ax =
b, x > 0} genau dann ganzzahlig fir alle ganzzahligen Vek-
toren b € Z™, wenn A unimodular ist.

Beweis. Angenommen, A sei unimodular und b € Z™
ein beliebiger ganzzahliger Vektor. Sei T eine Ecke von
{zr € R" : Az = b, z > 0}. Wir haben zu zeigen, dass
Z ganzzahlig ist. Da A vollen Zeilenrang hat, gibt es eine
Basis B C {1,...,n},|B| = m, so dass Zp = Az'b und
Iy = 0 ist, wobei N = {1,...,n} \ B gilt. Da A uni-
modular ist, folgern wir aus der Cramerschen Regel die
Integralitat von A;l und somit auch von z.

Umgekehrt sei {x € R : Az = b, x > 0} ganzzahlig
fiir alle ganzzahligen Vektoren b, ebenso sei B C {1,...,n}
mit Ap reguldr. Wir haben zu zeigen, dass det Ag = +1
gilt. Sei T die zu B gehorige Ecke, d. h. es gilt Tp = Aglb
und Ty = 0 mit N = {1,...,n} \ B. Nach unserer Vor-
aussetzung ist Tp = Aglb ganzzahlig fiir alle ganzzahli-
gen Vektoren b, also insbesondere fiir die Einheitsvekto-
ren, also ist Ag,l ganzzahlig. Also sind sowohl det Ap und
det Ag,l ganze Zahlen, woraus det Ag = +1 folgt. O

Korollar 9.9. (Satz von Hoffmann und Kruskal [2])

Sei A eine ganzzahlige Matriz. Dann ist A genau dann
total unimodular, wenn {x : Az <b, x > 0} fir alle ganz-
zahligen Vektoren b ganzzahlig ist.
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Beweis. Aus Beobachtung 7?7 wissen wir, dass A genau
dann total unimodular ist, wenn [A I] unimodular ist.
Weiterhin gilt fiir einen ganzzahligen Vektor b, dass {x :
Az < b,z > 0} genau dann ganzzahlig ist, wenn {z :
[AI]z = b, z > 0} ganzzahlig ist (siche Ubung). Die An-
wendung von Satz ?? auf die Matrix [A I] zeigt nun die
Behauptung. 0O

Beobachtung ?? in Verbindung mit Korollar 77 liefert wei-
tere Charakterisierungen von totaler Unimodularitét.

Korollar 9.10. Ist A eine ganzzahlige Matriz, so sind die
folgenden Aussagen sind dquivalent.

(a) Die Matriz A ist total unimodular.
(b) fiir alle ganzzahligen Vektoren a,b,l,u gilt

{z:a<Azx <bl<zx<u}CZ.
(¢) fiir alle ganzzahligen Vektoren b und u gilt
{z:Az=0b,0<z<u}CZ.

Zwei Anwendungsbeispiele aus der
Kombinatorischen Optimierung

Eine interessante Anwendung von total unimodularen Ma-
trizen ist das Max-Flow-Min-Cut Theorem von [?]. Aus
Korollar ?? wissen wir, dass eine Matrix A genau dann
total unimodular ist, wenn fiir alle ganzzahligen Vektoren
¢, b,u das Optimum des linearen Programms

max{ch:Ax:b,()g:z:gu}

von einem ganzzahligen Punkt angenommen wird. Da A
genau dann total unimodular ist, wenn A7 total unimo-
dular ist, gilt dariiber hinaus dieselbe Bedingung fiir das
duale lineare Programm, d. h.

min{b"z+u"y: ATz4+y>c,y>0}
hat eine ganzzahlige Optimallosung.

Korollar 9.11. Eine ganzzahlige Matriz A ist genau dann
total unimodular, wenn fir alle ganzzahligen Vektoren
u, b, ¢ beide Seiten der Dualititsgleichung

max{cTzzr: Ax:b,()gxgu}
:min{sz—i—uTy:ATz—i—yzc,yZO}

ganzzahlige Losungen x,y und z haben.
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Aus Korollar 7?7 leiten wir das Max-Flow-Min-Cut Theo-
rem ab.

Theorem 9.12. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit
ganzzahligen Bogenkapazititen u. Seien s # t zwei Knoten
in G. Dann ist der Wert eines mazimalen Flusses von s
nach t gleich dem Wert eines minimalen Schnittes, der s
und t trennt.

Beweis. Sei A die Knoten-Kanten Inzidenzmatrix des ge-
richteten Graphen G = (V, EU{(¢, s)}). Offensichtlich ist
ein maximaler (s,t)-Fluss die Losung des linearen Pro-
gramms max{xys : Az = 0,0 < 2z < u}, wobel us := 00
gilt. Aus Korollar ?7? folgt, dass es ganzzahlige optimale
Losungen Z,y und Zz fiir die Optimierungsprobleme

max{z;: Az =0,0<z<u}
:min{uTy:ATz—FyZets,yZO}

gibt. In Worten ausgedriickt: Der Wert Z;s eines maxi-
malen (s, t)-Flusses ist gleich dem Wert u”'g, wobei 7 die
folgenden Bedingungen erfiillt:

Zu — Zp + Yuo > 0, falls uv # ts
Z15_554'2]15521-

Aus dem Satz vom schwachen komplementéren Schlupf,
vgl. 3.13, und uys = oo folgern wir, das g = 0 und damit
Zy > 1+ Z gilt. Sei W :={w € V : 2, > z}. Dann gilt
Jow > 1 fiir alle vw € §— (W) aufgrund von z, > z; > z,.
Daraus folgern wir

uTg > Z Uy -

vwed— (W)

Anders ausgedriickt, der maximale (s,t)-Fluss ist grofer
oder gleich dem Wert des (s, t)-Schnittes 6~ (). Da der
maximale Fluss nicht grofier als der Wert eines (s,t)-
Schnittes sein kann, folgt die Behauptung. 0O

Ein weiterer Anwendungsbereich total unimodularer Ma-
trizen sind ungerichtete Graphen. Sei G ein ungerichteter
Graph und A die Kanten-Knoten Inzidenzmatrix von G.
Im Folgenden untersuchen wir Bedingungen, unter denen
das Polyeder P = {z : Az < b, x > 0} ganzzahlig ist.
Dies ist ein interessantes Problem, denn fiir den Fall b = 1
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entsprechen die ganzzahligen Losungen in P stabilen Men-
gen in G (d. h. einer Teilmenge S der Knoten, so dass jedes
Paar von Knoten aus S nicht benachbart ist, in Formeln
E(S) = () bzw. zuléissigen Losungen des Set Packing Pro-
blems aus Beispiel 7?7. Das folgende Beispiel zeigt, dass A
nicht total unimodular ist, falls G einen ungeraden Kreis
enthélt, also nicht bipartit ist.

Beispiel 9.13. Sei G ein Graph und C' ein ungerader Kreis
in G. Betrachte das lineare Programm

max{cTa::OSxSl,xi—ijgl, (i,j)EE}

mit ¢ = xV(©). Es gilt:
(a) 27 = 3 fiir i € V(C), 27 = 0 fiir i ¢ V(C), 16st das

3
lineare Programm.
(b) z* ist keine Konvexkombination von Inzidenzvektoren

von stabilen Mengen.
Beweis. Ubung.

Theorem 9.14. A ist genau dann total unimodular, wenn
G bipartit ist.

Beweis. Um die Notwendigkeit der Bedingung zu erken-
nen, beachte man, dass G = (V, E) genau dann bipartit
ist, wenn E keinen Kreis ungerader Linge enthélt. An-
genommen, G ist nicht bipartit, dann enthédlt G einen
Kreis C C E ungerader Linge. Sei ¢ = xV(¢). Dann
wird max{c’z : Az < 1,z > 0} von einem Vektor z*
mit z; = 1 angenommen, falls Knoten i € V(C) und
xf = 0 ist, fiir den anderen Fall siche Beispiel 7?7 (a).
Uberdies kann z* nicht eine Konvexkombination von In-
zidenzvektoren stabiler Mengen in G sein, betrachte da-
zu Beispiel 7?7 (b). Also gibt es eine Ecke des Polyeders
{zr e R": Az < 1, z > 0}, die nicht als Konvexkombina-
tion von Inzidenzvektoren stabiler Mengen darstellbar ist
und folglich nicht ganzzahlig ist. Aus der Betrachtung von
Korollar 77 folgt, dass A nicht total unimodular ist.

Ist umgekehrt G bipartit, so bezeichnen wir mit V; und
V4 die beiden Partitionen der Knotenmengen. Sei b € Z™
und ¢ € R™ eine Zielfunktion. Wir werden im Verlauf des
Beweises zeigen, dass das lineare Programm max{c’z :
Az < b,z > 0} eine ganzzahlige Losung hat. Betrachte
die folgende Heuristik:

Berechne eine optimale Losung x* des linearen Pro-
blems ¢* = max{c’z : Az < b,x > 0}. Sei U eine
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gleich verteilte Zufallszahl auf dem Intervall [0,1]. Fiir
i=1,...,n definiere

[f] fallsie€Vyund af — |zf| > U,

K3

zi= < [xf] fallsie€Vaund af — |zf| >1-T,

K2

|zF| sonst.

Dann ist z ist ein ganzzahliger Punkt mit z > 0. Betrachte
die i-te Zeile von A, die sich zu e + ¢! mit (k,1) € E und
ke Vi, l eV, ergibt.

Gilt |z}] + 27| = b;, dann bestimmt die Heuristik
den Wert |z} ] zu z;, und den Wert |z} ] zu 2. Wir folgern
2k + 21 = b;.

Gilt |z ] + [zf ] < b; —2, dann folgt [z} ]+ [z]] < b;.
In diesem Fall folgern wir zx + z; < b;.

Andernfalls ist |z} |+ |2} | = b;—1. Dann ist z} — |z} |+
xf—lxf| < 1.Istzf—|xf] > U, dann gilt xf— |z | < 1-U
und umgekehrt. Also werden nicht beide Werte «; und zj
aufgerundet, woraus zj + z; < b; folgt.

Dies zeigt Az < b. Da U eine gleichverteilte Zufallsva-
riable im Intervall [0, 1] ist, gilt dies fiir 1 — U ebenso. Fiir
k € Vi erhalten wir

Prob(z;, = [z ]) = Prob(U < zj — |z}])
=y — |2z,
und fiir [ € V5 ergibt sich
Prob(z; = [z]]) = Prob(1 = U < ] — |z} ])

=1—Prob(1-U >z — |z]])
=1—Prob(U <1— (zf — |z7]))
=1-(— (a7 = [27])
=aj — 7]

Insgesamt haben wir gezeigt:

Prob(z, = [z}]) = o), — |2} fir alle k € V.

Bezeichnen wir mit ¢'¥' den Zielfunktionswert einer ma-
ximalen stabilen Menge in G bzgl. ¢ mit ¢ = ¢Tz den
Zielfunktsionswert der heuristischen Lésung und mit E(+)
den Erwartungswertoperator, so erhalten wir
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> > B = ZCZ'L!E?J + Zci Prob(z; = [z} ])

=% =%

=Yl + Y elai - La7)
=% =%

=c".

Es folgt ¢* = ¢!F. Also hat das Polyeder {z € R" : Az <
b, x > 0} nur ganzzahlige Werte. Korollar ?? impliziert,
dass A total unimodular ist. O

Korollar 9.15. Betrachte das Zuordnungsproblem aus Bei-
spiel (firme Skript 1.4). Die LP-Relaxierung des bindren

Programms (die man bekommt, indem man x;; € {0,1}

durch x;j € [0,1] ersetzt) hat immer eine ganzzahlige Op-

timallosung.

9.3 Ein ganzahliges Farkas Lemma

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass jede rationale Ma-
trix in eine bestimmte Form, die sogenannte Hermitesche
Normalform, gebracht werden kann. Diese Form wird uns
helfen, ein ganzzahliges Analogon zum Farkas-Lemma zu
beweisen. Dieses Lemma werden wir noch haufiger benoti-
gen, um die Ganzzahligkeit bestimmter Polyeder zu zei-
gen.

Definition 9.16.

(a) Die folgenden Operationen an einer Matriz heiffen uni-
modulare (elementare) Spalten- (Zeilen-) Operationen:
1. Vertauschen zweier Spalten (Zeilen).
2. Multiplikation einer Spalte (Zeile) mit —1.
8. Addition eines ganzzahligen Vielfachen einer Spalte

(Zeile) zu einer anderen Spalte (Zeile).

(b) Eine Matriz A mit vollem Zeilenrang ist in Hermite-
scher Normalform, wenn sie die Form [B 0] hat, wobei
B eine reguldre, nicht-negative, untere Dreiecksmatriz
ist und jede Zeile genau einen mazimalen Eintrag auf
der Hauptdiagonalen hat.

Theorem 9.17. Jede rationale Matriz mit vollem Zeilen-
rang kann mit elementaren Spaltenoperationen in Hermi-
tesche Normalform gebracht werden.
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Beweis. Sei A eine rationale Matrix mit vollem Zeilen-
rang. Wir konnen annehmen, A sei ganzzahlig (andernfalls
skaliere die Matrix mit einem geeigneten Faktor, der am
Ende der durchzufithrenden Operationen wieder dividiert
wird). Wir zeigen zunéchst, dass A in die Matrix [B 0]
transformiert werden kann, wobei B eine untere Dreiecks-
matrix und B;; > 0 fiir alle ¢ ist. Angenommen, wir haben
A bereits in die Form

B0

&)

gebracht, wobei B eine untere Dreiecksmatrix mit positi-
ver Diagonale ist. Mittels elementarer Spaltenoperationen
bringen wir die erste Zeile von D € R* in eine Form, so
dass D11 > D12 > ... > Dy > 0 gilt und Zle D1; mini-
mal ist. Da A vollen Zeilenrang hat, folgt D17 > 0. Wir be-
haupten, dass Dy; = 0 fiir ¢ = 2,..., k gilt. Falls D15 > 0
ist, subtrahieren wir die zweite Spalte von der ersten und
nach eventueller Umordnung der ersten und zweiten Spal-
te erhalten wir wieder die Elemente der ersten Zeile in
nicht steigender Reihenfolge, wobei deren Summe streng
streng monoton abnimmt, was ein Widerspruch zur An-
nahme ist, dass Zle D1; minimal ist. Nachdem wir die-
se Schritte n mal durchgefithrt haben, haben wir A nach
[B 0] transformiert, wobei B eine untere Dreiecksmatrix
mit positiver Hauptdiagonale ist.

Um Hermitesche Normalform zu erreichen, miissen wir
0 < By; < By; fiir jedes ¢+ > j garantieren konnen. Dies
kann erreicht werden, indem wir ein entsprechendes ganz-
zahliges Vielfaches von Spalte ¢ zu Spalte j fiir jedes
i > j addieren. Diese Operationen miissen in der Reihen-
folge (2,1),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2),... durchgefiihrt wer-
den. O

Anmerkung 9.18.

(a) Die Operationen, die im Beweis von Satz ?? ausgefiihrt
wurden, konnen durch eine unimodulare Matrix aus-
gedriickt werden, d. h. es gibt eine unimodulare Matrix
U, so dass

[B 0] = AU

und [B 0] ist in Hermitescher Normalform.

(b) Fiir jede rationale Matrix mit vollem Zeilenrang gibt
es eine eindeutige Hermitesche Normalform und damit
eine eindeutige unimodulare Matrix U, siehe [?].
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Theorem 9.19 (Ganzzahliges Analogon des Farkas-
Lemma). Sei A € Q™™ eine rationale Matriz und
b e Q™ ein rationaler Vektor. Dann hat genau eines der
beiden folgenden Systeme eine Lisung.

yTAez™m

Ax =1b Tyaz
v ybé i
yeQ

Beweis. Beide Gleichungssysteme konnen nicht gleichzei-
tig eine Losung haben, da aus der Integralitit von x und
yT A auch diejenige von y7'b = yT Az folgt.

Angenommen, yT A € Z",yTb ¢ Z, y € Q™ habe keine
Losung, d.h. fiir alle y € Q™, fiir die y” A ganzzahlig ist,
ist yTb auch ganzzahlig. Wir miissen zeigen, dass Az =
b, x € Z™ eine Losung hat.

Zunéchst hat Az = b eine (moglicherweise gebroche-
ne) Losung, da es anderweitig rationale Vektoren y mit
yT'A =0 und y7'b # 0 géibe (vgl. das Eliminationsverfah-
ren nach Gauss). Nach entsprechender Reskalierung gibt
es ein y mit y"A = 0 und yTb = %, Widerspruch!. Wir
konnen also annehmen, dass A vollen Zeilenrang hat. Der
Satz ist invariant bzgl. elementarer Spaltenoperationen.
Also kénnen wir nach Satz 7?7 annehmen, dass A in Her-
mitescher Normalform A = [B, 0] ist. Da B~1[B 0] = [I 0]
eine ganzzahlige Matrix ist, folgt aus unserer Annahme,
dass B~!b ebenso ganzzahlig ist (wihle y = Bl-__1 fir
i=1,...,m). Wegen 1

B 0] <Bolb) —b

ist der Vektor z := (B ;lb) eine ganzzahlige Losung von
Ax=»b. O

Beispiel 9.20. Sei a € Z", o € Z und Pr := conv({z €
Z" : ax < a}). Weiterhin sei k¥ = ged(as, ..., a,) der
grofite gemeinsame Teiler der Komponenten von a. Dann
folgt aus Satz 77?7, dass

PIZ{xER":Z%xigL%J}.
i=1

Beweis. Ubung.
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9.4 Totale Duale Integralitit

In Abschnitt ?? haben wir gesehen, dass totale Unimodu-
laritét einer ganzzahligen Matrix A sicherstellt, dass fiir je-
de ganzzahlige rechte Seite b das Polyeder P; = conv{z €
Z" . Az < b} durch die Originalungleichungen Az < b
vollstandig beschrieben wird. Legen wir uns dagegen auf
eine bestimmte rechte Seite b fest, dann ist TDI (total dual
integrality) das richtige Konzept um Ganzzahligkeit eines
Polyeders zu garantieren.

Definition 9.21. Sei A € Q™*™, b € Q™. Das Sys-
tem von Ungleichungen Ax < b heifit total dual integral
(TDI), falls es fiir jeden ganzzahligen Vektor ¢ € Z™, fir
den z := min{bTy : ATy = ¢, y > 0} endlich ist, einen
ganzzahligen Vektor y* € Z™ mit ATy* = ¢, y* > 0 gibt,
so dass bTy* = z gilt.

Die TDI-Eigenschaft eines Systems Ax < b hat eine geo-
metrische Bedeutung: Sei c ein ganzzahliger Vektor, der in
dem von den Zeilen von A aufgespannten Kegel liegt, also
ein y > 0 mit ATy = c existiert. Unter allen Moglichkeiten
¢ als konische Kombination der Zeilen von A zu schreiben
sei S die Menge der kiirzesten (bzgl. b) konischen Kombi-
nation, d. h.

S = {y >0: ATy = ¢, so dass by minimal ist } .

Dann ist Az < b TDI, falls es einen ganzzahligen Vektor in
S gibt. Dies bedeutet mit anderen Worten, dass unter allen
kiirzesten Moglichkeiten, ¢ als konische Kombination der
Zeilen von A zu schreiben, eine dabei ist, die ganzzahlig
ist. Wir werden sehen, dass dies in engem Zusammenhang
mit Hilbert-Basen steht, die in der ganzzahligen Program-
mierung eine wichtige Rolle spielen.

Aus der Definition der TDI-Eigenschaft folgt direkt,
dass Ax < b TDI ist, falls die Matrix A total unimodular
ist.

Beachte auch, dass TDI eine Eigenschaft eines Unglei-
chungssystems ist und nicht eine Eigenschaft des Poly-
eders P = {z € R" : Az < b}. Wir werden sehen, dass es
viele Moglichkeiten geben kann P zu beschreiben, aber es
gibt nur eine, die auch die TDI-Eigenschaft besitzt. Dazu
kann es notwendig sein, viele redundante Ungleichungen
zur Ausgangsformulierung hinzufiigen zu miissen.

Der folgende Satz gibt uns den Zusammenhang zwi-
schen der Eigenschaft eines Ungleichungssystems Az < b,
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TDI zu sein, und der Ganzzahligkeit des zugehorigen Po-
lyeders P = {z € R" : Az < b}.

Theorem 9.22. Ist Az < b TDI und b ganzzahlig, dann
ist {x € R™ : Ax < b} ganzzahlig.

Beweis. Sei P ={x € R": Az < b} und ) # F # P eine
minimale Seitenfliiche von P. Wir setzen k := |eq(F')|. Da
F minimal ist, folgt ' = {x € P : Acq(p)® = beqr)} =
{z € R" : Acq(r)® = beq(r)}. Wir miissen zeigen, dass F'
ganzzahlige Punkte enthélt.

Enthélt F' keine ganzzahligen Punkte, so existiert ein
y € QF mit ¢ := yTAeq(F) € Z" und v := yTbeq(F) ¢ 7,
siehe Satz ??7. Wir kénnen annehmen, dass y nicht-negativ
ist (andernfalls wihle s € Zi, grof} genug, so dass y + s >
0, (y+s)"A € Z" und (y+s)"beq(r) & Z. Wir behaupten,
dass max{c’x : Az < b} existiert und von jedem % € F
angenommen wird. Die Behauptung ist korrekt, da fiir alle
x € Pund z € F gilt

e = yTACq(F)x < yTbcq(F) = yTACq(F)fc =cT3.
Aufrund des Dualitétssatzes der Linearen Optimierung (
vgl. ) und der Tatsache, dass Az < b TDI ist, folgern
wir, dass der Wert min{b%y : ATy = ¢, y > 0} existiert
und fiir einen ganzzahligen Vektor angenommen wird. Da
b ganzzahlig ist, ist der Wert min{bTy : ATy = 2, y > 0}
eine ganze Zahl. Diese Zahl muss mit dem Wert max{c’z :
Az < b} = v € 7Z iibereinstimmen, ein Widerspruch. Also
enthélt F' ganzzahlige Punkte. 0O

Wir haben bereits die geometrische Interpretation von
TDI betrachtet und den Zusammenhang zu Hilbert-Basen
angedeutet. Dies werden wir nun prézisieren.

Definition 9.23. Sei C' C R"” ein rationaler polyedrischer
Kegel. Eine endliche Teilmenge H = {h',...,ht} C C
heifst  Hilbert-Basis von C, falls sich jeder ganzzahlige
Punkt z € CNZ" als nicht-negative ganzzahlige Linear-
kombination von Elementen aus H darstellen ldsst, d. h.

t
z= Z ;b
=1

mit A\,..., \+ € Ng. Eine Hilbert-Basis heift ganzzahlig,
falls H C Z™ ist.
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Beispiel 9.24. Betrachte C = cone({(é), ()}). Dann ist
H= {(:1,,), (;), (}), (f)} eine Hilbert-Basis von C, vgl. Ab-

bildung ?7.

Anmerkung 9.25.

(a) Fiir jeden rationalen polyedrischen Kegel existiert eine
ganzzahlige Hilbert-Basis.

(b) Falls C spitz ist, ist die ganzzahlige Hilbert-Basis ein-
deutig bestimmt.

Beweis. Zum Beweis siehe z. B. Schrijver [?], Kapitel 16.4.

Theorem 9.26. Sei A € Q™*"™ und b € Q™. Das Unglei-
chungssystem
Ax <b

hat genau dann die TDI-FEigenschaft, wenn fiir jede Sei-
tenfliche F von P = {x € R" : Az < b} die Zeilen von
Acq(r). eine Hilbert-Basis des Kegels C(Acq(r).) bilden.

Um den Beweis von Satz 77 nachzuvollziehen, ist folgende
geometrische Interpretation hilfreich: Sei ¢ ein ganzzahli-
ger Vektor, der in dem von den Zeilen von A aufgespann-
ten Kegel liegt, so dass der Wert min{bTy : ATy =¢, y >
0} existiert. Dann wissen wir, dass ¢ das Optimum an ei-
ner Seitenfliche von P annimmt. Aus der Theorie der Li-
nearen Programmierung den Satz vom komplementéren
Schlupf, Satz 3.13, DO I wissen wir, dass ¢ in dem von
den Zeilen von Acqr). aufgespannten Kegel liegt, wenn
F eine Seitenfléiche ist, an der ¢ das Optimum annimmt.
Damit existiert der Wert min{b”y : ATy = ¢, y > 0}. Die
Bedingung, dass die von F' induzierten Zeilen eine Hilbert-
Basis bilden, ist dquivalent dazu, dass c als nicht-negative
ganzzahlige Kombination von F' induzierter Zeilen dar-
gestellt werden kann. In Formeln bedeutet dies, es gibt
einen ganzzahligen Vektor y* € Z™, ATy* = ¢, y* > 0 mit
bTy* = min{bTy : ATy = ¢,y > 0}. Dies ist die Definition
der TDI-Eigenschaft eines Ungleichungssystems Az < b.

Beweis. Sei Az < b TDI. Weiter sei F' # () eine Seiten-
fliche von P und ¢ € C'(Acq(ry) NZ™. Wir miissen zeigen,
dass c als eine nichtnegative ganzzahlige Kombination der
Zeilenvektoren von Agqr) dargestellt werden kann. Wir
wissen, dass c eine nichtnegative Linearkombination der
Zeilenvektoren von Aeq(r) ist, d.h. es gibt ein § > 0 mit
§; = 0 fiir alle i € eq(F) und ¢ = §7 A.
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Wir behaupten nun, dass max{c’z : Az < b} existiert
und fiir jedes £ € F' angenommen wird. Dies folgt, da fiir
alle z € P und & € F die Aussage

doe=gTAz <gTv=q9"Ai =%

gilt. Aus dem Dualitétssatz der Linearen Optimierung,
3.7, DO I, schlieflen wir, dass der Wert min{b7y : ATy =
¢, y > 0} existiert. Verwenden wir, dass Az < b TDI ist,
so erhalten wir

min{b’y : ATy =c, y >0} = max{c’z: Az < b},

und dass es einen ganzzahligen Vektor y* gibt, so dass
b'y* = min{bTy : ATy = ¢, y > 0} gilt. Da jedes & € F
eine optimale Losung des Programms max{c’x : Az < b}
ist, gibt es &, so dass AZT:i: = b; fiir alle i € eq(F) und
A;fgﬁ < b; fiir alle i € eq(F) gilt. Aus dem Satz vom
schwachem komplementéren Schlupf (vgl. Satz 3.13) folgt
yr = 0 fiir alle ¢ ¢ eq(F). Damit ist der erste Teil des
Beweises vollendet, da y* ganzzahlig, y; = 0 fiir alle i ¢
eq(F), yF > 0 fiir alle ¢ € eq(F) und ¢ eine nichtnegative
ganzzahlige Kombination der Vektoren von A.q(r) ist.
Fiir die Umkehrung sei ¢ € Z", so dass

v:zmin{bTy:ATyzc,yZO}

existiert. Aus dem Dualitédtssatz der Linearen Optimie-
rung ( vgl. Satz 3.13, DO I) wissen wir, dass der Wert
v = max{c’xz : Axr < b} existiert. Sei F = {z €
R" : Az < b,cTz = 7} eine Seitenfliche von P, in der
die Funktion ihren Optimalwert annimmt. Wir bemerken,
dass ¢ € C(Aeq(r)) aufgrund des Satzes vom schwachem
komplementéren Schlupf , vgl. Satz 3.13, DO I, gilt und
es gibt einen Vektor y* > 0 mit y} = 0 fiir alle ¢ & eq(F)
und es ist ¢ = Ziecq(F) Aiy;. Da die Menge Aqq(r) eine
Hilbert-Basis von C (ACTq( F)) ist, gibt es einen nichtnega-
tiven ganzzahligen Vektor g, so dass ¢ = Ziecq(F) A 7.
Setzen wir y; := 0 fiir alle ¢ € eq(F) und y; = g, fir
alle i € eq(F), so haben wir den ganzzahligen Vektor y
gefunden, so dass ATy = c und y > 0 ist. Weiter gilt fiir
xeF

bTy = Z yib; = Z ylAlTaj =Tz = v.
i€eq(F) i€eq(F)

Also ist Az < b total dual integral. 0O
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Als Anwendung von Satz 7?7 zeigen wir, dass TDI eines
Ungleichungssystems erhalten bleibt, wenn wir uns auf
Teilsysteme, die Seitenflichen des mit dem Originalsys-
tem assoziierten Polyeders induzieren, beschranken.

Korollar 9.27. Sei A € Q™" b € Q™,c € Q™,d € Q.
Ist das Ungleichungssystem Ax < b, c'x < d TDI, so ist
auch das System Az <b, ¢’z <d, —cTx < —d TDL

Beweis. Sei F eine Seitenfliche des Polyeders {x € R™ :
Ar < b, Tz < d, —c"z < —d}. Dann ist F ebenso eine
Seitenfliiche des Polyeders {x € R" : Az < b, cTx < d}.
Da Az < b,c"x < d TDI ist, folgern wir mit Satz ??, dass
AeTq(F), c eine Hilbert-Basis des Kegels C(AeTq(F), c) ist. Sei
z € C(AT )»¢; —¢) NZ". Dann ist z von der Form

eq(F
z = Z AiA;. + pe — oc
i€eq(F)

mit \; > 0, ¢ € eq(F), u >0, 0 > 0. Dies ist dquivalent zu
z+oce C(AL (), €)- Sei ' €N, 0’ > o so gewshlt, dass

eq
o'c € Z ist. Es folgt z + o'c € C(ACTq(F),c). Da Azq(F),c
eine Hilbert-Basis von C’(AeTq(F)7 ¢) ist, kénnen wir z+o’'c

auch schreiben als

z+0o'c= Z N A + e,
i€eq(F)

wobei A, > 0 ganzzahlig ist fiir alle i € eq(F') und ganz-
zahliges p/ > 0. Es folgt, dass

z= Z NA; +p'c—d'e,
i€eq(F)

d.h. z kann als nichtnegative ganzzahlige Kombination

der Erzeugenden des Kegels C' (AeTq( F) G —c) ausgedriickt

werden. Daraus folgt, dass AeTq( F) G —C eine Hilbert-Basis

von C(ACTq(F),c, —c) ist. Aus Satz 7?7 folgt nun die Be-
hauptung. 0O

Das folgende Theorem gibt eine weitere Charakterisierung
von TDI iiber Hilbert-Basen. Diese ist hilfreich, wenn man
algorithmisch iiberpriifen mochte, ob ein Ungleichungssys-
tem TDI ist.

Theorem 9.28. Sei A € Q™™™ und b € Q™ rational,
so dass P = {x € R™ : Az < b} # 0 gilt. Das System
Ax < b ist genau dann TDI, wenn die beiden folgenden
Bedingungen erfiillt sind.
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(1) Die Zeilen von A bilden eine Hilbert-Basis des Kegels,
der von den Zeilen von A aufgespannt wird.

(2) Fiir jede Teilmenge S C {1,...,m} hat das lineare
Programm

min{bTy:ATy=ZAi.,y20}

€S
eine ganzzahlige Optimallosung.

Beweis. Bedingung (1) ist notwendig: Ist Az < b TDI,
dann bilden die Zeilen von A eine Hilbert-Basis. Wére
dies nicht der Fall, giibe es ein z € C(Ay.,..., Ap.) N2,
das nicht als nichtnegative ganzzahlige Kombination von
A1, ..., A, geschrieben werden kann. Da P # (), existier-
te dann aber der Wert min{b”y : ATy = z, y > 0} und
die optimale Losung wiirde nicht durch einen ganzzahli-
gen Vektor angenommen, ein Widerspruch zur Definition
eines TDI-Systems.

Die Notwendigkeit der Bedingung (2) folgt direkt aus
der Definition eines TDI-Systems. Man beachte, dass sich,
falls ¢ := ) ;. g Ai. nicht ganzzahlig ist, ein geeignetes Ska-
lar ) finden lisst, so dass ATy = ¢ genau dann eine ganz-
zahlige Losung hat, wenn MATy = Ac eine ganzzahlige
Losung hat.

Es bleibt zu zeigen, dass (1) und (2) zusammen hinrei-
chend sind, um die TDI-Eigenschaft zu garantieren. Wir
nehmen an, dass die Zeilen von A eine Hilbert-Basis bil-
den und dass fiir jede Menge S C {1,...,m} das lineare
Optimierungsproblem

min{bTy:ATy—ZAi.,yZO}

€S

eine ganzzahlige optimale Losung hat. Wir miissen zei-
gen, dass fiir jedes ganzzahlige ¢ € Z", fiir das der Wert
v = min{bTy : ATy = ¢, y > 0} existiert, dieser von ei-
ner ganzzahligen Losung angenommen wird. Da die Zeilen
von A eine Hilbert-Basis bilden, wissen wir, dass es einen
ganzzahligen Vektor y gibt, so dass ATy = ¢, y > 0 ist. Sei
y* eine ganzzahlige Losung von ATy* = ¢, y* > 0, wobei
bTy* so klein als moglich ist. Definiere S als den Support
vony*, d.h. S={ie{l,...,m}:yS >0}

Wir zeigen als Zwischenschritt, dass >
male Wert des Hilfsproblems

icg bi der opti-
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min{bTy:ATy—ZAi.,yzO} (%)

€S

ist. Nach unserer Annahme gibt es eine ganzzahlige opti-
male Losung u* von (k). Ist

(W)Tb <> bi=(>_e)"D,

i€es i€s
dann ist v definiert durch

S uy fir allei € .S
" lur—1 fiir alle i € S ganzzahlig

und erfiillt v > —1. Damit ist y* 4+ v gréBer oder gleich 0
und ganzzahlig, ebenso

AT(y*—I—’U) :AT(y*)—FAT’U,* _ATZei —c
i€S

und b7 (y* +v) < b7 (y*), was ein Widerspruch zur Wahl
von y* ist.

Wir folgern, dass ), ¢ b; das Optimum des Hilfspro-
blems (x) ist und dass ) ;g €' eine optimale Losung dieses
Problems ist, die den Zielfunktionswert ) ;¢ b; annimmt.
Aus dem Satz vom komplementéiren Schlupf folgt die Fxis-
tenz eines Vektors x* € P, so dass Alz* = b; fiir alle
i€ 8, AZ,T* < b; fur alle ¢ € S ist und dass =* die Ziel-
funktion ), ¢ A;. maximiert. Damit haben wir ein Paar
x*,y* von primal, dual zuléssigen Losungen mit

ot = ()T Awr =) yrAlat = yibi = by
€S €S

Es folgt, dass der ganzzahlige Vektor y* das Problem
min{bTy : ATy =c,y >0} lost. O

Der folgende Satz zeigt, dass es zu jedem rationalen Poly-
eder P ein Ungleichungssystem mit der TDI-Eigenschaft
gibt. Man erhélt es, indem man zu jeder minimalen Seiten-
fliche F' von P eine Hilbert-Basis des Kegels berechnet,
der durch die F' induzierenden Ungleichungen aufgespannt
wird.

Theorem 9.29. Jedes rationale Polyeder P kann durch
ein TDI-System der Form Ax < b, wobei A ganzzahlig ist,
beschrieben werden.
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Beweis. Sei P = P(D,d) mit D € Q™*"™, d € Q™ und

D2x < d nicht redundant. Desweiteren seien F1, ..., F; alle
(minimalen) Seitenflichen von P. Fiir ¢ € {1,...,t} sei
H; C Z" eine minimale ganzzahlige Hilbert-Basis des Ke-
gels O(DeTq Fi))'

Wir definieren A als eine Matrix, die als Zeilen gera-
de die Vektoren in Ule ‘H; besitzt. Betrachte den k-ten
Zeilenvektor Aj. von A. Dann ist AL ein Element einer
ganzzahligen Hilbert-Basis, wir nennen diese H;. Die Ma-
trix A ist offensichtlich ganzzahlig. Wir definieren deswei-
teren den Vektor b komponentenweise durch

b :=max{Apz:zx € P} =Apd firallez € F;. (9.1)

Dieses Maximum existiert und hat die angegebene Form,
da wegen Ay. € H; auch Ag. € C(DeTq(Fi)) gilt.

Wir zeigen nun, dass P durch das System Az < b
beschrieben wird, i. e.

P={zeR": Az <b}.

Die Richtung ”C* folgt daraus, dass fiir jedes y € P und
jeden Zeilenindex k der Matrix A gilt

A;;F_ygmax{Ag_x::veP}zbk.

Zur Richtung ”2“: Ist y € P, dann gibt es einen Zeilenin-
dexl e {1,...,m},sodass D;.y > d;ist. Seii € {1,...,t},
so dass ! € eq(F;). Der Index 7 ist wohldefiniert, da D nicht
redundant ist.

Sei § > 0 ein Skalar, so dass 6 D;. € Z™. Es gibt nicht-
negative ganzzahlige Vielfache d1, ..., fir die Elemente
in {a',...,a*} = H;, so dass

oDy = Z dua®.
w=1

Unter Beriicksichtigung von (??) erhalten wir fiir & € F;
Z bw(@)Ty=6Dry >
w=1

5d; = 6D.3 = Z Suwl(a®)’'a = Z Suwbuw
w=1 w=1

wobei b,, diejenige Komponente der rechten Seite b ist, die
zur Zeile a® von A gehort. Also gibt es ein @ € {1,..., s},
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so dass (a®)Ty > by. Das vollendet den Beweis, dass P =
{z e R": Az < b} ist.
Das System Az < b ist TDI, denn ist F; eine Seiten-

fliiche von P und {a!,...,a®} = H,, so ist (a*)Tz = b,
fir alle z € F; und w € {1,...,s}, siche (?7). Zusétz-
lich ist {a',...,a®} eine ganzzahlige Hilbert-Basis von

C(ACTq('Fi)) = C(ng(Fi)). Unter Anwendung von Satz 77
folgt die Behauptung. 0O

In der Tat gilt sogar, dass P genau dann ganzzahlig ist,
wenn b ganzzahlig gewédhlt werden kann. Die eine Rich-
tung erhilt man aus dem Beweis von Satz 77, denn P ist
genau dann ganzzahlig, wenn jede minimale Seitenfliche
einen ganzzahligen Punkt enthilt. Konstruieren wir unser
TDI-System wie im Beweis von Satz 77, so erfiilllt jeder
ganzzahlige Punkt z einer Seitenfliche einige der Unglei-
chungen von Az < b mit Gleichheit. Aufgrund von (?7?)
miissen die zugehorigen Komponenten von b ganzzahlig
sein. Umgekehrt impliziert Satz ?? im Falle der Ganzzah-
ligkeit von b die Ganzzahligkeit von P. Damit gilt

Korollar 9.30. Ein rationales Polyeder P ist genau dann
ganzzahlig, wenn es ein TDI-System der Form Ax < b
(mit A und b ganzzahlig) gibt, das P beschreibt.

Anwendungsbeispiele

Es gibt viele Beispiele fiir TDI-Systeme, von denen hier
exemplarisch zwei genannt seien.

Eine 0/1 Matrix A heifit balanciert, falls sie keine unge-
rade quadratische Untermatrix mit zwei Einsen pro Zeile
und Spalte enthiilt. [?] haben gezeigt, dass das System
Ax <1, x > 0 die TDI-Eigenschaft besitzt, falls A balan-
ciert ist.

Haufig werden TDI Systeme auch dazu verwendet, dis-
krete Min-Max Resultate zu beweisen, vgl. das Max-Flow-
Min-Cut Theorem ?7. Dazu betrachten wir folgendes Bei-
spiel:

Sei G = (V,E) ein gerichteter Graph. Sei |E| = m
und wéhle einen bestimmten Knoten r» € V. Eine r-
Arboreszenz ist eine Teilmenge E’ von E mit |E'| = |[V|—1
Bogen, so dass es fiir jeden Knoten v # r genau einen Bo-
gen in E’ gibt, dessen Endknoten v ist. In Formeln,

6" (v)NE'|||=1fiiralleve V\{r}.
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Ein r-Schnitt ist eine Teilmenge der Bogen der Form
0~ (U) mit 0 # U C V\{r}. Sei C' die Menge aller -
Schnitte von G und bezeichne A die +1/0 Matrix, deren
Zeilen die Inzidenzvektoren aller r-Schnitte in C' représen-
tieren. [?] haben gezeigt, dass das System

{zeR™: Az >1,2>0} (9.2)

TDI ist.

Mit diesem Resultat kann man einfach Fulkersons Satz
von der optimalen Arboreszenz [?] beweisen. Sei ¢ € Nj”
ein nicht-negativer ganzzahliger Vektor. Aufgrund von
(??) und der LP-Dualitét erhalten wir, dass

min{ch:sz1,xZO}:max{lTy:ATygc,yzO}

und beide Optima von ganzzahligen Punkten z* und y*
angenommen werden, sieche Satz 77. Das heif3t, die mini-
male (bzgl. ¢) r-Arboreszenz ist gleich der maximalen An-
zahl von r-Schnitten, wobei kein Bogen wv € E in mehr
als ¢y, T-Schnitten enthalten ist.
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Schranken

Betrachten wir ein allgemeines gemischt-ganzzahliges Pro-
gramm

min ¢’z (10.1)
Az <b (10.2)
x €Z"P XRP, (10.3)

wobei A € R™*"™ ¢ e R", b € R™ und p ={0,...,n}.

Im vorigen Kapitel haben wir untersucht, unter wel-
chen Bedingungen wir ganzzahlige Losungen bekommen,
ohne dass wir dies explizit fordern miissen und = € Z"P
durch x € R"7P ersetzen konnen. In diesem Kapitel be-
handeln wir Methoden, die versuchen, mit dem allgemei-
nen (NP-schweren) Fall umzugehen. Die Grundidee al-
ler Methoden ist, einen Teil, der das Problem schwie-
rig macht, los zu werden. Sie unterscheiden sich dar-
in, welche Schwierigkeit getrennt behandelt wird und in
der Art und Weise, wie dieser herausgeloste Teil in das
Problem zuriickgefithrt wird. In Kapitel ?? betrachten
wir LP-Relaxierungen. Hier vernachléssigen wir zunéchst
die Ganzzahligkeitsbedingungen und versuchen sie spéter
durch Hinzufligen von Schnittebenen zu erfiillen. In Ka-
pitel 7?7 werden Lagrange-Relaxierungen behandelt. Hier
16schen wir einen Teil der Nebenbedingungen und trans-
ferieren sie stattdessen durch Einfithrung eines Strafpara-
meters in die Zielfunktion. In Kapitel ?? diskutieren wir
Dekompositionsmethoden, u.a. Dantzig-Wolfe und Ben-
ders’” Dekomposition. Diese Methoden ldschen ebenfalls
einen Teil der Nebenbedingungsmatrix, reformulieren den
geloschten Teil und fiigen den reformulierten Teil wieder
in das Gesamtproblem ein.
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10.1 LP-Relaxierungen

Relaxieren wir die Ganzzahligkeitsbedingungen in (??) so
erhalten wir die sog. LP-Relazierung von (?7):

min ¢’z

Ax <b
reR"?

Zur Losung linearer Programme sind polynomiale und effi-
ziente Methoden bekannt, wie sie ausfiihrlich in Teil 1 die-
ses Buches diskutiert werden. Falls die optimale Losung x*
der LP-Relaxierung ganzzahlig ist, haben wir (??) gelost.
Andernfalls muss es eine Ungleichung geben (auch Schnit-
tebene genannt) die z* von Py, = conv({x € Z" P x RP |
Az < b}) trennt. Das Problem, eine solche Ungleichung zu
finden, nennt man das Separierungsproblem, sieche (TO-
DO Problem 6.2, DO I). Finden wir eine solche Unglei-
chung, so verbessern wir die LP-Relaxierung, indem wir
die Ungleichung dem LP hinzufiigen und fahren fort. Die-
ser Gesamtprozess wird auch als Schnittebenenverfahren
bezeichnet. Da wir wissen, dass SEP und OPT &quivalent
sind, vgl. TODO DO I, kénnen wir nicht erwarten, auf
diese Weise immer eine Optimallosung zu finden. Falls das
nicht gelingt, d.h. wenn die optimale Losung des LP ge-
brochen ist und wir keine weiteren Ungleichungen finden,
betten wir das Verfahren in ein Enumerationsschema ein,
siehe dazu Kapitel ?7. Wir hoffen aber, durch das Schnit-
tebenenverfahren die Ausgangsformulierung so zu verbes-
sern, dass der anschliefende Enumerationsaufwand gering
bleibt.

Der Schliissel zum Erfolg dieser Methode ist also, gu-
te Ungleichungen fiir das zugrundeliegende Polyeder zu
kennen bzw. zu finden. Wir diskutieren zunichst Wege,
Ungleichungen zu generieren, die unabhéngig von der zu-
grundeliegenden Problemstruktur sind und schauen dann
auf MIPs mit spezieller lokaler Struktur.

10.1.1 Allgemeine Schnittebenen

In diesem Kapitel behandeln wir eine Klasse von Unglei-
chungen, die giiltig fiir P; ist und die unabhingig von
jeder Problemstruktur angewandt werden kann ( [?], [?]).
Wir werden sehen, dass diese Klasse das Potential hat, Py
vollstandig zu beschreiben. Es gibt zwei Zugénge fiir diese
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Ungleichungen, einen geometrischen und einen algorithmi-
schen. Wir beginnen mit dem geometrischen Ansatz und
beschrianken uns zunéchst auf rein ganzzahlige Probleme.

Chvatals geometrischer Zugang
Betrachten wir ein rationales Polyeder
P={zeR": Az <b}

mit A € Qm*™ b € Q. Wir suchen eine lineare Beschrei-
bung von

Pri=conv{z €Z": Az <b} .

Nach Beobachtung ?? ist P = P; genau dann, wenn
jede (minimale) Seitenfliche von P ganzzahlige Punk-
te enthilt. Dies wiederum ist dquivalent dazu, dass jede
Stiitzhyperebene ganzzahlige Punkte enthélt.

Lemma 10.1. Sei P ein Polyeder. Dann enthdilt jede mi-
nimale Seitenfliche von P ganzzahlige Punkte genau dann,
wenn jede Stitzhyperebene ganzzahlige Punkte enthdlt.

Beweis. Ubung,.

Die Idee der Methode, die wir nun diskutieren, ist, sich
jede Stiitzhyperebene von P anzuschauen und sie solange
ndher an Pr zu schieben, bis sie einen ganzzahligen Punkt
enthalt.

Sei {x € R" : ¢z = §} eine Stiitzhyperebene von P
mit P C {z € R": ¢’z < §} und ¢ ganzzahlig. Offensicht-
lich gilt

Plg{xeR":chg 6]} .
Diese Beobachtung legt nahe, alle Stiitzhyperebenen mit
ganzzahliger linker Seite zu nehmen und die rechte Seite

zu runden, um eine schéirfere Formulierung zu erhalten.
Definiere dazu

P':={zeR": cT'x < | 4] fiir alle Stiitzhyperebenen
{z € R": "2z =6} von P mit ¢ ganzzahlig } . (10.4)
Auf den ersten Blick ist nicht klar, ob P! wieder ein Po-

lyeder ist, weil es unendlich viele Stiitzhyperebenen gibt.
Wir werden jedoch beweisen, dass P! tatsichlich wieder
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ein Polyeder ist. Damit kénnen wir das Verfahren fortset-
zen und dasselbe Spiel mit P! machen. Definiere

P%:= P und P .= (P)!. (10.5)
Die folgenden Beziehungen sind offensichtlich.
P=P'D>P'D>...DP. (10.6)

Damit stellt sich die Frage, ob dieses Verfahren endlich ist.
In der Tat, es ist es, und wir werden zeigen, dass P! = P;
fiir ein ¢t € N. Das heifit, dass P! unser Ziel liefert, nimlich
eine Beschreibung P; in Form von linearen Ungleichungen.

Wir beginnen mit dem Beweis, dass P! ein Polyeder
ist. Wir erinnern uns aus Satz 77, dass jedes rationale
Polyeder durch ein TDI System der Form Az < b mit
A ganzzahlig beschrieben werden kann. Und in der Tat,
runden wir die rechte Seite dieses Systems, so erhalten wir
Pl

Theorem 10.2. Sei P = {x € R" : Az < b} mit Az <b
TDI und A ganzzahlig. Dann gilt P = {x € R" : Ax <
|b]}, d. h. P! ist ein Polyeder.

Beweis. Im Falle P = () ist nichts zu beweisen. Sei P # ().
Offensichtlich gilt P! C {z € R" : Az < |b]} (man wihle
als Stiitzhyperebene {z € R"™ : A; .x < b;}).

Um die Umkehrung zu beweisen, sei {x € R" : ¢l'x =
§} eine Stiitzhyperebene von P mit P C {x € R" : ¢z <
0} und ¢ ganzzahlig, § € Q. Aus dem Dualitétssatz der
Linearen Optimierung wissen wir

§=max{c'z:Ar <b,zeR"} =
min{yTb:ATyzc, yZO} .
Da Az < b TDI ist, gibt es eine ganzzahlige optimale

Losung y* von min{y’b : ATy = ¢,y > 0}. Da z die
Ungleichung Az < |b] erfiillt, gilt

o= (ATy") e =(y")"(Ax) <
()16 = L) [b)) < [(v")T0) = (3] -
Es folgt
{zeR": Az < [b]} C{zeR": Tz < 6]} .

Also gilt
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c,d

wobei wir die Schnittmenge iiber allen Stiitzhyperebenen
{x € R" : ¢z = 6} mit ganzzahligem ¢ und P C {z €
R" : ¢z < §} nehmen. O

Korollar 10.3. Sei F' eine Seitenfliche von P. Dann gilt
F'=pP'nF.

Beweis. Sei P = {x € R" : Az < b} mit Az < b TDI
und A ganzzahlig. Sei desweiteren FF = {x € P : ¢T
0} eine Seitenfliche von P mit ¢,d ganzzahlig und P C
{x € R" : Tz < §}. Satz ?? impliziert, dass das System
Az < b, ¢Tx < § ebenfalls TDI ist. Also ist nach Korollar
?? auch das System Az < b, ¢cT’2 = § TDL. Wir erhalten
mit Satz 7?7

€r =

P'NF=P'nPn{zeR":cz=46}
={zeR": Az < |b],Tz=0}
:{IGR":AJZS 1b], Te < 6], =Tz < L—éJ}
=F"'.

O

Anmerkung 10.4.
(a) Die Seite F'* ist eine (moglicherweise leere) Seitenfliche
von P!, da
F'l=P'nF=P'nPn{zeR":fa=0}=
Plﬂ{xeR”:cT:r:(S} .

(beachte, dass P! C P C {z € R" : Tz < 4})
(b) Die wiederholte Anwendung von Korollar ?7? liefert

Ft=P'NF, firt=1,2,...

Nun haben wir alles zusammen, um die Endlichkeit der
Rundeverfahrens zu zeigen.

Theorem 10.5. Sei P ein rationales Polyeder. Dann gibt
es eine natiirliche Zahl t € N, so dass Pt = Pj.
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Beweis. Ist P = (), dann folgt P° = P = P;. Wir kénnen
also P # () annehmen. Wir beweisen die Behauptung mit-
tels Induktion nach der Dimension d von P.

Ist d = 0, dann gilt P = {z} fiir ein Z € R™. Ist
T € Z", so erhalten wir P* = P = P;. Im Fall z ¢ Z"
ist P! = () = P;. Es sei d > 0 und die Behauptung sei
wahr fiir alle Polyeder von kleinerer Dimension. Wir zei-
gen zunéchst, dass wir 0.B.d.A. annehmen konnen, dass
P volldimensional ist.

Sei {x € R™ : Az = b} die affine Hiille von P, d.h.
P C {x € R": Az = b}. O.B.d.A. ist A eine ganzzahlige
Matrix mit vollem Zeilenrang, d.h. der Zeilenrang von A
ist n — d.

Falls {x € R™ : Az = b} keine ganzzahlige Losung hat,
dann gibt es nach Satz ?? einy € Q"4 mit ¢ := ATy € Z"
und § := bTy ¢ Z. Jedes x € P erfiillt Az = b und
damit gilt ¢’z = (ATy)T2 = yTAzx = yTb = §. Also
ist {z € R" : ¢’z = §} eine Stiitzhyperebene von P. Wir
folgern

P' C{zeR": Tz <|6],lz>[0]} =0

woraus wiederum P; C P! = () folgt.

Nun sei & eine ganzzahlige Losung von {z € R™ : Az =
b}. Satz ?7? ist invariant unter Verschiebung um den Vek-
tor & und somit kénnen wir aff(P) = {z e R": Az =0}
annehmen. Aus Satz ?? und Bemerkung 7?7 (a) sowie der
Tatsache, dass der Zeilenrang von A gleich n — d ist, folgt,
dass es eine regulire unimodulare Matrix U gibt, so dass
AU = [B 0] gilt, wobei B € Z(n=d)x(n=d) yegulir ist. Da
U reguldr und unimodular ist, ist auch U~ unimodular
und die Variablentransformation x = Uz verletzt nicht die
Giltigkeit des Satzes, insbesondere gilt x € Z" < 2 € Z™.
Wir kénnen annehmen, dass

aff(P) ={2z€R":[B0lz=0}={0}""* xR’

gilt. Jede Stiitzhyperebene H = {z € R" : ¢cT'x = §} von
P wird in die Standardform

n—d n
H’—{xER":ZOIi—F Z chi—d}
i=1 i=n—d+1

iiberfiihrt, indem geeignete Vielfache der Zeilen von [B 0]
zu ¢ addiert werden. Bei der Konstruktion von P! kénnen
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wir uns auf die Stiitzhyperebenen der Form H' beschrin-
ken. Wir kénnen also n — d = 0 annehmen, d.h. P ist
volldimensional.

Wir behaupten, es gibt eine ganzzahlige Matrix W,
einen rationalen Vektor w und einen ganzzahligen Vektor
w',sodass P ={z € R" : We < w} und P; = {z €
R™ : Wa < w'} ist. Um dies nachzuvollziehen, sei P =
{r eR": Az < b} und P; = {z € R" : Cz < b'} mit
ganzzahligen Matrizen A und C. Definiere

we[]

Fiir jeden Zeilenindex ¢ von W liefert die Wahl

w; :=max{W;x:2 € P} und
w, :=max{W;,z:z € P}
das Gewiinschte. Beachte, dass wir annehmen konnen,
dass P bereits zu Beginn in dieser Form gegeben ist, da
in der Konstruktion von P! alle Stiitzhyperebenen von P
betrachtet werden, insbesondere alle Zeilen der Matrix W.
Betrachte eine Ungleichung o’z < 3 des Systems
Wz < w'. Wir behaupten, dass es eine natiirliche Zahl
s € N gibt mit P* C {z € R" : aT2 < f3'}.
Nehmen wir das Gegenteil an. Sei a”z < § die zu-
gehorige Ungleichung von Wz < w. Wegen

Pt Q{xeR":aTxg LBJ}
gibt es ein 3 € Z und r € N, so dass
B < p" < |B] und
P C{zeR":a"z<p"}
P g {xER":aTxgﬁ”—l} fiir alle u > r
gilt. Auf Grund der Wahl von r ist {z € R" : o’z = 5"}

eine Stiitzhyperebene von P (beachte, dass P € {z €
R" : aTx < 8"}, da P volldimensional) und damit hat

F::Prﬂ{xER":aT:rzﬁ”}

eine geringere Dimension als n. Weiter folgern wir aus
P; C {a"x < B'}, dass FNZ" = () gilt. Also existiert
nach der Induktionsannahme ein ¢ € N mit F'¢ = (). Aus
Bemerkung ?? (b) folgt

247



248

Kapitel 10 Schranken

p=F1=(Pn{zeR":a’z=p"})’
:PTJrqﬂ{xeR”:aT:r:ﬂ”}.

Es gilt also P"*1 C {z € R" : aTz < ("}, was heifit
prratl € {z € R* : aTz < 8”7 — 1} und dies ist ein
Widerspruch zur Wahl von 3’ und r.

Da a”x < 3 beliebig gewiihlt war und das System
Wz < w' endlich ist, haben wir Satz 7?7 bewiesen. O

Betrachten wir uns noch einmal, was wir bisher gezeigt
haben. Die Vorgehensweise, um eine lineare Beschreibung
des ganzzahligen Polyeders Py = conv{z € Z" : Az < b}
zu erreichen, ist die folgende. Wir beginnen mit der li-
nearen Relaxierung P* = P = {z € R" : Az < b} von
Pr. Als néichstes betrachten wir jede Stiitzhyperebene von
P, deren linke Seite ganzzahlig ist und runden die rech-
te Seite nach unten zur néchsten ganzen Zahl ab. Diese
Prozedur, fiir alle solche Stiitzhyperebenen durchgefiihrt,
ergibt das Polyeder P'. Satz ?? zeigt, dass keine Not-
wendigkeit besteht, alle Stiitzhyperebenen zu testen. Al-
les, was wir benétigen, ist ein TDI-System Dz < d, das P
beschreibt. Fiir dieses TDI-System miissen wir den Vek-
tor der rechten Seite d nach unten abrunden. Im Beweis
von Satz 7?7 haben wir das TDI-System fiir ein rationales
Polyeder P explizit konstruiert, indem wir fiir jede Seiten-
fliche F von P eine Hilbert-Basis des Kegels cone(AeTq( F))
erzeugen. Letztendlich erhalten wir mit einem Verfahren
zur Konstruktion einer Hilbert-Basis fiir einen polyedri-
schen Kegel insgesamt einen Algorithmus zur Berechnung
von P'. Nach Satz ?? miissen wir diesen Algorithmus nur
eine endliche Zahl von Schritten durchfithren, um eine li-
neare Beschreibung von P zu erzielen.

Dennoch ist die gesamte Prozedur kaum praktikabel.
Zunichst ist die Zahl t € N in Satz 77 moglicherweise ex-
ponentiell in der Kodierungslinge der Eingabegrofien A, b
(Ubung). Zweitens miissen wir in jeder Iteration 7 Hilbert-
Basen fiir alle Kegel bestimmen, die von den Seitenflichen
von P~! erzeugt werden. Im Allgemeinen ist nicht nur die
Zahl der Seitenflichen exponentiell, wir kénnen auch die
Hilbert-Basen nicht in polynomialer Zeit berechnen.

Andererseits ist zum Losen von (?7?) eine vollstédndi-
ge Beschreibung von P; = conv{z € Z" : Ar < b}
nicht notwendig. Alles, was wir benétigen, ist das Fin-
den einer optimalen Losung. Anders ausgedriickt, wir sind
nur an einer Seitenfliche interessiert, ndmlich an der, die
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die optimalen Losungen enthélt. Ja sogar fiir diese Sei-
tenflache ist es nicht unbedingt notwendig, eine Hilbert-
Basis fiir den zugehorigen Kegel zu bestimmen. Wir stellen
uns also die Frage, ob es moglich ist, ganzzahlige Vekto-
ren in diesem Kegel nach Bedarf zu bestimmen. Wir neh-
men an, wir beginnen mit der Losung der LP-Relaxierung
max{c’x : Ar < b}. Sei x* eine optimale Losung, die
nicht ganzzahlig ist. Die zentrale Frage besteht darin,
einen ganzzahligen Vektor in C’(AeTq o) zu finden, der
die momentane optimale Lésung abschneidet, d.h. finde
dezZ™n C'(Azq(z*)) mit dT z* ¢ Z.

Gomorys algorithmischer Ansatz

Gomory schlug in [?] einen systematischen Weg vor, um
einen solchen Vektor d durch Auswertung der Information
aus dem Simplexalgorithmus zu erhalten. Wir nehmen an,
A und b seien ganzzahlig. Wir nehmen weiterhin an, dass
(??) in Standardform

max CT €T

Az =10
x>0
ez’

mit P ={z € R": Az = b,z > 0} und P; = conv{z €
Z" : Az = b, x > 0} ist. Dies kann durch Aufspaltung von
zinztund 2~ mit x =2t —2~, 27,2~ > 0 erreicht wer-
den, wenn die Nichtnegativitdts-Bedingungen nicht in das
System Az < b aufgenommen werden, wobei Schlupfva-
riablen fiir die kleiner oder gleich Bedingungen eingefiihrt
werden. Beachte, dass fiir die Schlupfvariablen ebenfalls
Ganzzahligkeit gefordert werden kann, da alle Werte ganz-
zahlig sind. Losen wir die LP-Relaxierung

maxcl x
Arx =D
x>0

mittels der Simplexmethode, so erhalten wir eine opti-
male Losung z* und eine optimale Basis B mit B C
{1,...,n}, |B| = m und Ap regulir. Uber die Basis B
driicken sich die Werte von x* aus als

= Az'b— Ag' Anzy

B (10.7)
‘TN == 0 .

249



250

Kapitel 10 Schranken

Ist =* ganzzahlig, haben wir eine optimale Losung fiir
(??). Im anderen Fall ist einer der Werte z}; gebrochen.
Sei i € B ein Index mit 2 ¢ Z. Da jede zulissige ganz-
zahlige Losung (?7?) erfiillt, gilt

A=Y AT Ax e (10.8)
JEN
fiir alle ganzzahligen Losungen . (??) gilt auch, wenn wir

ganzzahlige Vielfache von z;, j € N, oder eine ganze Zahl
zu A; 1p addieren. Wir erhalten

FATD) = > f(AT A )z, € Z (10.9)

JEN

fiir alle ganzzahligen Losungen x, wobei f(a) = a — |a]
fir « € Rist. Da 0 < f(-) < 1 und = > 0 ist, folgt

FATID) = > f(AT A <0,

JEN
Also ist die Ungleichung

> AT A )z > f(AT'D) (10.10)
JEN
giiltig fiir alle zuldssigen ganzzahligen Losungen x. Wei-
terhin ist sie von der momentanen LP-Lésung x* verletzt,
da z = 0 und f(A; 'b) = f(xF) > 0 ist.
Es stellt sich heraus, dass (??) in der Tat eine Stiitz-
hyperebene von P mit ganzzahliger linker Seite ist. Um
dies zu sehen, subtrahieren wir

A7 Ax = A
& xp + Z Ai_,lA.jiL'j = Az_lb
JEN
von (??). Wir erhalten
mi Yy LA A )ey < LAY
JEN

und damit, wenn die rechte Seite nicht gerundet ist, eine

Stiitzhyperebene von P mit ganzzahliger linker Seite.
Fiigt man iiberdies diese Ungleichung zu dem System

Ax = b, x > 0 hinzu, so erhilt sich die Eigenschaft, dass
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alle Werte ganzzahlig sind. Also kann die Schlupfvaria-
ble, die fiir die neue Ungleichung eingefiihrt werden muss,
ebenso als ganzzahlig angesehen werden und so das Ver-
fahren iteriert werden. Gomory zeigt in [?], dass mit einer
bestimmten Wahl der erzeugenden Zeile fiir die Schnit-
te ein endlicher Algorithmus vorliegt, d. h. nachdem eine
endliche Zahl an Ungleichungen hinzugefiigt wurde, wird
eine ganzzahlige Losung gefunden. Dies stellt einen alter-
nativen Beweis fiir Satz 77 dar.

Beispiel 10.6. Betrachte das folgende IP

max T
dxy +x9 <4
—4x; +22 <0
r1,22 >0

T1,T9 €E7Z.
Hinzufiigen von Schlupfvariablen ergibt

max s
4z + T2 + T3 =4
—4x1 + 2o +x4=0
T1,T2,T3,T4 > 0

T1,%2,T3,T4 € Z.

Die optimale Basis fiir die LP-Relaxierung ist B = {1, 2}

mit ]

Also ist a7 = (142). Die einzige gebrochene Komponente
ist x1 und fiir ¢ = 1 wird (??) zu

= 00—

1 1 1
§—§$3+§I4€Z,

was fiir alle ganzzahligen Losungen x gilt. Wir fiigen x4
zur obigen Gleichheit hinzu, um (??) zu erhalten:

1 7 1
gfl?g + §$4 Z bR

Um zu zeigen, dass die Ungleichung zu einer Stiitzhyper-
ebene gehort, subtrahieren wir xy + 0xg + %Ig — %m = %
und erhalten

—x14+ x4 >0 = L%J
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Driicken wir diese Ungleichung in den Originalvariablen
1, T2 aus, erhalten wir durch Ersetzen der Schlupfvariable
x4

—3171 + X2 S 0.

Dies ist eine giiltige Ungleichung fiir
P; = conv{z € Zi cdxy + a0 < 4, —4xy + 22 <0},

siehe (?7).

Gomorys gemischt-ganzzahlige Schnitte

Wir wollen uns schlielich noch mit dem Fall beschéfti-
gen, dass wir kein rein ganzzahliges Programm haben,
sondern ein gemischt-ganzzahliges Programm. In diesem
Fall funktionieren die Ideen von Gomory und Chvétal
nicht. Chvétal’s Ansatz funktioniert nicht, da die rech-
te Seite in (??) nicht abgerundet werden kann. Gomo-
ry’s Ansatz versagt, da es nicht mehr linger moglich ist,
ganzzahlige Vielfache auf kontinuierliche Variablen zu ad-
dieren, um (??) aus (?7) zu erhalten. So hat beispiels-
weise 3 + 321 — 22y € Z mit x; € Zi, x5 € Ry cine
groBere Losungsmenge (z. B. (1}3)) als % + %xl € Z. Wir
konnen also nicht mehr garantieren, dass die Koeffizien-
ten der kontinuierlichen Variablen nichtnegativ sind und
damit die Giiltigkeit von (??) nachweisen. Dennoch kann
man mittels des folgenden disjunktiven Arguments giiltige
Ungleichungen erzeugen.

Beobachtung 10.7. Sei (a¥)Tx < of eine giiltige Un-
gleichung fiir ein Polyeder P* C R? fir k = 1,2. Dann
15t

177

n
Zmin(a1 a?)z; < max(al, a?)
i=1

giiltig fiir P* U P? und conv(P! U P?).

Diese Beobachtung kann auf verschiedene Weise giilti-
ge Ungleichungen fiir den gemischt-ganzzahligen Fall er-
zeugen. Wir erldutern einen dieser Wege, ndmlich Gomo-
ry’s gemischt ganzzahlige Schnitte.

Wir betrachten wieder die Situation in (?7?), wobei
z;,1 € B, eine ganze Zahl sein soll. Wir benutzen die
folgenden Abkiirzungen a; = Ai_,lA.j, b = A;lb, fi =
f@;), fo = f(b), und N* = {j € N : a; > 0} so-
wie N~ = N \ NT. Der Ausdruck (??) ist #quivalent
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20 Y ien @i = fo+ k fir ein k € Z. Wir unter-
scheiden nun die zwei Falle ZJEN ajr; > fo > 0 und
> jen @jr; < fo—1 < 0. Im ersten Fall muss

Z a;z; = fo
JEN+
gelten. Im zweiten Fall erhalten wir jen- 8% < fo—1,

was zu
f Z a;jzj 2 fo

JEN—

dquivalent ist. Wir wenden nun Beobachtung ?7? auf die
Zerlegung P' = PN {z : Y, yajz; > 0} und P? =
Pn{z: 3 cyar; < 0} an und erhalten die giiltige
Ungleichung

E a;xj —

JENT JGN*

a;z; > fo. (10.11)

Diese Ungleichung kann auf folgende Weise verschérft
werden. Man beachte, dass die Herleitung von (??) im-
mer noch giiltig ist, wenn wir ganzzahlige Vielfache zu
ganzzahligen Variablen addieren. Auf diese Weise kénnen
wir jede ganzzahlige Variable entweder in die Menge N+
oder in die Menge N~ einordnen. Ist eine Variable in N,
so ist der Koeffizient in (??) gleich @; und somit ist der
beste mogliche Koeffizient nach der Addition von ganz-
zahligen Vielfachen f] = f(a;). In N~ ist der Koeffizient

in (77) i und somit ist M die beste
Wahl. Insgesamt erhalten wir den bestmoghchen Koeflizi-
enten durch die Wahl von min(f;, fol_ifj])) Dies fiihrt auf
Gomory’s gemischt-ganzzahligen Schnitt

Z s + Z Jo 1—ffj i+

J: fj<f0 J: f]>f0
T;E€EL T; €L (10 12)
_ Jo '
Z a;Tj — Z 1_f0ajxj Zfo
JENT JENT
T ¢ z;¢7L

Gomory zeigt in [?], dass ein Algorithmus, der auf itera-
tiver Hinzufiigung dieser Ungleichungen beruht, das MIP
min{c’z : € X} mit X = {z € Z xR}": Az = b}
in einer endlichen Anzahl von Schritten 16st, falls ¢’z € Z
fiir alle z € X gilt.
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Man kennt in der Literatur eine ganze Reihe weite-
re Ungleichungen, die unabhéngig von einer bestimmten
Problemstruktur sind. Unter diesen findet man beispiels-
weise Mixed Integer Rounding Schnitte (MIR) [?] und so-
genannte Lift-and-Project Schnitte [?].

10.1.2 Ungleichungen mit Struktur

Wir haben uns soeben mit giiltigen Ungleichungen fiir all-
gemeine IP’s und MIP’s beschiftigt. Richten wir unser
Augenmerk auf eine einzelne Nebenbedingung oder eine
kleine Teilmenge von solchen Nebenbedingungen, so kann
ein allgemeines Problem eine gewisse “lokale” Struktur
enthalten. So konnen beispielsweise alle Variablen in ei-
ner Nebenbedingung 0/1-Variablen sein, oder ein kleiner
Teil eines MIP kann ein Flussproblem in einem Netzwerk
sein. Wir suchen hier nach Wegen, um strengere Unglei-
chungen unter Ausnutzung solcher lokaler Strukturen zu
erhalten.

Rucksack und Cover Ungleichungen

Das Konzept eines Covers wurde in der Literatur hiufig
benutzt, um giiltige Ungleichungen fiir (gemischt) ganz-
zahlige Mengen zu erzeugen. In diesem Abschnitt zeigen
wir zunéchst, wie wir dieses Konzept nutzen kénnen, um
Cover Ungleichungen fiir die 0/1-Rucksackmenge zu er-
zeugen. Wir iiberlegen dann, wie wir diese Ungleichungen
auf komplexere gemischt ganzzahlige Mengen ausdehnen
konnen.

Definition 10.8. Wir betrachten das 0/1-Rucksackpolytop

Pi(N,a,b)={ ze{0,1}": Zajxj <b
JEN

mit nichtnegativen Koeffizienten, d. h. es ist a; > 0 fir
7€ N undb > 0. EFine Menge C' C N heifit Cover, wenn
gilt:

A=) "a;—b>0. (10.13)

jec

Zusdtzlich nennt man den Cover C' minimal, wenn a; > A
fir alle 5 € C.



10.1 LP-Relaxierungen

Mit jedem Cover C' kénnen wir eine einfache giiltige Un-
gleichung identifizieren, die aussagt, dass nicht alle Va-
riablen z; fiir j € C gleichzeitig auf eins gesetzt werden
konnen.

Theorem 10.9 ( [?,7,7,7]). Sei C C N ein Cover. Die
Coverungleichung

Y a<|ol-1 (10.14)
jec
ist giiltig fiir P (N, a,b). Ist iberdies C' minimal, dann de-
finiert die Ungleichung (??) eine Facette von Pk (C,a,b).

Beweis. Die Giiltigkeit ist offensichtlich. Um zu zeigen,
dass diese eine Facette induziert, nehmen wir an, es gibt
eine facettendefinierende Ungleichung b”'z < 3 mit

xEP:ij:|C|—1 CFR:={zeP:bz=3}.

jec
Mit C; = C \ {i} folgt x“i € F, fiir alle i € C. Damit gilt
0=0b"x"—b"x) =b; — b,

und damit b; = b; fiir alle 4,5 € C.
Also ist b7z < 3 bis auf ein positives Vielfaches die
Coverungleichung. O

Ist ein Cover C' nicht minimal, dann kann man leicht
erkennen, dass die zugehorige Coverungleichung redun-
dant ist, d.h. sie ist die Summe einer minimalen Cover-
ungleichung und einigen Bedingungen, die sich aus oberen
Schranken ergeben.

Beispiel 10.10. Betrachte die 0/1-Rucksackmenge

PK:{xe{0,1}6:5x1+5x2+5x3+5x4+3:v5+8:v6gl?}.

Dann ist C' = {1,2,3,4} ein minimales Cover fiir Px und
die zugehorige Coverungleichung

1+ T2+ x3+24 <3
definiert eine Facette von

conv{xe{0,1}4:5x1+5x2+513+5x4§17} )
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Es gibt viele weitere Klassen von Ungleichungen fiir das
Rucksack-Polytop, u.a. sog. (1,k)-Konfigurations- oder
“Extended Weight”-Ungleichungen. Dariiber hinaus kann
die sogenannte Liftingmethode verwendet werden, um sol-
che Coverungleichungen, die keine Facetten definieren, zu
verschiirfen. Man erhélt die Klasse der “Lifted Cover”-
Ungleichungen, auf die wir hier nicht néiher eingehen wol-
len. Weiterfiihrende Literatur hierzu ist zu finden in [?,?,
?].

Das Separieren der Coverungleichungen ist NP-schwer
( [?,7]), so dass hier im allgemeinen auf Heuristiken
zuriickgegriffen wird.

Das Konzept eines Covers ist auch sinnvoll bei den
Studien der polyedrischen Struktur von Problemen, die
sowohl 0/1 als auch stetige Variablen enthalten. Betrachte
die gemischte 0/1-Rucksackmenge

S = (i)E{O,l}NxRJF:Zajijb—I—S
JEN
mit nichtnegativen Koeffizienten, d.h. a; > 0 fiir j € NV
und b > 0.

Theorem 10.11. [?] Sei C C N ein Cover, d. h. C ist
eine Teilmenge von N, die (?77?) erfillt. Die Ungleichung

Zmin (aj, \) xj < Zmin (@, \) —A+s  (10.15)
JjeEC jec
ist giiltig fiir S. Uberdies definiert die Ungleichung (?7)

eine Facette von conv(Sc), wobei Sc = SN{x : xz; =
0,7 € N\C} gilt.

Beweis. Wir zeigen die Giiltigkeit der Ungleichung. Zum
Beweis der Facetten-Eigenschaft verweisen wir auf [7].

Sei (?) € S beliebig. Sei Cy = {j € C : A < a;} und
C, = C'\ Cy. Wir unterscheiden folgende Fiille:

1. Cy = 0. Dann gilt
Zajxj <b+s= Zaj —A+s
jec jec

2. Cy # 0.
a) z; =0 fiir ein j € C. Dann gilt
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Z Az + Z a;x; < (|Cx] = DA+ Z a;r;
jec)\ jeca jeca

<G\ =DA+ Y aj+s.
J€Ca

b) z; =1 fiir alle j € Ci.
Zmin (aj, Nz = |Cx|X+ Z a;x;
jec j€Ca

<|Cx A+ 5 — Z aj+b
JECx

=[CA\[A+s— Z aj—i—Zaj—)\

JECK jec

=[CAA+ D aj—A+s
j€Cla

:Zmin(aj,)\)—)\—l—s.
jec
O

Beachte, dass jedes Cover C' eine Coverungleichung im-
pliziert, die eine Facette von conv(S¢) definiert. Dies ist
anders als im rein ganzzahligen Fall, wo nur minimale Co-
ver Facetten induzieren.

Beispiel 10.12. Wir betrachten die gemischte 0/1-Ruck-
sackmenge

S:{(x,s)6{0,1}6XR+:
5x1 4+ dxg + dx3 + dxg + 35 + 8xg < 17+S} . (1016)

Wiéhlen wir ¢’ = {1,2,3,6} als (nichtminimalen) Cover
fiir S, so definiert die zugehorige Coverungleichung

521 + 5x2 + dxr3 4+ 616 < 15+ 5
eine Facette von
conv{ (z,s) € {0,1} xRy :
5x1 + bxe + bxg + 8x <17+ s} .

Das Set-Packing Polytop

Ganzzahlige und gemischt ganzzahlige Probleme enthalten
oft einige Nebenbedingungen, die nur 0/1-Koeffizienten
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enthalten. Viele der Preprocessingroutinen fiir ganzzahli-
ge Probleme erzeugen automatisch logische Ungleichungen
der Form z; + z; < 1,z; < z;, Coverungleichungen, usw.
Dies fiithrt auf das Studium von ganzzahligen Programmen
mit 0/1-Matrizen.

Das Studium solcher Probleme und im Besonderen Set-
Packing und Covering-Probleme spielt eine bedeutende
Rolle in der kombinatorischen Optimierung. Diese Proble-
me gehoren zu den am héufigsten studierten mit einer weit
entwickelten Theorie, die sich mit Begriffen wie perfekten,
idealen, oder balancierten Matrizen, perfekten Graphen,
der Theorie von blockierenden und anti-blockierenden Po-
lyedern, Unabhéngigkeitssystemen und semidefiniter Op-
timierung beschéftigt.

Der Fokus dieses Abschnitts liegt in der (teilweisen)
Beschreibung der zugehorigen Polyeder mittels Unglei-
chungen. Unter der Annahme, dass Relaxierungen von ver-
schiedenen ganzzahligen Problemen auf Set-Packing oder
Covering Probleme fithren, kann das Wissen iiber diese
Polyeder genutzt werden, um die Formulierung des Aus-
gangsproblems zu verschérfen.

Definition 10.13. Sei A € {0,1}"*" eine 0/1-Matriz
und ¢ € R™. Die ganzzahligen 0/1 Probleme

max{CT:E:A$§ 1, ze{0,1}"}
min{ 'z : Az > 1, z € {0,1}" }

nennen wir das Set-Packing und das Set-Covering Pro-
blem, vgl. Beispiel 77.

Jede Spalte j von A kann als der Inzidenzvektor einer Teil-
menge F; der Grundmenge {1,...,m} gesehen werden,
d.h.es gilt F; :={i € {1,...,m} : A;; = 1}. Mit die-
ser Interpretation, besteht das Set-Packing Problem dar-
in, eine Auswahl von Mengen aus Fi, ..., F}, zu finden, die
paarweise disjunkt und maximal bzgl. der Zielfunktion ¢
sind. Analogerweise zielt das Covering-Problem auf das
Auffinden einer Auswahl von Teilmengen, deren Vereini-
gung die Grundmenge iiberdeckt und die minimal bzgl. ¢
ist.

Zulassige Mengen des Set-Packing Problems haben ei-
ne schoéne graphentheoretische Interpretation. Wir fithren
einen Knoten fiir jeden Spaltenindex von A und eine Kan-
te (4, ) zwischen zwei Knoten ¢ und j ein, falls deren zu-
gehorige Spalten einen gemeinsamen nichtverschwinden-
den Eintrag in derselben Zeile haben. Der resultierende
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Graph, den wir mit G(A) bezeichnen, heifit (Spalten-)
Konfliktgraph (engl. column intersection graph). Offen-
sichtlich ist jeder zuldssige 0/1-Vektor z, der die Unglei-
chung Azx < 1 erfiillt, der Inzidenzvektor einer stabilen
Menge (U C V ist eine stabile Menge, falls aus i,j € U
die Aussage (i,j) ¢ E folgt) im Graphen G(A). Umge-
kehrt ist der Inzidenzvektor einer stabilen Menge in G(A)
eine zuldssige Losung des Set-Packing Problems Ax < 1.
Also ist das Studium der stabilen Mengen in Graphen dem
Studium des Set-Packing Problems gleichwertig.

Wir betrachten nun eine 0/1-Matrix A und bezeichnen
mit

P(A) :conv{x e{0,1}"V: Az < 1}

das Set-Packing Polytop. Sei G(A) = (V, E) der Konflikt-
graph von A. Aus unseren bisherigen Uberlegungen folgt,
dass P(A) = conv{z € {0,1}" : @; +z; < 1, (i,5) € E}
ist, wobei Letzteres eine Formulierung als ganzzahliges
Problem des Problems der stabilen Mengen in G ist. An-
ders ausgedriickt, man erhélt mit zwei Matrizen A und
A’ genau dasselbe Set-Packing Polytop, wenn deren zu-
gehorige Konfliktgraphen iibereinstimmen. Wir kénnen al-
so P(A) betrachten mittels des Graphen G und bezeich-
nen nun das Set-Packing Polytop und das Stabile Mengen
Polytop mit P(G).

Anmerkung 10.1/. Einige einfache Anmerkungen zu P(G).

(i) P(G) ist volldimensional.

(ii) P(G) ist absteigend monoton, d.h. z € P(G) impli-
ziert y € P(G) fiir alle 0 < y < z. Alle nichttrivialen
Facetten von P(G) haben nichtnegative Koeffizienten.

(iii)Die Nichtnegativititsbedingungen z; > 0 induzieren
Facetten von P(G), siche Ubung.

Aus Satz 7?7 wissen wir, dass die Kanten und die Nichtne-
gativititsbedingungen genau dann geniigen, um P(G) zu
beschreiben, wenn G bipartit ist. Nicht-bipartite Graphen
enthalten ungerade Kreise. Ungerade Kreise erzeugen neue
giiltige Ungleichungen, die nicht als Linearkombinationen
von Kantenungleichungen erzeugt werden kénnen.

Theorem 10.15 ( [?]). Sei C C E ein Kreis ungerader
Kardinalitit in G. Die Ungerade-Kreis Ungleichung

V(e) -1
2 ms T —

eV (C)
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ist giiltig fir P(G). Die Ungleichung definiert genau dann
eine Facette von P((V(C),E(V(C))), wenn C ein unge-
rades Loch ist, d. h. ein Kreis ohne Sehne.

Beweis. Die Giiltigkeit der Ungleichung ist klar.

Zur Charakterisierung der Facetten-Eigenschaft be-
trachte ein ungerades Loch C' mit V(C) = {0,...,k —
1}, k € N, ungerade. Sei bz < 3 eine facettendefinieren-
de Ungleichung mit

F,=<¢x€eP: sz— )|_1

eV (C)
ChR:={zeP:ba=p}.

(10.17)

Betrachte fiir ein ¢ € V(C') die stabilen Mengen S; = {j :
j=i+2,i+4,...,i—-3i—1}und So={j:j=i+2,i+
4,...,1—3,i}, wobei alle Indizes modulo k gerechnet sind.
Dann gilt x°1, x°2 € F, und damit 0 = b7yt — pT\%2 =
bi — b;—1. Da ¢ beliebig gewahlt war, folgt b; = b; fiir
alle 4,7 € V(C). Damit ist bT2 < 3 bis auf ein positives
Vielfaches die Kreisungleichung.

Betrachte umgekehrt einen Kreis C' mit Diagonalen.
Dann enthélt C' ein ungerades Loch H unter Hinzunah-
me einer Kante (i,5) € E(V(C)) \ C. Betrachte paar-
weise verschiedene Knoten i;,7; € V(C) \ V(H) fiir | =
1,..., IV(C)\;\V(H)\

mit (i, 5;) € C. Dann ist

sz_$

1€V (C)

die Summe aus den giiltigen Ungleichungen

H) -1
S VT

2
i€V (H)
Ty + x5, <1
firl = 1,..., W(C)‘;w Also kann es keine Facette

induzieren. 0O

Ungerade-Kreis Ungleichungen konnen in polynomia-
ler Zeit mittels des Algorithmus aus Lemma 9.1.11 in [7]
separiert werden. Graphen G = (V,E), fir die P(G)
vollig durch die Kantenungleichungen z; + x; < 1 fiir
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(i,j7) € E und die Ungerader-Kreis Ungleichungen be-
schrieben wird, heiflen t-perfekt, vgl. Chvétal [?]. Die Klas-
se der t-perfekten Graphen enthilt eine Reihe von Gra-
phen, wie z. B. serien-parallele und bipartite Graphen.

Eine weitere wichtige Klasse von giiltigen Ungleichun-
gen fiir das Stabile Mengen Polytop sind die Cliquenun-
gleichungen.

Theorem 10.16. [?2,?] Sei (C, E(C)) eine Clique in G.
Die Ungleichung

i€C
ist giiltig fir P(G). Sie definiert genau dann eine Facette

von P(G), wenn (C, E(C)) mazimal bzgl. Knoteninklusion
188,

Beweis. Ubung,.

Graphen G = (V, E), fiir die P(G) vollstandig durch die
Cliquengleichungen beschrieben werden, heiflen perfekt, ei-
ne Bezeichnungsweise, die auf Berge [?] zuriickgeht.

Leider ist das Separierungsproblem fiir die Klasse der
Cliquenungleichungen NP-schwer, siehe [?], Satz 9.2.9.
Uberraschenderweise gibt es eine groBere Klasse von Un-
gleichungen, die sogenannten orthonormalen Reprisenta-
tions-Ungleichungen, die die Cliquenungleichungen umfas-
sen und die in polynomialer Zeit separiert werden kénnen.
Neben den Kreis-, Cliquen und OR-Ungleichungen gibt es
eine Menge anderer Ungleichungen, die fiir das Stabile-
Mengen-Polytop bekannt sind. Unter diesen findet man
z.B. die Bliiten-, ungerade Antiloch-, Rider-, Antinetz-
und Netz-, Keil-Ungleichungen (engl. blossom, odd antiho-
le, wheel, antiweb and web, wedge inequalities) und viele
weitere. Auskunft dariiber gibt [?] inklusive einer Diskus-
sion deren Separierbarkeit.

10.2 Lagrange-Relaxierungen

Im vorigen Abschnitt haben wir das gemischt ganzzah-
lige Problem mittels Relaxierung der Ganzzahligkeitsbe-
dingungen zu 16sen versucht und durch den Versuch, die
Ganzzahligkeit der Losung durch Hinzufiigung von Schnit-
tebenen zu erreichen. In der Methode, die wir nun betrach-
ten wollen, behalten wir die Ganzzahligkeitsbedingungen
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bei, relaxieren aber die Teile der Nebenbedingungsmatrix,
die Schwierigkeiten erzeugt. Der geloschte Teil wird wie-
der in das Problem eingefiihrt, indem er in die Zielfunkti-
on mit Straftermen versehen wird. Betrachte wieder (?7).
Wir zerlegen A und b in zwei Teile A = (1‘2;) und b = (Z;),
wobei A; € R"™*" Ay € R™2X™ ph; € R™, by € R™2 mit
my + mg = m ist. Dann wird (??) zu

min ¢’z

Alx S bl
AQ.I S b2
xr €Z"P xRP.

(10.18)

Betrachte fiir ein festes A € R", A > 0 die folgende Funk-
tion

LA\ =minc’z — \T'(by — Aj2) (10.19)

wobei
v €P?mit PP={x€Z" P xRP: Az < by }

gelte. Wir nennen (?7?) die Lagrange- Funktion. Offensicht-
lich ist (??) eine untere Schranke fiir (?7), da fiir jede
zuldssige Losung Z von (?7?) gilt

'z >c"z - N (by — A7)
> min ¢’z — AT (b — Aj2)
zEP?
=L(A).

Da dies fiir jedes A > 0 gilt, erhalten wir mit

max L(N\) (10.20)

eine untere Schranke fiir (?7). (??) heifit Lagrange-Relazierung.
Haufig wird 7?7 das “Lagrange Dual” bezeichnet und der
gesamte Ansatz Lagrange-Relaxierung. Sei \* eine opti-
male Losung von (??). Es bleiben die Fragen, wie gut ist
L(X*) und wie kann A* berechnet werden. Eine Antwort

auf die erste Frage erhalten wir durch folgenden Satz.

Theorem 10.17. Es gilt

L(A\*) = min { 'z Ajx < by, x € conv(P?) } )
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Beweis. Es gilt
L(\) = min ¢’z — M (b — Ay2)
rEP?

. T T
(b —A
pelin e = A (b = Arz)

und damit
L\ = I/{lg())(L()\)

=max min 'z — AT (b — Az).
A>0 z€conv(P?)

Falls P? = () ist das innere Minimum +oo fiir alle A
und damit auch L(A*). Andernfalls existieren Vektoren
v1,...,0 und ey, ..., e, so dass

conv(P?) = conv({v1,...,vx }) +cone({ey,...,er }).

Falls nun (¢ + AT A;)e; <0 fiir ein i € {1,...,1} ist, gilt
daher

min 'z — \T'(by — Ajz) = —00,
zE€conv(P?)

andernfalls gilt

min__ ¢’z — A'(by — Arz) = cPv; — AT (b — Ayvy)
zE€conv(P?)

fir ein j € {1,...,k}. Also gilt auch
L\ = i Tv; = AT(by — Ay,
) =R ey =) (10.21)
(CT—I—)\TAl)el-ZOﬁiri:l,...,l.

Letzteres ist dquivalent zu

L(X*) = max )

n+A(by — Av;) < T, firj=1,...,k

AT Aje; < cTe; firi=1,...,1.

Mit dem Dualitétssatz der Linearen Programmierung er-
halten wir schliefllich
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k l
L()\*) = min CT(Z Q;v; + Z ﬁiei)
J=1 i=1

25:1 aj =1
_AI(Z;C:l av + Y, Biei) > —bl(Z;C:l ;)
0 firj=1,....k
0 firi=1,....1

V

Y

@

Bi

Y%

=min{c"z: Az < b,z € conv(P?) } .
O
Wegen

{zeR": Az <b} D {z €R": A1z < by, z € conv(P?) }
Qconv{er"*pxRp:Axgb}

erhalten wir aus Satz 7?7

Korollar 10.18. FEs gilt
zrp < LX) < zip,

wobei zpp der optimale Losungswert der LP-Relaxierung
und zrp der optimale ganzzahlige Lésungswert ist.

Es bleibt zu iiberlegen, auf welche Art L(\*) berechnet
werden kann. Aus theoretischer Sicht kann gezeigt wer-
den, dass unter der Ausnutzung der Aquivalenz von Se-
parieren und Optimieren L(A*) in polynomialer Zeit be-
rechnet werden kann, wenn min{é¢’z : € conv(P?)} in
polynomialer Zeit fiir jede Zielfunktion ¢ berechnet wer-
den kann, siehe [?]. Wir werden darauf spéter noch einmal
zuriickkommen.

Zur Berechnung von L(A*) werden hiufig Subgradien-
tenverfahren verwendet. Dazu folgende Uberlegungen:

Theorem 10.19. Die Funktion L(\) ist stickweise line-
ar und konkav auf dem Definitionsbereich, tiber dem sie
beschrdinkt ist.

Beweis. Zunichst beobachten wir, dass L(A) genau dann
endlich ist, wenn A in dem Polyeder

{;\ERTI :—;\TAleigcTei,izl,...,l}
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liegt, siehe (??). In diesem Polyeder gilt
L) = min vy =\ (by — Ayoj),

d.h. L()) ist das Minimum iiber eine endliche Anzahl af-
finer Funktionen.
Bleibt zu zeigen, dass die Funktion konkav ist. Be—
trachte dazu A3 = aA! + (1 — )2 fiir AL, A2 03 >
Zu zeigen ist, dass L(\3) > aL(A\) + (1 — a)L(A\?) gllt
Seien vj, die zugehorigen Optimallsungen mit L(\!) =
v, + (W) (by — Aqwy,) fiir t = 1,2, 3. Dann gilt
LX) = clojy — (W) (b1 — Avvy,)
= CT’UJ'3 — (OZAl + (1 — Q)A2)T(b1 — Al’Uj3)
= a(clvj, = (AT (b1 = Avy,))
+ (1= a)(c vy, — (W) (b1 — Arwy,))
> a(clvj, = (AT (b1 = Avoy,))
+ (1= a)(c oy, — (W) (b1 — Arwy,))
=al(\) 4 (1 —a)L()\?).
O
Definition 10.20. Sei L: R™ — R eine konkave Funk-
tion. Dann heifit ein Vektor u € R™! Subgradient an L
im Punkt Xo, falls
L(A) = L(Xo) < u" (A= o)
fiir alle A € R™,
Theorem 10.21.

(a) Betrachte \° € R und eine Optimallosung z° fir
(??). Dann ist g° = A12° — by ein Subgradient an L
in \°.

(b) X* mazimiert L genau dann, wenn 0 ein Subgradient
an L in X\* st

Beweis. Zu (a):

L(\) — LAY = T2t )\T( — Az
( = (AT (b1 = A12%))
< T ( Alxo)

T (00— )
= (") (A=),
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Zu (b): Ist 0 ein Subgradient in \*, so gilt
L) = L) <0T(A=X)=0
fiir alle A € R™!. Also maximiert A* die Funktion L. Um-
gekehrt, falls L(A\*) maximal ist, gilt L(A*) > L()) fiir alle
A € R™ | und damit
L) —L(OA) <0=0T(\=\).
Folglich ist 0 ein Subgradient. 0O

Also gilt fiir A* die Aussage (¢°)T(A\* — A\%) > L(\*) —
L(A\Y) > 0. Daher kénnen wir, um A\* zu finden, mit einem
A% beginnen, dann berechnen wir

2° = argmin { "z — (\°)"(by — Ayz) 1z € P?}

und bestimmen iterativ A%, AL, A2, ..., indem wir \**t1 =
AF 1k gF setzen, wobei p* eine noch zu bestimmende
Schrittlinge ist. Diese iterative Methode ist die Essenz
der Subgradientenmethode.

Algorithmus 10.1 : Subgradientenmethode

Input : Eine konkave Funktion L: R" — R
Output : max{L(X\) : A € R}}
Wihle \° € R™ beliebig;
Setze k = 0;
Berechne L(A\¥). Sei 2* zugehérige Optimallésung;
if Stopp Kriterium ist erfillt then
stop gib A* und z* aus;
end
5 Wiihle ein neues A**! durch

B W N =

)\k+1 _ )\k +ukgk

wobei uk eine zu spezifizierende Schrittlange ist;
6 Setze k = k + 1 und gehe zu Schritt 77?.

Theorem 10.22. Falls die konkave Funktion L: R™ —
R nach oben beschrinkt ist und die Folge (u*) von Schritt-
langen

. kE _ k _
klirgou =0 und Zu =00,
k=0
erfullt, so gilt
lim L(\F) = L(\Y).

k—oo
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Beweis. siehe z.B. [?].

Natiirlich héngt die Qualitdt der Lagrange-Relaxierung
sehr davon ab, welche Menge an Bedingungen relaxiert
wird. Einerseits miissen wir (??) fiir verschiedene Wer-
te von A bestimmen und damit ist es notwendig, einen
Wert von L(\) schnell zu berechnen. Es ist einerseits also
wiinschenswert, so viele (komplizierte) Bedingungen wie
moglich zu relaxieren. Andererseits, je mehr Bedingungen
relaxiert werden, desto schlechter wird die Schranke L(\*)
werden. Also muss man einen Kompromiss zwischen die-
sen beiden sich widersprechenden Zielen finden. Im Fol-
genden geben wir einige Anwendungen, bei denen diese
Methode erfolgreich angewendet werden konnte und eine
gute Balance zwischen den beiden gegensétzlichen Zielen
gefundenen werden kann.

Anwendungen

Eine Anwendung ist das Problem des Handlungsreisen-
den. Durch Relaxierung der Gradbedingungen in der IP-
Formulierung fiir dieses Problem bleibt das Problem des
Auffindens eines aufspannenden Baumes erhalten, welches
leicht mit dem Greedy-Algorithmus gelost werden kann.
Ein Hauptvorteil dieser TSP-Relaxierung ist, dass fiir die
Berechnung von (??) kombinatorische Algorithmen vor-
handen sind und kein allgemeines LP oder IP Losungsver-
fahren angewendet werden muss.
Lagrange-Relaxierungen werden sehr oft benutzt, wenn
die zugrundeliegenden LP’s von (?7) einfach zu grof sind,
um direkt gelost werden zu kénnen und sogar die relaxier-
ten Probleme in (??) sind noch sehr groff. Oft kann die Re-
laxierung in der Weise getan werden, dass die Berechnung
von (??) kombinatorisch geschehen kann. Andere Beispie-
le sind Multicommodity Flow-Probleme, die z.B. in der
Fahrzeugumlaufplanung oder in Zerlegungen von stochas-
tischen gemischt ganzzahligen Problemen auftreten. In der
Tat gehoren die letzten beiden Anwendungen zu einer
Klasse von Problemen, wobei die zugrundeliegende Ma-
trix (nahezu) Blockdiagonalform hat, siehe Bild ??. Rela-
xieren wir die Kopplungsbedingungen in einer Lagrange-
Relaxierung, so zerfillt die verbleibende Matrix in £ un-
abhéngige Blocke. Also ist ein Wert L(A) die Summe von
k unabhéngigen Termen, die getrennt bestimmt werden
konnen. Oft stellt jeder einzelne Block A; ein Netzwerk
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Flussproblem, ein Rucksackproblem oder dergleichen dar
und kann daher unter Benutzung spezieller kombinatori-
scher Algorithmen gelost werden.

Abb. 10.1. Matrix in begrenzter Blockdiagonalform

10.3 Dekompositionsmethoden

10.3.1 Dantzig-Wolfe Dekomposition

Die Idee von Dekompositionsmethoden besteht darin, ei-
ne Menge von Bedingungen (Variablen) aus dem Problem
herauszunehmen und diese auf einer iibergeordneten Ebe-
ne (oft Masterproblem genannt) zu betrachten. Das resul-
tierende untergeordnete Problem kann oft effizienter geldst
werden. Dekompositionsmethoden arbeiten nun abwech-
selnd auf dem Master- und dem Subproblem und tauschen
iterativ Informationen aus, um das Ausgangsproblem op-
timal zu 16sen. In diesem Abschnitt betrachten wir zwei
bekannte Beispiele dieses Ansatzes, die Dantzig-Wolfe De-
komposition und Benders’ Dekomposition. Wir werden er-
kennen, dass wie im Fall der Lagrange-Relaxierung diese
Methoden ebenso einen Teil der Nebenbedingungsmatrix
weglassen. Aber anstelle diesen Teil wieder in die Zielfunk-
tion einzufiithren, wird dieser nun umformuliert und wieder
in das System der Nebenbedingungen eingefiihrt.

Wir beginnen mit der Dantzig-Wolfe Dekomposition
[?] und betrachten wieder (??), wobei wir zunéchst an-
nehmen, dass p = 0, d.h. wir haben ein LP. Betrachten
wir das Polyeder P? = {z € R" : Ayx < bo}. Wir wissen
aus Teil I, dass es Vektoren vy, ...,v; und eq,...,e; gibt,
so dass

P? =conv({vi,...,vp }) +cone({eq,...,e; }).

In anderen Worten, x € P? kann in der Form

k l
=1 Jj=1
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mit Ai,..., A\ > O,Zle)\i =1 und py,..., > 0 ge-
schrieben werden. Ersetzen wir a aus (??), so kénnen wir
(??) schreiben als

k l
min cT(Z Aiv; + Z Kie;)
i=1 j=1
k l
Al( )\1"01' + ,ujej) S b1
; ; (10.23)

k
S
=1

AeRE ueRl,

was gleichwertig ist zu

(??) nennt man das Masterproblem von (?77). Beim Ver-
gleich der Formulierungen (??) und (??) erkennen wir,
dass wir die Zahl der Nebenbedingungen von m auf m; re-
duziert haben, aber wir haben nun k41 Variablen anstelle
von n. Der Wert k + [ kann im Vergleich zu n grof sein,
ja sogar exponentiell (betrachte z.B. den Einheitswiirfel
im R™ mit 2n Nebenbedingungen und 2" Ecken), so dass
auf den ersten Blick kein Vorteil in der Anwendung von
(??) erkennbar ist. Dennoch kénnen wir die Simplexme-
thode fiir die Losung von (??) verwenden. Wir kiirzen (?7?)
durch
min{an :Dn=d,n> O}

mit D e Rm+Dx(k+) g ¢ R™+1 ab. Man erinnere
sich, dass die Simplexmethode mit einer (zulédssigen) Ba-
sis B C {l,...,k+1},|B] = my + 1, mit Dp regulir
und der zugehorigen (zulissigen) Losung 5 = D3'd und
ny = 0 mit N = {1,...,k + 1} \ B startet. Beachte,
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dass Dp € RUmM+1)x(mit1) (yiel) kleiner als eine Basis
fiir das urspriingliche System (??) ist und dass nur ein
Teil der Variablen (mj + 1 von k + [) nichtverschwinden
konnen. Zusatzlich gilt, dass auf dem Weg zu einer op-
timalen Losung die einzige Operation in der Simplexme-
thode, die alle Spalten benutzt, der Schritt Pricing ist, bei
dem gepriift wird, ob die reduzierten Kosten wy — §* Dy
nichtnegativ mit § < 0 als Losung von y" Dp = wg ist.
Die Nichtnegativitiat der reduzierten Kosten kann mittels
des folgenden linearen Programms gepriift werden:

min(c” — g7 Az
r e€R™,

Dabei sind g die ersten m; Komponenten der Lésung von
y. Die folgenden Fille konnen auftreten:

(i) Das LP (?7?) hat eine optimale Lésung & mit
(CT - gTAl)jj < zjmlJrl :

In diesem Fall ist & einer der Vektoren v;,4 € {1,...,k}
mit zugehorigen reduzierten Kosten

w; — gTDZ — CT’UZ' _ gT(Ai'UI)

= cTvi — g7 Ayvi = Gy 1
<0.

In anderen Worten: (Allvi)

im Simplexalgorithmus.
(ii)) Das LP (??) ist unbeschriankt. Wir erhalten einen
zuldssigen Extremstrahl e* mit

ist die eintretende Spalte

(" —gTApe* <0,

und e* ist einer der Vektoren e;, j € {1,...,l}. Wir
erhalten eine Spalte (A}Jej ) mit reduzierten Kosten

~T (Aie:
Wetj = Drgy = ¢l ej =57 (M)

= cTej — QT(Alej)
<0.

Also ist (Abej ) die eintretende Spalte.
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(iii)Das LP (??) hat eine optimale Lésung & mit
(" =" A)TE = G

In diesem Fall erhalten wir mit denselben Argumenten
wie in (i) und (ii), dass w; — g7 D.; > 0 fiir alle i =
1,..., k+1 gilt, was zeigt, dass ™ eine optimale Losung
des Masterproblems (?7?) ist.

Man beachte, dass das ganze Problem (??) in zwei Teil-
probleme zerlegt wird, d.h. in (??) und (??) und dieser
Ansatz arbeitet iterativ auf der hoheren Ebene (?7?) und
auf der niedrigeren Ebene (?7). Das Verfahren beginnt
mit einer zuldssigen Losung fiir (?7) und erzeugt neue
erfolgversprechende Spalten nach Bedarf durch Losung
von (?7?). Solche Verfahren werden gewthnlich spaltener-
zeugende oder verzigerte spaltenerzeugende Algorithmen
(engl. delayed column generation algorithms) genannt.

Dieser Ansatz kann ebenso auf allgemeine IP’s mit eini-
ger Vorsicht iibertragen werden. In diesem Fall verdndert
sich das Problem (??) von einem linearen zu einem ganz-
zahligen linearen Problem. Zusétzlich miissen wir sicher-
stellen, dass in (?7) alle zulissigen ganzzahligen Losungen
x von (?77?) erzeugt werden kénnen durch (ganzzahlige) Li-
nearkombinationen der Vektoren vy,...,v, und eq,..., ¢
mit

conv{x €Z": Az <b} =
conv(vy,...,vx) + cone(e, ... ep) .

Es geniigt nicht zu verlangen, dass A und p ganzzahlig sein
miissen. Betrachte als Gegenbeispiel

10 1.5 1
Al— (01),51— (15) undAg— (1),b2—2

sowie das Problem

max{a:l—i-xg:Alxgbl,Angbz,xe {0,1,2}2} .

Dann ist P? = conv({(g), (3), (3)}), siehe Abbildung ??,
aber die optimale Losung (}) des ganzzahligen Problems
ist keine ganzzahlige Linearkombination der Ecken von
P2?. Sind jedoch alle Variablen 0/1, so tritt diese Schwie-
rigkeit nicht auf, da jede 0/1-Losung der LP-Relaxierung

eines bindren MIP immer eine Ecke dieses Polyeders ist
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(Ubung). In der Tat werden spaltenerzeugende Algorith-
men nicht nur fiir die Losung von groflen linearen Proble-
men benutzt, sondern insbesondere fiir grofle binére ganz-
zahlige Probleme.

Abb. 10.2. Erweiterung der Dantzig-Wolfe Dekomposition auf
1P’s

Natiirlich ist die Dantzig-Wolfe Zerlegung fiir lineare oder
bindre ganzzahlige Probleme nur eine Art von spaltener-
zeugenden Algorithmen. Andere Autoren losen das unter-
geordnete Problem nicht mittels allgemeiner Techniken fiir
LP oder IP Probleme sondern durch kombinatorische oder
explizite enumerative Algorithmen. Weiterhin werden die
Probleme oft nicht iiber (??) modelliert, sondern direkt
wie in (??). Dies ist z.B. der Fall, wenn die Menge der
zuldssigen Losungen eine komplexe Beschreibung durch li-
neare Ungleichungen hat, aber diese Bedingungen leicht in
ein Enumerationsschema eingebaut werden kénnen.

10.3.2 Benders’ Dekomposition

Abschliefend wollen wir Benders’ Dekomposition [?] be-
trachten. Benders’ Dekomposition eliminiert auch einen
Teil der Nebenbedingungsmatrix, aber anders als bei der
Dantzig-Wolfe Dekomposition, bei der wir einen Teil der
Nebenbedingungen 16schen und diese wieder mittels Spal-
tenerzeugung erneut einfiigen, 16schen wir nun einen Teil
der Variablen und fiithren diese wieder mittels Schnit-
tebenen ein. Aus dieser Sicht ist Benders’ Dekomposition
gleich der Dantzig-Wolfe Dekomposition angewendet auf
das duale Problem, was wir in Abschnitt ?? sehen werden.
Betrachte wieder (??) und schreibe es in der Form

min clT:vl + ch:vg
Aixy + Asxo <D (1026)
T € Rnl,IQ € R"2 s

wobei A = [A; Ag] € R™*™ und dazu vertriglich

A €R™™M Ay ¢ R™*™2 ¢y, 21 € R™ und cp, 20 € R™
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mit ny + no = n gilt. Beachte, dass wir zur Einfachheit
der Darstellung den kontinuierlichen Fall angenommen ha-
ben. Wir werden jedoch sehen, dass alle Ergebnisse auch
fiir den Fall z; € Z™ giiltig sind. Wir wollen die Varia-
blen z2 entfernen. Diese Variablen halten (?7) davon ab,
ein reines ganzzahliges Programm zu sein, falls z; € Z™.
Auch im Fall eines LP’s konnen sie der Grund fiir einige
Schwierigkeiten sein, siehe beispielsweise die Anwendun-
gen aus Stochastischen Programmierung. Ein bekannter
Ansatz zur Entfernung von Variablen ist die Projektion.

Um Projektion anwenden zu koénnen, miissen wir (?7)
umformulieren zu

min z
—z+ clTxl + CQT:L“Q <0
Ay + Agza < b
zE€R, 1 e R™, 25 € R™ |

(10.27)

Nun ist (??) dquivalent zu ( vgl. Fourier-Motzkin-Elimination)
min z
—uz + uclTxl + ol Az <0Tb
z€R, xy € R™
(4) € C, wobei

(10.28)

C={(") eR™ :oTAy+ucl =0,u>0,0>0} .

C ist ein spitzer polyedrischer Kegel, es gibt also Vekto-

ren (gi), cee (gz), so dass gilt C = cone({(gi), cee (gz)})
Diese Extremalstrahlen kénnen so reskaliert werden, dass
u; zu null oder eins wird. Es folgt

Czcone({ (3) ke K}) +cone({ (;) je J})

mit KUJ = {1,...,s} und K NJ = 0, vgl. Teil I. Mit
dieser Beschreibung von C kann (?77?) dargestellt werden
als

min z
—z< —clay +0T(b— Ayxy)  firallej € J
< —aatoy (b= i) J (10.29)
0< vl (b— Ayzy)  fiir alle k € K

z€R, z1 € R™ .

(??) nennt man Benders’ Masterproblem. Benders’ Mas-
terproblem hat nur ny + 1 Variablen anstelle von ny + ng
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Variablen in (??) oder im Fall z; € Z™ haben wir das ge-
mischt ganzzahlige Programm (??) in ein i.W. rein ganz-
zahliges Programm (?7?) mit einer zusétzlichen kontinuier-
lichen Variablen z umgeschrieben. Dennoch enthélt (?7?)
eine groBe Anzahl an Bedingungen, i.A. exponentiell vie-
le in n. Um dieses Problem zu umgehen, 16sen wir Ben-
ders’ Masterproblem mittels Schnittebenenverfahren, sie-
he Abschnitt 7?7. Wir beginnen mit einer kleinen Teilmen-
ge von Extremstrahlen von C' (méglicherweise mit der lee-
ren Menge) und optimieren (?7) einfach iiber dieser Teil-
menge. Wir erhalten eine optimale Losung =, 2* des rela-
xierten Problems und wir miissen priifen, ob diese Losung
alle anderen Ungleichungen in (?7?) erfiillt. Dies kann mit-
tels des folgenden linearen Programms getan werden, vgl.

(?7):
minv? (b — Ajx}) +u(z* — cla})

(M ecC.

v

(10.30)

(?7) heifit Benders’ Teilproblem. Es ist zuléssig, da (8) €
C und (??) hat eine o