12 Gleichungen und Mannigfaltigkeiten

Wir wenden uns nun einer der typischen Aufgaben der Mathematik zu, dem
Losen von Gleichungen. Sind X, Y geeignete Mengen und ist /' : X — Y eine
entsprechende Abbildung, so sind in Verbindung mit der Gleichung F(z) = y
folgende Fragen von Interesse:

— Fiir welche y € Y hat die Gleichung F(z) = y eine Losung x € X 7

— Wenn die Gleichung F'(x) = y fiir ein y € Y losbar ist, wieviele Losungen
hat sie dann?

Falls die Gleichung F'(x) = y fiir alle y € Y eindeutig losbar ist, wie hingen
dann die Losungen x von den rechten Seiten y ab? Ist diese Abhéngigkeit
stetig oder gar differenzierbar?

— Falls die Gleichung F'(x) = y mehrere Losungen besitzt, wie kann man dann
die Menge aller Losungen geeignet darstellen?

— Wie findet man Losungen?

Die erste Frage ist eng mit der Surjektivitdt von F' verkniipft, und die zweite
mit der Injektivitat. Ist F' surjektiv und injektiv (also bijektiv), so besitzt F' ei-
ne Umkehrabbildung F~!, und der dritte Punkt fragt nach der Stetigkeit bzw.
Differenzierbarkeit von F~!. SchlieSlich wird uns die vierte Frage auf den Begriff
einer Mannigfaltigkeit fiithren.

Wir wollen insbesondere sehen, inwieweit die uns zugénglichen Mittel der Ana-
lysis bei der Beantwortung dieser Fragen helfen. Wir betrachten deshalb meist
differenzierbare Funktionen F' : U — V, wobei U C R"™ und V C R™ offene
Mengen sind. Beginnen werden wir aber mit einem Resultat, das nicht auf diesen
Rahmen beschrankt ist.

12.1 Der Banachsche Fixpunktsatz

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung f : X — X heifit Kontraktion,
wenn es eine Zahl L < 1 (die Kontraktionskonstante) so gibt, dass

d(f(x), f(y)) < Ld(xz,y) firalle z,y € X

Kontraktionen sind Lipschitz-stetig und insbesondere stetig. Ein Punkt z € X
heifit Fizpunkt von f : X — X, wenn f(x) = z. Fiir die identische Abbildung
von X ist jeder Punkt ein Fixpunkt.

Satz 12.1 (Banachscher Fixpunktsatz) Sei (X, d) ein nichtleerer vollstindi-
ger metrischer Raum und f : X — X eine Kontraktion mit einer Kontraktions-
konstanten L. Dann gilt
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(a) die Abbildung f besitzt genau einen Fizpunkt x*.

(b) fiir jeden Startvektor xo € X konvergiert die durch x, := f(x,_1), n > 1,
definierte Folge (x,) gegen x*.

(C) d(l’n,l’*) S ﬁd(:pnaxn—‘rl) S %d(lfo,l'l) .
Beweis Sei ry € X und z, := f(z,1) fir n > 1. Wir zeigen, dass (x,) eine

Cauchyfolge ist. Fiir m > 1 haben wir

d(ll'n, xn+m) S d(xna xn-{—l) + d($n+1a wn—i—?) +...+ d<xn+m—17 In—i—m)
< (I4+L+4...+ L™ Yd(@m, xp1)
1—-rLm 1
= 1- L d(SL’n, anrl) < ﬁ d<xn> anrl)
I
< T d(xg, 1) .

Wegen 0 < L < 1 wird die rechte Seite kleiner als jedes vorgegebene € > 0, wenn

nur n hinreichend grof ist. Also ist (z,,) eine Cauchyfolge. Da X vollstandig ist,

konvergiert (z,) gegen ein z* € X. Aus der Stetigkeit von f folgt schliefllich
f(z®) = lim f(z,) = lim 2,44 =2%;

x* ist also Fixpunkt von f. Die Abbildung f kann keine weiteren Fixpunkte

besitzen. Aus z* = f(z*) und y* = f(y*) folgt ndmlich

d(l’*,y*) - d(f(l‘*)7 f(y*)) < Ld(l’*,y*) )
also d(z*,y*) = 0. Die in (c) angegebenen Abschitzungen folgen sofort aus

Ln
1-L

1
d($n> $n+m) < — d(:Bn, :Bn-i-l) <

<717 d(o, 1) ,

wenn man m — oo streben 1483t. m

Der Banachsche Fixpunktsatz ist ein wichtiges Werkzeug der Analysis, das Thnen
auch in anderen Situationen wiederbegegnen wird (z.B. in der Vorlesung iiber
Differentialgleichungen im 3. Semester). In der numerischen Mathematik ist der
Banachsche Fixpunktsatz ein Instrument, um die Konvergenz von Nédherungsver-
fahren zu beweisen und Losungen von Fixpunktgleichungen ndherungsweise zu
berechnen.

Beispiel 1 Sei X das Stadtgebiet von Darmstadt (das wir als abgeschlossene
Teilmenge des R? auffassen und das deshalb vollstéindig ist). Irgendwo in Darm-
stadt breiten wir einen Stadtplan von Darmstadt aus und erklédren eine Abbildung
f: X — X wie folgt. Jedem Punkt x € X wird derjenige Punkt f(z) € X zuge-
ordnet, iiber dem das Bild von x auf dem Stadtplan liegt. Ist 1 : n der Maflstab
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des Stadtplans, so ist f eine kontrahierende Abbildung mit der Kontraktions-
konstanten L = 1/n. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz gibt es genau einen
Punkt z in Darmstadt mit f(z) = x, d.h. x liegt genau unter demjenigen Punkt
des Stadtplanes, der = abbildet. [

Beispiel 2 Sei A € L(R") eine lineare Abbildung mit ||A|| < 1. Wir wollen die
lineare Gleichung
(I[—-Azxz=y, yeR", (12.1)

l16sen. Dazu betrachten wir die Abbildung f : R — R", z +— Az + y, mit der wir
(12.1) als Fixpunktgleichung f(z) = x schreiben kénnen. Wegen

1F(z1) = f(z)] = [[(A21 + y) = (Aze +y)l| = [|A(z1 — 22)[| < [JA]] [|z1 — 2]l

ist [ eine Kontraktion mit der Kontraktionskonstanten ||A|| < 1. Nach Satz 12.1
hat f genau einen Fixpunkt, d.h. die Gleichung (12.1) hat genau eine Losung
in R"™. Diese konnen wir ndherungsweise berechnen. Wir wéhlen z.B. xq = y als
Startvektor. Dann ist

r1 = f(x0) = Ay+vy, w2=f(r1)=Avri+y=A(Ay+y)+y=A%+ Ay +y
und allgemein, mit A% =: I,
xn:ZAky firn>1.
k=0
Folglich ist

n—oo

(I-A)'y=2=limx, = ZAky.
k=0

Man kann auch leicht direkt beweisen, dass die Reihe Y ;7  A¥ in L(R") kon-
vergiert (die geometrische Reihe - || A]|* ist eine konvergente Majorante) und
dass

d A= (1 - A" fir A <1.
k=0
Die Reihe > A* heifit die Neumann-Reihe von A. ]

12.2 Der Satz iiber die Umkehrfunktion

Wir sehen uns nun an, wie man den Satz iiber die Umkehrfunktion auf Funktionen
mehrerer Verdnderlicher verallgemeinert.

Definition 12.2 Seien U C R™ und V' C R™ offen. Eine Bijektion f : U — V
heifit Diffeomorphismus, wenn sowohl f als auch die Umkehrabbildung f=' : V —
U stetig differenzierbar sind.
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Lemma 12.3 Seien U C R" und V' C R™ offen und f : U — V eine stetig
differenzierbare Funktion mit differenzierbarer Umkehrfunktion. Dann gilt:

(a) fir jedes x € U ist f'(x) € L(R",R™) invertierbar, und

(F'@)" = (f@). (12.2)
(b) m=mn.
(¢) f:U —V ist ein Diffeomorphismus.

Beweis Sei 2 € U und y = f(z). Mit der Kettenregel folgt aus f~! o f = idy
und f o f~! = idy, dass

iden = (fThof)(x) = (f7)(f(@) - f'(2),

idgm = (fof™) (W)= (W) - (F) ) =Ff(x)- () (f=z).

Also ist f’(x) invertierbar, und es gilt (12.2). Aus der Invertierbarkeit von f’(z) €
L(R™ R™) folgt weiter m = n (lineare Algebra). SchlieBlich ist

(S V—=LRY, y— (/")

Um (c) zu zeigen, miissen wir die Stetigkeit dieser Funktion zeigen. Nach Vor-
aussetzung sind f~! und f’ stetig. Damit ist auch ihre Verkettung f’o f~1 stetig,
und wir miissen noch die Stetigkeit der Abbildung

- (12.3)

GL(R") — GL(R"), A A~ (12.4)

zeigen, wobei GL(R™) fiir die Gruppe der invertierbaren Abbildungen aus L(R"™)
steht. Dies folgt leicht aus der expliziten Formel zur Berechnung der inversen

Matrix von A, wonach A~! = @ A mit

A = (&ij)?,jzl und &ij = (—1)i+j det Aji .
Hier ist Aj; diejenige Untermatrix von A, die durch Streichen der j-ten Zeile und
i-ten Spalte von A entsteht. Es ist klar, dass jeder Eintrag von A (und damit
A selbst) sowie det A stetig von (den Eintriigen von) A abhingen. Also ist die
Abbildung (12.4) stetig. Damit ist die Stetigkeit von (f~')" in (12.3) gezeigt. Die
Umkehrfunktion f~! ist also stetig differenzierbar, d.h. f ist ein Diffeomorphis-
mus. ]

Anmerkung Sei C*(U, R™) die Menge der k-mal stetig differenzierbaren Funk-
tionen f : U — R™. Verlangt man in Lemma 12.3 zusitzlich f € C*(U,R™), so
kann man f~! € C*(V,R") zeigen. Dies geschieht wieder mit Hilfe der Darstel-
lung (12.3). Man kann sich iiberlegen, dass die Abbildung (12.4) sogar beliebig
oft differenzierbar ist. ]
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Beispiel Dieses Beispiel soll noch einmal auf die Unterschiede zwischen Funktio-
nen einer bzw. mehrerer Verdnderlicher aufmerksam machen. Sei f : U — V eine
stetig differenzierbare und surjektive Funktion, deren Ableitung f'(x) in jedem
Punkt x € U invertierbar ist. Sind U,V offene Intervalle in R, so folgt hieraus,
dass f bijektiv ist. Die Invertierbarkeit von f’(z) bedeutet im Eindimensionalen
namlich gerade, dass f'(x) # 0 ist. Ist dies fiir alle 2 € U der Fall, so ist f streng
monoton, also injektiv. Im Mehrdimensionalen trifft dies jedoch nicht mehr zu,
wie folgendes Beispiel zeigt. Sei

f:(0,00) x R = R\{(0,0)}, (r,¢) — (rcosg, rsing).
Die Jacobimatrix

fi(r,e) = (

hat die Determinante r # 0 und ist folglich immer invertierbar. Die Funktion f
ist offenbar auch surjektiv, wegen f(r,») = f(r, ¢ + 27) jedoch nicht injektiv. m

cos@ —rsing >

sin ¢ 7 COS

Die Funktion f aus diesem Beispiel besitzt jedoch eine ,lokale Umkehrfunktion®.
Ist etwa U := (0,00) X (—m,7), so ist f|y : U — R? injektiv, und V := f(U) =
R?\(—o00,0] ist offen in R?. Man kann also eine Umkehrfunktion f=' : V —
U definieren. Wir wollen uns nun die Differenzierbarkeitseigenschaften solcher
,lokaler Umkehrfunktionen“ ansehen.

Definition 12.4 Sei U C R" offen. Fin stetig differenzierbare Abbildung f :
U — R™ heifit lokal um x € U invertierbar, wenn es offene Umgebungen U; C U
von x und Vi von f(x) so gibt, daff f|y, : Uy — Vi ein Diffeomorphismus ist.
Die Abbildung (f|r,)~" : Vi — Uy heifit dann eine lokale Umkehrfunktion von f.
SchliefSlich heifst f ein lokaler Diffeomorphismus, wenn f um jeden Punkt x € U
lokal invertierbar ist.

Satz 12.5 (Satz iiber Umkehrfunktion) Sei U C R" offen, xy € U, und sei
f U — R™ stetig differenzierbar. Die Funktion f ist genau dann um xq lokal
invertierbar, wenn f'(xq) invertierbar ist.

Verlangt man f € C*(U,R"), so folgt aus der Anmerkung nach Lemma 12.3, dass
die lokale Umkehrfunktion ebenfalls zu C* gehort.

Beweis Ist f um zg lokal invertierbar, so folgt die Invertierbarkeit von f’(z) aus
Lemma 12.3. Sei umgekehrt f’(zg) invertierbar. Wir zeigen, dass dann f um z,
lokal invertierbar ist. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir dabei
annehmen, dass

ro=0, f(0)=0 und [f/(0)=1 (12.5)
ist. Andernfalls ersetzen wir U durch U = U — zy und f durch

J;(ilf) = (fl(%)) : (f(fo + ) — f(flfo))~
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Hat man dann eine lokale Umkehrfunktion von f um 0 € U gefunden, so ist

FHy) = FH(f (o) My — f(z0)) + o (12.6)

die lokale Umkehrfunktion von f um z. Aus der Definition von f folgt nidmlich

x4 zg=f! ((f’(iﬂo))_l(f(ifo +x) — f(ffo))) + o,
und die Substitution f(xy + ) =y liefert (12.6).

Wir zeigen, dass man unter den Voraussetzungen (12.5) die Gleichung f(z) =y
fiir kleine y nach x auflésen kann. Um den Banachschen Fixpunktsatz benutzen
zu konnen, schreiben wir f(x) = y als Fixpunktgleichung. Dazu definieren wir

g, U—=R", z—y+(z— f(z)).
Es ist klar, dass
f(z) =y genau dann, wenn g,(z) =x.

Wir suchen einen geeigneten vollstdndigen metrischen Raum X, auf dem g, kon-
traktiv wirkt. Sei zunéchst y = 0 und g := go. Mit f ist auch g stetig differen-
zierbar. Da ¢'(0) = I — I = 0 ist, gibt es ein > 0 so, dass

Uy (0) CU und ||¢'(2)|| <1/2 fiir alle z mit [Jz|| <.

Sei X := {z € R" : ||z|| < r}. Da X im vollstdndigen metrischen Raum R"
abgeschlossen ist, ist X selbst vollstandig. Nach Satz 10.19 gilt weiter

1
llg(z) — g(2)]| < 5 |z — 2’| fiir alle z,2' € X . (12.7)

Mit 2’ = 0 folgt hieraus insbesondere | g(z)|| = 5 ||z]| < r/2 fir z € X.

Sei nun |ly|| < r/2. Dann ist g, wegen ||g,(z)|| < [|g(x)] + lly|]] < r fir alle
x € X eine Abbildung von X in X, die wegen g,(x) — g,(z") = g(z) — g(2’)
und (12.7) eine Kontraktion mit der Kontraktionskonstanten 1/2 ist. Nach dem
Banachschen Fixpunktsatz gibt es also fiir jedes y mit ||y|| < r/2 genau ein z mit

|z|| <7 so, dass g,(x) =z bzw. f(z) =y.

Sei Uy :={z € R" : ||z|| < r, ||[f(x)|| < r/2} und V] := f(Uy). Wie wir gerade
gesehen haben, ist f|y, : Uy — Vj bijektiv. Es existiert also die Umkehrabbildung
0 = (flo,)™' : Vi — U;. Wir zeigen, dass U; und V; offen sind und ¢ stetig
ist. Fiir Uj ist dies klar (Urbilder offener Mengen bzgl. stetiger Abbildungen sind
offen). Fiir V} zeigen wir V; = {y € R" : ||y|| < r/2}, woraus die Offenheit von
Vi folgt. Die Inklusion C ist klar. Fiir die umgekehrte Inklusion sei [|y| < r/2.
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Dann existiert genau ein z mit [|z|| < r und f(z) = y. Zu zeigen ist, dass sogar
|z|| < 7. Fiir beliebige Punkte z1, 25 € U,.(0) ist

|21 — 22|l = |lg(w1) + f(21) — g(w2) — f(22)]]
< !9(%1) — g(z2) || + [[f(21) — f(z2)]
< §H$1 — xa|| + [ f (1) — fz2)|,
also
|21 — ol < 2| f(z1) — flz2)]]. (12.8)

Wir setzen hierin x5 = 0 und z; = = mit f(x) = y und ||y|| < r/2. Dann folgt
x| < 2||y|| <, also x € Uy und y € V;. Schreiben wir noch in (12.8) z1 = ¢(y1)
und xs = ¢(y2), so erhalten wir

o) — eyl < 2llyr — w2l Vy1,92 € V1, (12.9)

also die Stetigkeit von ¢.

Weiter ist f'(x) fur alle z € Uy invertierbar. Fiir € U; ist ndmlich

1 () = Il = llg' (=)l < 1/2,

und die Invertierbarkeit von f’(x) folgt wie am Ende von Abschnitt 12.1 (Neumann-
Reihe).

Es verbleibt zu zeigen, dass ¢ stetig differenzierbar ist. Wir zeigen zunéchst die
Differenzierbarkeit von ¢. Sei y € V; und ¢ so, dass y + ¢ € Vi. Wir setzen
x=p(y) und 2+ h = @(y + {), wobei h = ¢(y + {) — ¢(y) von ¢ abhingt. Da f
in x differenzierbar ist, haben wir

Fla+h) = f(@) = f@)h+r(h) it lin % _

Hieraus folgt

oy+0) —¢oly) = (+h)—
= (f'(x)” ( fx+h)— f(z)—r(h))
= (f'le(y) t— (') r(h),

und die Differenzierbarkeit von ¢ in y folgt, wenn wir gezeigt haben, dass

limy_ T(G}(ﬁ)) = 0. Nun ist

rh(0) () O]
RG] (12.10)
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(wegen der Bijektivitdt von ¢ ist b # 0 fiir £ # 0). Wegen h = p(y + ) — ¢(y)
und der Stetigkeit von ¢ folgt aus ¢ — 0 auch h — 0. Also ist

r(h(0) _ . r(h)

11m = [1Im fnd s
=0 [|h(O) =0 [[h]]
und der zweite Faktor in (12.10) bleibt wegen (12.9) beschrénkt:

RO = lle(y +£) — o)l < 2[(y +€) —yll = 2[|£]].
Also ist ¢ in y € V; differenzierbar. Die Stetigkeit von ¢’ folgt aus Lemma 12.3

(c). n

Der Satz iiber die Umkehrfunktion ist ein wichtiges Werkzeug der Analysis. In
vielen Situationen dient er beispielsweise dazu, geeignete , Koordinaten® ein-
zufithren, wobei wir uns die lokal invertierbaren Funktionen als ,, Koordinaten-
wechsel“ denken (in Analogie zu den Basistransformationen der linearen Alge-
bra). Der Satz iiber die Umkehrfunktion ist eine lokale Aussage. Eine globale
Variante dieses Satzes erhélt man, wenn man von vornherein die Existenz einer
(globalen) Umkehrfunktion fordert.

Folgerung 12.6 Sei U C R™ offen, und f : U — R™ sei injektiv, stetig differen-
zierbar, und f'(x) sei invertierbar fir alle v € U. Dann ist f(U) C R"™ offen, und
7Y f(U) — U ist stetig differenzierbar.

Ist sogar f € C*(U,R"™), so folgt auch f~1 € Ck(f(U),R").

Beweis Sei y € f(U) und f(z) = y. Nach Satz 12.5 gibt es offene Umgebungen
Uy CUund V; C f(U) von x bzw. y so, dass f|y, : Uy — V; ein Diffeomorphismus
ist. Also ist f(U) offen und f~'|y; = (f]y,) " ist stetig differenzierbar. n

12.3 Der Satz iiber implizite Funktionen

Dieser Satz ist eine wichtige Folgerung aus dem Satz iiber die Umkehrfunktion.
Er gibt uns insbesondere die Moglichkeit, die Losungsmenge einer Gleichung wie
f(z,y) = 0 geeignet zu parametrisieren. Um den Satz iiber implizite Funktionen
besser zu verstehen, betrachten wir zunéchst das folgende lineare Problem.

Sei A : R"* — R* eine lineare Abbildung. Wir schreiben die Elemente von
R als Paare (z,y) € R" x R¥. Da A linear ist, gibt es lineare Abbildungen
A, :R" = R* und A, : R¥ — R¥ so, dass

A(r,y) = Ajz + Ayy  fiir alle (z,y) € R® x RF.

In dieser Darstellung ist klar, dass sich die Gleichung A(z,y) = 0 genau dann
nach y auflosen ldsst, wenn die lineare Abbildung A, invertierbar ist, und dass in
diesem Fall

Alz,y) =0 +—= y=-A"Az.
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Die Losungsmenge ist also der Graph einer linearen Abbildung von R™ nach RF.
Der Satz iiber implizite Funktionen ist eine Verallgemeinerung dieser Beobach-
tung auf nichtlineare Abbildungen. Wegen der Nichtlinearitéit erhilt man nur eine
lokale Aussage.

Satz 12.7 (Satz iiber implizite Funktionen) Seien U C R" und V C RF
offen und f : U x V — RF stetig differenzierbar. Fiir (z,y) € U x V spalten wir
die Ableitung f'(x,y) von f in zwei Teile auf:

f’(x,y) = (dlf(x7y>7 de(l’,y)) )
wobet
dlf(xvy) = f/(xvy)hgnx{g} S L(anRk)7
de(xvy) = f,<x7y)|{0}><Rk € L(Rk>Rk)

Ist (xg,y0) € U x V' ein Punkt mit f(zo,y0) = 0 und ist daf(x0,y0) invertierbar,
so existieren offene Umgebungen Uy C U von xg und Vi C V' wvon yy sowie eine
stetig differenzierbare Abbildung n: Uy — Vi mit n(xo) = yo und

{(x,y) e Uy x Vi : f(z,y) =0} ={(z,n(x)) : x € Uy }. (12.11)

Insbesondere ist f(x,n(z)) =0 fir alle x € Uy. Ist auch noch dsf(x,n(x)) inver-
tierbar, so folgt

() = —(dof (z,7())) " di f (2, (). (12.12)
Speziell ist firn =k =1
oy — (@)
T = o Gy

Die Funktion n wird also implizit durch die Gleichung f(x,n(z)) = 0 definiert.
Wir konnen diese Funktion auffassen als lokale Parametrisierung der Losungs-
menge der Gleichung f(z,y) = 0, da diese durch (12.11) lokal als Graph der
Funktion n dargestellt wird. Ist f € C"™, so kann man wieder n € C™ zeigen.

Beweis Wir identifizieren lineare Abbildungen mit ihren Matrixdarstellungen
beziiglich der Standardbasis von R™. In diesem Sinn hat die Abbildung

w:UxV - R"xRF  (2,y) — (w,f(a:,y))

die Ableitung (= Jacobimatrix)




Aus der Invertierbarkeit von ds f (g, yo) folgt daher die von ¢'(xg, y0). Da ¢ stetig
differenzierbar ist, existiert nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion eine Um-
gebung W C U x V von (xg,%) so, dass |y : W — (W) C R x R* ein
Diffeomorphismus ist. Die Umkehrfunktion ¢ := (¢|w) ™" : (W) — W hat dann
die Gestalt

U(z,y) = (v,9(z,y)) mit g: (W) — R".

Wir definieren
n:{reR": (2,0) € (W)} = R* 2 g(z,0).
Dann ist ¢(z,0) = (z, g(z,0)) = (z,7(z)) und daher
(2,0) = ¢(¢(x,0)) = ¢(z,n(x)) = (2, f(x,n(x))),
also f(x,n(z)) = 0. Ist umgekehrt f(z,y) = 0 fiir (x,y) € W, so ist (z,y) =

(z,0) und daher (z,y) = v(z,0) = (z,9(x,0)) = (z,n(x)), also y = n(x). Dann
ist klar, dass

{(z,y) e W fla,y) = 0} = {(z,n(x)) € W: (2,0) € p(W)}. (12.13)

Wir wihlen nun offene Umgebungen U] von zy und Vi von yy so klein, dass
U; x V4 € W und dann eine Umgebung U; von xy mit n(U;) C V; (diese lédsst
sich finden, da 7 stetig ist). Dann folgt (12.11) aus (12.13), und 7 ist stetig
differenzierbar nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion.

Wir zeigen noch (12.12). Aus f(z,n(x)) = 0 fiir alle z € U; und
F(x,y) = (dif(x,y),do f (x,1))
folgt mit der Kettenregel (wir leiten f(x,7(z)) = 0 nach z ab):
0= f'(z,n(x)) o (id,n'(x)) = di f (w,n(x)) + do(f (2, n(2)) 01 (2) .
Ist do(f(x,n(x))) invertierbar, folgt hieraus (12.12). o

Beispiel 1 Wir betrachten den Einheitskreis, d.h. die Nullstellenmenge von
fR*—=R, (z,9)—a2*+y*—1.
Die lokale Auflosbarkeitsbedingung nach y lautet
of
0# — =2y .
# By (0, Yo) Yo

Fiir yy # 0 existieren also Funktionen 7 so, dass der Einheitskreis lokal als Graph
von 7 darstellbar ist. Fiir yo > 0 ist n(z) = v/1 — 22, und fiir yy < 0 haben wir
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n(x) = —v1 — 2% Fiir yo = 0 ist der Einheitskreis nicht lokal als Graph einer
Funktion von x darstellbar. Dafiir kann man um die Punkte (1,0) und (—1,0)
den Einheitskreis lokal als Graph einer Funktion von y darstellen. Wegen

0
a—i(mo,?JO) =29 # 0

ist in diesen Punkten némlich die lokale Auflosbarkeitsbedingung nach z erfiillt.
(Beachten Sie: es spielt keine Rolle, wie man den R™** in zwei Unterrdume E,
und By aufteilt. Wichtig ist nur, dass dof(z0,90) : Ea — RF invertierbar ist.)
Entsprechend erhalten wir Funktionen n(y) = /1 — 42 fiir zp > 0 und n(y) =

—/1 =92 fir < xg. ]

Beispiel 2 Die Funktion

2 _ .2
f : R3 - ]R27 (I,y,Z) = ($2 y2)

r~ —z

20 -2y O
20 0 =2z )~
Die Auflosbarkeitsbedingung nach (y, z) ist erfiillt, wenn

det(m(xo,yo, zo)> = det ( 0 —9s ) = 4ygzg # 0.

hat die Jacobimatrix

Ist dagegen

(9f . 2?[70 0 o
det(m(iﬂo,yo,ZO)) = det ( on _220 ) = —4$OZO §£ O,

so erhalten wir die lokale Auflosbarkeit nach dem Variablenpaar (z, z). Hier steht

% fiir die Jacobimatrix von f, betrachtet als Funktion von y und z. [

Beispiel 3 Sei f: R" x R — R die Funktion
n—1
flat)=t"+Y  ntt.
k=0

Dann ist f(x,t) = 0 genau dann, wenn ¢ eine Nullstelle des Polynoms P, (t) :=
f(z,t) ist. Sei t, eine einfache Nullstelle von P,, d.h. sei P, (to) = 0 und P, (to) #
0. Dann ist

of

5 (@osto) = Py, (to) # 0.

Also ist f(z,t) lokal nach ¢ auflosbar. n
Wir haben in Beispiel 3 die folgende bemerkenswerte Aussage bewiesen:

Die einfachen Nullstellen eines Polynoms hdingen lokal beliebig oft differenzierbar
von den Koeffizienten des Polynoms ab.
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12.4 Untermannigfaltigkeiten des R"

Wir haben im vorigen Abschnitt Losungsmengen von Gleichungen lokal als Funk-
tionsgraphen dargestellt. Der folgende Begriff beschreibt allgemein Teilmengen
des R™, die sich so darstellen lassen (unabhéngig davon, ob sie Losungsmenge
einer Gleichung sind).

Definition 12.8 Eine Teilmenge M C R" heifit k-dimensionale C™-Unterman-
nigfaltigkeit, wenn gilt: Fiir jedes x € M gibt es offene Mengen U C R"™ und
U’ C R" mit € U und einen C™-Diffeomorphismus

0:U—U" mit pUNM)=U"nN(R"x{0}).

Eine solche Abbildung heifit Umgebungskarte. Eine Familie (¢,);e; von Umge-
bungskarten ¢; : U; — Uj von M heit Umgebungsatlas von M, wenn M C

UjeJ Uj'

Rnfk Rnfk
M
1%
T
U" = ()
U Rk N Rk
o(z)
@(M)

Eine Mannigfaltigkeit ist also eine Menge, die in geeigneten krummlinigen Koor-
dinaten (beschrieben durch ) lokal wie R¥ in R" aussieht.

Beispiel 1 (Funktionsgraphen) Sei V' C RF offen und f : V — R" stetig diffe-
renzierbar. Wir zeigen, dass der Graph von f, d.h. die Menge

M :={(z, f(z)) eR"*" : 2 €V}

eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R¥*" ist. Dazu sei U := V x R".
Diese Menge ist offen und enthélt M (ist also eine offene Umgebung jedes Punktes
von M). Die Abbildung

p:U—=U, (2,y) (z,y— f(2))
ist ein Diffeomorphismus von U mit der Umkehrabbildung

et U —=U, (z,y)— (x,erf(:E)).
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Weiter ist
o(UNM)=p(M)=V x {0} =UnR"x{0}).

Die Abbildung ¢ liefert also einen einelementigen Umgebungsatlas von M. [
Beispiel 2 Wir zeigen, dass die n-Sphére

n+1
§" = {z eR™ : oo =1} = {z e R Y Jaif = 1)

i=1

eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R"*! ist. Dazu betrachten wir fiir
jedes j =1,...,n+ 1 die Mengen

U :={z e R"": me <1, £z; > 0}.
i#]

Jede dieser Mengen ist offen, und diese Mengen iiberdecken S™. Weiter: die Ab-
bildungen

+ . + n+1
ng 'Uj — R ) (xla"'aanrl) =

—> (l’l, C. 71‘j,1,$‘j+1, . ,Z‘n+1,flfj + (1 — ZZ’?)I/2)
1#£]

sind Diffeomorphismen von U ji auf gof(U ji) (warum?), und es gilt
7 (U5 NS") = o7 (U7) N (R" x {0}).

Die 2(n + 1) Umgebungskarten cpji, j =1,...,n+ 1, bilden also einen Umge-
bungsatlas von S™. ]

Beispiel 3 Sei A : R* — R* eine lineare Abbildung. Dann ist ker A eine lineare
Mannigfaltigkeit der Dimension dimker A = n — rang A im Sinne der linearen
Algebra. Der Kern von A ist auch eine Untermannigfaltigkeit von R™ der Dimen-
sion n — rank A im Sinne von Definition 12.8. Dazu schreiben wir R" als direkte
Summe ker A+ N, withlen lineare Isomorphismen

Jy :ker A — Rrraned g N, Rrans4
und definieren
0 :R" =ker A+ N — R" = Rrrangd 5 Rrangd - by v (Ji, Joy) . o

Den folgenden Satz kann man als eine globale Version des Satzes iiber implizite
Funktionen auffassen. Er gibt nicht nur Auskunft iiber die lokale Struktur der
Losungsmenge einer Gleichung, sondern iiber deren globale Struktur.
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Definition 12.9 Sei U C R" offen und f : U — RF ecine differenzierbare Funk-
tion. Wir nennen x € U einen kritischen Punkt und f(x) € R* einen kritischen
Wert, wenn

rang (f'(z)) < k.

Ein Punkt y € R* heifit regulirer Wert, wenn sein volles Urbild f~*(y) keine
kritischen Punkte enthdlt.

Satz 12.10 (Rangsatz) Sei U C R" offen und f : U — R* eine C™-Abbildung.
Ist w € f(U) ein regulirer Wert, so ist das volle Urbild f~'(w) eine n—k-
dimensionale C"™-Untermannigfaltigkeit von R™.

Im Spezialfall n = 2, k = 1 heiBen die Mengen f~'(w) Héhenlinien von f.
Allgemeiner spricht man fiir n > 2 von Niveaufidchen.

Beweis Wir kénnen davon ausgehen, dass w = 0 ist (andernfalls wenden wir die
folgenden Uberlegungen auf die Funktion f : U — R* 2z + f(x) —w an). Sei
also u € U ein Punkt mit f(u) = 0. Nach Voraussetzung ist

0 i k,n
rang f'(u) = rang (89{)1,3'—1 =k.
0.B.d.A. kénnen wir weiter annehmen, dass die ersten k Spalten der Matrix (%)

linear unabhéngig sind (andernfalls nummerieren wir die Koordinaten x; um). Sei
nun

p:U—-R" (fl(x),...,fk(x),xkﬂ,...,xn).

or, )\ B op )\ o
<8mj>i1,j1 <3m1>¢1,jk+1

Juy=| 0 ...0 1 .0

Dann ist

0 ... 0 0 ... 1
eine invertierbare Matrix. Nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion gibt es eine

offene Umgebung W C U von u so, dass ¢|w : W — ¢(W) ein Diffeomorphismus
ist. Dann ist

(SO NW) = ({0} x R"F) np(W).

Also ist ¢ eine Umgebungskarte von f~(0) um u. Dau € f~1(0) beliebig gewihlt
war, folgt die Behauptung. [

Beispiel 4 Sei f : R? — R, (z,y) — a* — y*. Dann ist f'(z,y) = (423, —4y?).
Folglich ist (0,0) € R? der einzige kritische Punkt und w = 0 € R der einzige
kritische Wert von f. Fiir w # 0 sind also alle Hohenlinien von f glatte eindimen-
sionale Untermannigfaltigkeiten von R2. Fiir w = 0 ist die zugehorige Hohenlinie
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keine Untermannigfaltigkeit (sie besteht aus zwei Geraden, die sich in der Null
schneiden). n

Beispiel 5 Sei A € L(R",R™) symmetrisch und invertierbar und
fR" >R, z+ (Az,x).

Aus
(A(x + h),x + h) — (Az,z) = (Ax, h) + (Ah,z) + (Ah, h)

folgt sofort
f'(x)h = 2(Ax, h) = 22" Ah,

also f'(z) = 227 A € L(R",R). Da A invertierbar ist, ist z € R" genau dann
kritisch, wenn x = 0 € R", und w = 0 € R ist der einzige kritische Wert von f.
Ist beispielsweise A = diag (A1, ..., A,) mit A; > 0, und ist ¢ > 0, so erhalten wir,
dass die Ellipsoide

1) ={xr eR": i)\zxf =t}

glatte n — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeiten von R™ sind. Insbesondere ist
S"~1 eine n—1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ (vgl. Beispiel 2).

12.5 Extrema unter Nebenbedingungen

In Kapitel 10 haben wir Extrema von Funktionen studiert, die auf einer offenen
Teilmenge des R™ definiert sind. Wir betrachten nun eine Situation, die in prak-
tischen Problemen viel hidufiger ist: wir suchen Extrema von Funktionen unter
Nebenbedingungen, d.h. Extrema von Funktionen auf Untermannigfaltigkeiten
des R™. Wir wollen dabei vermeiden, durch eine geeignete Parametrisierung der
Untermannigfaltigkeit das Problem auf die in Kapitel 10 betrachtete Situation
zuriickfiihren, da dies in der Regel recht schwierig ist.

Wir prézisieren zunéchst die Problemstellung. Sei U C R™*" eine offene Menge,
und f : U — R sei stetig differenzierbar. Weiter sei g : U — R” eine stetig
differenzierbare Funktion, fiir die 0 € R™ ein reguldrer Wert ist. Dann ist

M:={xeU: g(x)=0}

eine m-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit in R™"". Wir sagen, dass u € U
ein lokales Minimum (Mazimum) von f unter der Nebenbedingung M oder g =0
ist, wenn v € M und wenn es eine Umgebung V' von u so gibt, dass f(x) > f(u)
(bzw. f(z) < f(u)) fiir alle z € V N M.
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Satz 12.11 Unter den soeben getroffenen Voraussetzungen gilt: Ist w € U ein
lokales Extremum von f unter der Nebenbedingung g = 0, so gibt es reelle Zahlen
A, ..., A\, S0, dass

Fu) =D Xigi(w). (12.14)

Diese Zahlen \; heiflen auch Lagrange-Multiplikatoren.

Beweis Nach Satz 12.10 ist M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit von R™*",
Wir finden also eine Umgebung W C U von u und einen Diffeomorphismus
o : W — (W) C R™™ mit

(W N M) =pW)n (R™x{0}).
Wir schreiben (W) N (R™ x {0}) als
{(y,0) eER™" X R": y € V}
mit einer offenen Menge V' C R™ und definieren
VvV —=U, y— o (y,0). (12.15)

Offenbar ist ¢ eine Bijektion von V' auf W N M. Die Abbildung ¢ ist auch stetig
differenzierbar. Mit der linearen Abbildung

E:R™ -R" xR", y~—(y,0)

kénnen wir ndmlich 1 auffassen als Einschrinkung von ¢~ o E auf V. Die Ein-
schrankung F|y ist aber differenzierbar, und ihre Ableitung ist in jedem Punkt
gleich E. Aus pot) = E|y folgt auerdem mit der Kettenregel ¢'(¢(y))-¢'(y) = E.
Fiir v := p(u) is also insbesondere rang ¢’ (v) = rang £ = m.

Nach diesen Voriiberlegungen nun zum eigentlichen Beweis. Die Funktion f o) :
V' — R hat in v ein lokales Extremum (ohne Nebenbedingungen!). Es ist also

(fow)(v) = f'(¥(v)) 0¥/ (v) = f'(u) o ¢/(v) = 0. (12.16)

Auflerdem gilt fiir jedes i = 1,...,n, dass ¢;(¢(y)) = 0 fiir y € V. Differenzieren
liefert g;(v(y)) - ¥'(y) = 0 und insbesondere

giw) o' (v)y=0 firi=1,...,n. (12.17)
Damit ist klar, dass im¢’(v) C ker ¢’(u). Nun ist aber

dimker ¢'(u) + rang ¢'(u) = dimker ¢'(u) + n =m +n,
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also dimker ¢’(u) = m. Hieraus folgt wegen rang’(v) = m sogar

im )’ (v) = ker ¢'(u) .
Ist nun w € im v’ (v), so folgt aus (12.16) und (12.17), dass

f(w)w — gy (w)w — ... — Mgl (w)w =0 (12.18)
fiir beliebige \1,..., A, € R. Um die Behauptung zu zeigen, miissen wir noch
die Vektoren aus dem orthogonalen Komplement W von im’(v) betrachten.
Sei wy,...,w, eine Basis von W. Wir bestimmen Aq{,...,\, aus dem linearen
Gleichungssystem

flww, — Mgi(w)wy —...— Mg (w)w; = 0
fww, — Mgi(ww, —...— \gl(w)w, = 0.

Dazu miissen wir uns lediglich klarmachen, dass die Matrix

gi(wwr ... g, (u)w

g(Wwy ... gp(w)w,
invertierbar ist. Wére sie das nicht, so wéren ihre Zeilen linear abhéingig. Es gébe
also Zahlen pq, ..., u,, die nicht alle gleich Null sind, so dass
(g (wwe, ..., g (ww) + ...+ p (g1 (Wwy, . .., g (w)w,) =0
bzw.
gww=...=4g (W)w=0
mit w = pwi+. ..+ puw,. Der Vektor w liegt also im Kern von ¢'(u). Daw € W,

und da W senkrecht zu diesem Kern steht, folgt w = 0. Da aber die w; linear
unabhéngig sind, folgt p; = ... = pu, = 0, ein Widerspruch.

Wir kénnen also die \; aus dem Gleichungssystem eindeutig bestimmen. Da die
w; den Raum W aufspannen, folgt

f(w)w — gy (ww — ... — A\pgl (w)w =0
fiir alle w € W und folglich fiir alle w € R™*". [

Zur praktischen Bestimmung lokaler Extrema unter Nebenbedingungen muss man
also das System

of g1 Ign

_ =\ —= — =1,...

D (x) Alaxk (x) 4+ ...+ An@xk () , k=1,...,m+n (12.19)
ge(x) =0 , L=1,...,n
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bestehend aus m+2n Gleichungen fiir die m+2n Unbekannten = (z1, ..., Zyim)
und Aq, ..., A, l6sen und die erhaltenen extremwertverdiachtigen Punkte auf ihre
Extremaleigenschaften untersuchen. Es ist hilfreich, sich die Funktion

G(x1, .oy s Ty ALy ey An) o= () — Mgr(x) — ... — Augn(2)

zu merken. Sucht man ndmlich die extremwertverdachtigen Punkte von GG durch
partielles Ableiten nach jeder der Variablen x;, A; und anschlieSendes Nullsetzen,
so gelangt man gerade zum System (12.19).

Beispiel 1 Gesucht sind Maximum und Minimum der Funktion f(x,y) = xy un-
ter der Nebenbedingung g(z,y) := 22 +y*—1 = 0, d.h. auf der Einheitskreislinie.
Die Matrix

9'(z,y) = (27,2y)

hat offenbar in jedem Punkt der Einheitskreislinie den Rang 1, so dass Satz 12.11
anwendbar ist. Wir betrachten die Funktion

Gz, y, A) = f(x,y) = Ag(z,y) = 2y — A2® +y° — 1)

und setzen ihre partiellen Ableitungen Null:

ﬁz() = y— 2z =0,
Ox

a—Gzo = x—2\y =0,
dy

oG 2 2 _

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit y und die zweite mit z und finden

2? = y?, woraus zusammen mit der dritten Gleichung fiir (x,y) die Paare

(1 1)( 1 1)(1 1)( 1 1)
in Frage kommen. Diese losen tatséchlich das System (die ersten beiden Paare
mit A = 1/2, die anderen mit A = —1/2). Als Funktionswert ergibt sich fiir die
ersten beiden Paare 1/2, fiir die anderen —1/2. Da die Funktion f Maximum und

Minimum auf der Einheitskreislinie besitzen muss, ist 1/2 das Maximum und
—1/2 das Minimum von f. ]

Beispiel 2 Sei A eine symmetrische k x k Matrix. Wir suchen die extremwert-
verdichtigen Punkte von f(z) = (Az,x) auf der Sphire S¥~! C R* d.h. unter
der Nebenbedingung g(z) = ||z]|> — 1 = 0. Hier ist n = 1 und m = k — 1, also
m-+2n==~k+ 1.
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Die Ableitung von f(z) = (Ax,z) ist f'(z) = 22T A (vgl. Beispiel 5 in 12.4) und
die von g(y) = ||z[|> = 1 = {(x,2) — 1 ist ¢’(x) = 227. Damit ist klar, dass die
Rangbedingung erfiillt ist. Das zu l6sende Gleichungssystem ist also

fl(x) = \g'(z) =227 A - 2)2" = 0,
g(x)=z|* -1 = 0,

bzw. nach Transponieren
Az =Xz, |z|*=1.

Ein Punkt € S*7! ist also genau dann extremwertverdichtig, wenn er Eigen-
vektor zum Eigenwert \ ist. Wegen f(x) = (Ax, x) ergibt sich fiir die zugehorigen
Funktionswerte

flz) = (Az,z) = Mz, x) = \.

Folglich wird f in x genau dann minimal (maximal), wenn z ein Eigenvektor
zum kleinsten (grofiten) Eigenwert von A ist. Man beachte: die stetige Funktion
f nimmt auf der kompakten Menge S¥~! ihr Maximum an, woraus folgt, dass A
mindestens einen reellen Eigenwert besitzen muss. Es ist also

A
max (Az, ) = groBiter Eigenwert von A,
220 (T, T)
A
min (Az, z) = Kkleinster Eigenwert von A. n
x#0 <{L‘, JZ>
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