11 Kurvenintegrale

Wir haben bisher ausschliellich Integrale iiber Intervallen betrachtet. Ein Ziel
dieses Kapitels ist es, Integrale iiber Kurven zu erklédren. Besonders interessiert
uns die Frage, wann ein solches Integral nur vom Anfangs- und Endpunkt der
Kurve abhéngt.

11.1 Wege und Kurven

Unter einem Weg im R™ verstehen wir eine stetige Abbildung v : [a,b] — R™. Die
Punkte v(a) und v(b) heien Anfangs- bzw. Endpunkt des Weges. Ist v : [a, b] —
R"™ ein Weg, so heifit sein Wertebereich

C:={y(t) eR": t €a,b]}

die zugehorige Kurve. Man beachte: ein Weg + ist eine Abbildung, die zugehérige
Kurve eine Punktmenge. Man sagt auch, dass durch v eine Parametrisierung der
Kurve I" gegeben ist.

Ein Weg v : [a,b] — R", 7(t) = (n(?), ... ,%(t))T heifit (stetig) differenzierbar,
wenn jede seiner Komponenten v; : [a,b] — R (stetig) differenzierbar ist. In

diesem Fall heifit
Y(t) = (t) = (Vi (t), ..., 7 (1))

die Ableitung (oder der Geschwindigkeitsvektor) von + in ¢, und die Zahl

ol = (3 por) "

die Geschwindigkeit von + in t. Falls v/(ty) # 0, so beschreibt

T

g:R—-R" (o) +9/(t)t
die Tangente an v im Punkt .
Beispiele 1. Fiir jedes n € Z\{0} ist
Yo i [0,271] — R? i+ (cosnt, sinnt)”

ein Weg. Alle diese Wege beschreiben die gleiche Kurve im R?, nimlich die Ein-
heitskreislinie.

2. Eine Ellipse um den Ursprung mit den Hauptachsen a,b wird durch den Weg
v :[0,27] — R? ¢+ (a cost, b sint)T parametrisiert.

3. Fir a,b € R™ wird durch v : [0,1] — R", t — a + t(b — a) ein Weg definiert.
Die zugehorige Kurve ist die Strecke [a, b].
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4. Die Neilsche Parabely : R — R? t +— (t2,1) ist iiberall differenzierbar, obwohl
die zugehorige Kurve eine Spitze in 0 hat.

5. Eine Schraubenlinie im R?® 148t sich durch den Weg v : R — R?, t
(cost, sint, t)T beschreiben.

6. Jede stetige Funktion f : [a,b] — R definiert einen Weg v : [a,b] — R
t— (t, f (t)) Die zugehorige Kurve ist der Graph der Funktion. n

Wie das erste dieser Beispiele zeigt, kann ein Weg Teile einer Kurve mehrfach
durchlaufen. Will man dies ausschliefen, muss man verlangen, dass je zwei Punk-
ten t1,ty € [a,b] mit t; # to unterschiedliche Punkte ~(¢;), v(t2) entsprechen.
Da wir auch geschlossene Wege betrachten wollen (d.h. solche mit vy(a) = (b)),
schlieBen wir Anfangs- und Endpunkt von dieser Forderung aus.

Definition 11.1 Fin Weg v : [a,b] — R™ heifst Jordanweg, wenn fir beliebige
Punkte s,t € |a,b] mit s < t und y(s) = v(t) folgt: s = a, t = b. Eine Kurve
heifst Jordankurve, wenn sie durch einen Jordanweg beschrieben werden kann.

Mit moglicher Ausnahme ihrer Endpunkte sind Jordankurven also doppelpunkt-
frei. Die oben betrachteten Beispiele haben diese Eigenschaft. Kurven (oder We-
ge) sind wesentlich kompliziertere Objekte als es unsere Anschauung erwarten
18t. So gibt es Kurven, die ein Quadrat im R? komplett ausfiillen (Peano-Kurve),
und Kurven, die in keinem Punkt eine Tangente besitzen (Koch’sche Schnee-
flocke). Umso bemerkenswerter ist der folgende Satz, der unserer Anschauung
perfekt entspricht, dessen Beweis jedoch auflerordentlich schwierig ist.

Satz 11.2 (Jordanscher Kurvensatz) Jede geschlossene Jordankurve I' C R?
zerlegt den R* in zwei Gebiete Gy, Gy, die von ihr berandet werden (d.h. R* =
G UT' UGy, 0G, = 0Gy = T'). Genau eines dieser Gebiete — es heifit das
Innengebiet von I' — ist beschrdnkt.

11.2 Rektifizierbare Wege und Bogenlinge

Wir wollen nun die Lénge eines Weges
v : [a,b] — R™ definieren und berech-

nen. Sei Z := {tg,...,t,} mit a = y(t1) ~(b) = ~(t3)
to < t1 < ... < t,, = b eine Zerle- /\/
gung von [a, b]. Wir verbinden fiir jedes

i die Punkte (¢;) und ~(t;41) durch ei- (@) = 7(to) ¥(t2)

ne Strecke und erhalten einen Polygon-
zug der Lange

L(Z7) = Y Ihltia) =20
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Wir erwarten, dass sich bei Verfeinerung von Z die Léange des Polygonzuges der
,Lénge von v anndhert“. Da sich bei Verfeinerung von Z die Zahl L(Z,~y) niemals
verkleinert, definieren wir:

Definition 11.3 FEin Weg~y : [a,b] — R™ heifit rektifizierbar, wenn sup L(Z, ) <
00, wobei das Supremum iber alle Zerlegungen Z von [a,b] genommen wird. Ist
v rektifizierbar, so heifst die Zahl L(7y) := sup L(Z,~) die Wegliange von ~.

Das folgende Beispiel zeigt, dass nicht jeder Weg rektifizierbar ist.

Beispiel Der durch die stetige Funktion
0 firt =20
f:00,1]—-R, t—
tcos®  fiirt e (0,1]

definierte Weg ~ : [0,1] — R?, ¢ +— (¢, f(¢)) ist nicht rektifizierbar. Fiir die
Punkte ¢, := 1/n gilt ndmlich

(n+1)m)  cos(nm)

[v(tnr1) =v@)llz = |f(tnsr) — f(ta)| = ‘COS(

n+1 n
—1)n —1)" 1 1 1
TG R G T SO
n+1 n n+1 n n
und die harmonische Reihe > 1/n divergiert. m
n=1

Fiir jeden Weg 7 : [a,b] — R™ und jedes ¢ € (a, b) sind auch v := 7|, und v, :=
V.5 Wege. Man iiberzeugt sich leicht davon, dass v genau dann rektifizierbar ist,
wenn 7, und 7, rektifizierbar sind und dass in diesem Fall L(y) = L(v1) + L(72)
ist. Schliellich definieren wir die Weglingenfunktion

0 firt=a
s:la,b] = R, t )

L(Y|ay)  fiirt € (a,b].
Dann ist s(b) also gerade die Linge des Gesamtweges .

Satz 11.4 Fir jeden rektifizierbaren Weg ist seine Weglingenfunktion stetig.

Einen Beweis finden Sie in Heuser, Analysis II, Satz 177.3. Unter starkeren Vor-
aussetzungen an vy wollen wir nun Wegléngen berechnen.

Satz 11.5 Der Weg v : [a,b] — R™ sei stetig differenzierbar. Dann ist v rekti-
fizierbar, die Weglingenfunktion s von ~ ist stetig differenzierbar, und fir alle
t € la,b] gilt $'(t) = || (t)||2. Die Lange L(y) von v ist gleich

L(y) = / S ()t — / AT A (11.1)
wobei y(t) = (n(t),. .. ,’yn(t))T.
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Beweis Wir benutzen im Beweis Integrale von vektorwertigen Funktionen, die
wir komponentenweise erkldaren.

Sei Z = {tg,...,tn} eine Zerlegung von [a,b], d.h. a =ty < t; < ... <ty =D.
Mit der Dreiecksungleichung fiir Integrale ist

tit1 tit1
i) =@l = | [ 0], < [T @l
t;

ti

und Aufsummieren liefert
m—1 b
LZ2) = S It =@l < [ WOl dr
i=0 a

Alle Polygonzuglidngen sind also durch eine von Z unabhéngige Konstante nach
oben beschrankt. Folglich ist v rektifizierbar, und

Mw—gw@ws/wmmw. (11.2)

Sei nun t € [a,b) und h > 0 so, dass t + h < b. Dann ist sicher die Lénge der
Strecke von (t) bis y(t + h) nicht grofer als die Liange des Weges von 7(t) bis
v(t+ h):

[(t+h) = ()l < s(t 4 h) — s(t).

Wenden wir (11.2) speziell auf den Weg 7|45 an, folgt

s(t+h)—s(t) 1 [tth
<=0 o T 6
2 t

‘P@+m—7@
h

Fiir b\, 0 strebt die linke Seite dieser Abschétzung gegen ||7/(t)||2, und die rechte
Seite konvergiert nach dem Mittelwertsatz fiir Integrale gegen den gleichen Wert:

1 t+h .
i [ WOl = Iy mitt<e <o+,
¢
Also existiert die rechtsseitige Ableitung von s in ¢ und ist gleich ||7/(¢)]|. Analog
zeigt man die Differenzierbarkeit von links. Aus s'(¢t) = ||7/(¢)|| folgt nun sofort
die Behauptung (11.1). m

Beispiel 1 (Kreise und Ellipsen) Sei a > 0. Fiir den Weg
v:[0,27] = R? ¢+ (a cost, asint)

haben wir

2m 2m 2m
L(v) = VAL )2+ b2 dt = Va2 sin®t + a2 cos? t dt = / adt = 27a .
0 0 0
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Die durch « beschriebene Kurve ist eine Kreislinie vom Radius a. Analog fiihrt
die Berechnung der Linge des Weges

v:[0,27] = R? ¢+ (acost, bsint) mita>b>0

(dessen zugehorige Kurve eine Ellipse ist) auf das Integral

21 27
L(vy) = / Va2sin?t + b2 cos? t dt = a/ V1 —¢e2cos?tdt (11.3)
0 0

mit € := 1 /a? — b? (die sog. numerische Exzentrizitit der Ellipse). Das Integral
in (11.3) ist (fiir € > 0) ein sog. elliptisches Integral und lafit sich nicht mit Hilfe
elementarer Funktionen geschlossen darstellen. [

Beispiel 2 (Funktionsgraphen) Ist f : [a,b] — R eine stetig differenzierbare
Funktion und ~v: [a,b] — R?, t — (¢, f(t)) der durch f induzierte Weg, so redu-
ziert sich (11.1) auf

L(y):/ V14 f(t)2de. n

Haben wir in Beispiel 1 mit L(y) = 2ma tatséchlich den Kreisumfang (d.h. die
Lange einer Kurve) berechnet? Was wir berechnet haben, ist die Léinge eines
Weges. Um hieraus zu einem verniinftigen Begriff einer Kurvenlinge zu gelan-
gen, miissen wir zunéchst dafiir sorgen, dass der Weg jeden Teil der Kurve nur
einmal durchlduft, d.h. wir betrachten ausschliellich Jordanwege bzw. Jordan-
kurven. Selbst fiir Jordankurven ist damit die Kurvenldnge noch nicht eindeutig
festgelegt. Es konnte ja sein, dass ein- und dieselbe Jordankurve durch verschie-
dene Jordanwege mit verschiedenen Wegléngen parametrisiert werden kann. Der
folgende Satz kléart dieses Problem.

Satz 11.6 Sei vy eine Jordankurve, die eine Darstellung durch einen rektifizier-
baren Jordanweg besitzt. Dann sind alle Jordandarstellungen rektifizierbar und
haben ein- und dieselbe Weglinge.

Die gemeinsame Weglinge nennen wir die Ldnge einer Kurve I'. Erst mit diesem
Satz kénnen wir sagen, dass ein Kreis mit Radius a einen Umfang 2wa besitzt (und
dass auch Ellipsen einen Umfang besitzen, auch wenn wir ihn nicht elementar
angeben konnen).

Beweisidee Wir zeigen die Aussage nur fiir stetig differenzierbare Wege. Einen
allgemeinen Beweis finden Sie in Heuser, Analysis I, Satz 178.3. Zunéchst eine
Vorbemerkung. Ist v : [a,b] — R" ein Weg mit zugehoriger Kurve T' und ist
¢ : |, B] — |a,b] eine stetige Bijektion, so ist vy o ¢: [a, ] — R™ ebenfalls ein
Weg, der auf die Kurve I' fithrt. Da ¢ stetig und bijektiv ist, tritt einer der
folgenden Fille ein (Satz 6.41):
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(a)  wichst streng monoton. Dann heifit ¢ orientierungserhaltend.
(b) o fillt streng monoton. Dann heiit ¢ orientierungsumkehrend.

Sind insbesondere ¢ und gp 1) stetig differenzierbar, so folgt aus ¢~ (p(t

) =
mit der Kettenregel o=V (¢(t)) - ¢'(t) = 1, d.h. es ist /() # 0 fiir alle ¢ € [a, ﬁ]
d

Es ist klar, dass ¢ genau dann orlentlerungserhaltend (bzw. -umkehrend) ist,
wenn ¢'(t) > 0 (bzw. < 0) fiir alle ¢ € [«, 5] ist.

Sei nun 7 : [a, b] — R™ ein stetig differenzierbarer Weg und ¢ : [, 5] — [a, b] eine
stetig differenzierbare und orientierungserhaltende Bijektion. Dann ist

Liyoy) = / Iy 0 ) (8)]l2dt = /rw (1)l dt

=/||7 Dl (1) dt = /||7 Y2 d = L(3).

Ein dhnlicher Beweis erfolgt fiir orientierungsumkehrendes ¢. [

Sei 7y : [a,b] — R™ stetig differenzierbar. Dann kann — wie wir gesehen haben —

die Lange des Weges v durch f |7/ (t)]|2 dt berechnet werden. Ist I' die durch ~y
definierte Kurve und f : I' — R™ eine Funktion, fiir die fovy Riemann-integrierbar
ist, so definiert man allgemeiner das Integral von f entlang v durch

/ f = / FE) I (1)1 dt (11.4)

(fiir m > 1 berechnen wir das Integral auf der rechten Seite komponentenwei-
se). Insbesondere ist also fv 1 = L(v), und ist v : [a,b] — [a,b] die identische

Abbildung, so ist
b
[=[ ra
o a

das iibliche Riemann-Integral. Man kann — dhnlich wie im Beweis von Satz 11.6
— zeigen, dass f7 f von der Parametrisierung von I' unabhéngig ist.

In die Definition des Kurvenintegrals (11.4) geht nur die Linge des Geschwindig-
keitsvektors 7/(¢) ein, nicht seine Richtung. Dies ist fiir Anwendungen oft nicht
ausreichend (man denke etwa an einen Korper, der sich entlang eines Weges ~y
in einem Kraftfeld bewegt und bei dem die verrichtete Arbeit berechnet werden
soll). In den néchsten Abschnitten werden wir uns einen angemessenen Begriff
eines Kurvenintegrals erarbeiten.

11.3 Wegintegrale

Das folgende Beispiel soll die einzufiihrenden Begriffe motivieren.
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Beispiel In einer offenen Menge U C R3 sei das Vektorfeld F' = (Fy, Iy, Fy):
U — R?® gegeben, das wir uns als zeitlich konstantes Kraftfeld denken. Ist ~ :
la,b] — U ein stetig differenzierbarer Weg, so interpretieren wir das Integral

[ ). 3w = [ 3" R d (115

a =1

als Arbeit, die man aufwenden muss, um sich vom Punkt v(a) zum Punkt ~(b)
entlang des Weges v zu bewegen. Dies ist dadurch gerechtfertigt, dass man fiir
ein kleines Wegstiick ndherungsweise annehmen kann, dass F' konstant ist und

dass
t—1t,;

t) = y(t;
(0 =20 + 7=

(V(tis1) —(t:))

gilt. Dann ist

(F'(v(t:), ¥(t:)) (tiga — i) = (F(v(ta)), v(tiva) —v(t:))

und dieser Ausdruck ist proportional zur Weglange, zur Grofle des Kraftfeldes
und zum Kosinus des Winkels « zwischen Weg- und Kraftvektor:

(F(y(t), v(tira) = 7(t:)) = cos e [F (@) | 1y (Eira) = (&) -

Steht insbesondere das Kraftfeld senkrecht zur Wegrichtung, so wird keine Arbeit
verrichtet. ]

Wir werden uns also mit Integralen der Gestalt (11.5), d.h. mit fab(f(y(t)), F(t)) dt
befassen miissen, wobei f ein Vektorfeld ist. Dazu treffen wir folgende Definition.

Definition 11.7 Seien v : [a,b] — R" ein stetig differenzierbarer Weg mit zu-
gehoriger Kurve T und f = (f1,..., fn) : ' = R" ein stetiges Vektorfeld. Dann
definieren wir das Wegintegral von [ entlang v durch

[ e [ S pa@) i ar (11.6)

Anstelle von (11.6) findet man auch die Schreibweise

/fld:cl—l—...—i—fnd:cn,
Y

die man im Rahmen der Theorie der Pfaffschen Formen verstehen kann (vgl.
Barner/Flohr, Analysis II, Abschnitt 17.1). Unter Verwendung von Riemann-
Stieltjes-Integralen kann man fv f - dx fiir beliebige rektifizierbare Wege ~ und

stetige Vektorfelder f auf I' definieren und berechnen (vgl. Heuser, Analysis 2,
Abschnitt 180).
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Der Weg v : [a,b] — R™ heifit stickweise stetig differenzierbar, wenn es eine
Zerlegung a = xg < x1 < ... < x,, = b des Intervalles [a, b] so gibt, dass die Wege

/7(1) = ,Y|[:L‘i,xi+1] : [xia xi—i—l] - Rn7 L= 07 s, — 1

stetig differenzierbar sind. Fiir stiickweise stetig differenzierbare Wege ~ und ste-
tige Vektorfelder f definieren wir das Wegintegral durch

/vf-d:c:g/w)f-dx.

Die folgenden Eigenschaften von Wegintegralen sind leicht zu sehen. Dabei ist
ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg, und f und ¢ sind stetige Vektorfelder.

(a) /V(f—l—g)-da::/vf-dx—k/vg-dx, /V(Cf)-dx:c/vfdx.

(b) Fiir jeden Weg v : [a,b] — R™ bezeichne v~ : [a, b] — R"™ den entgegengesetz-
ten Weg, d.h. v~ (t) := v(a+b—t). Offenbar beschreiben v und v~ die gleiche
Kurve, die nur in unterschiedlicher Richtung durchlaufen wird. Es gilt

Af-dx:—l_f-dx.

(¢) Ist vy : [a,b] — R™ ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg und ¢ € (a, b),
so sind auch ~v; := 7|[ ] und vy = 7|[ . stiickweise stetig differenzierbare

/f~dx:/lf-dx+/2f-dx.

[ £+ do] < maxs@)l - 20,
ol

Wege, und es gilt

(d)

Wir untersuchen nun, inwieweit [ f-dz tatséichlich vom Weg ~ oder nur von der
durch v definierten Kurve abhéngt.

Satz 11.8 Seien 7 : [a,b] — R™ ein stetig differenzierbarer Weg, f : I' — R™ ein
stetiges Vektorfeld, und ¢ : [, B] — [a, b] eine stetig differenzierbare Bijektion mit
o(a) = a und () =b. Dann ist yo ¢ : [a, B] — R" ein stetig differenzierbarer
Weg mit der gleichen Bildkurve wie vy und den gleichen Anfangs- und Endpunkten,

und es gilt
/f ~dx = / f-dx.
g Yoy
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Beweis Mit Ketten- und Substitutionsregel finden wir

/wowf'dx N /j<f((70¢)(t))y(7090)’(75)>dt
_ /j <f<(7ng)(t)),ry’((p(t))gpl(t>>dt
_ /j <f(('yogp)(t)),y(gp(t))w/(t) @t

_ /ab<f(7(s)),7’(s)>ds:[{f-dm. .

Analog zeigt man, dass fiir jede stetig differenzierbare Bijektion ¢ : [«, 5] — [a, D]
mit p(a) = b, p(F) = a gilt:

/O f-dx:—/f-dx.

Bei Umkehrung der Orientierung dndert das Kurvenintegral also sein Vorzeichen.

Beispiel 1 Ein Punkt P bewege sich auf dem Weg

f h

v:10,27] — R?  t+ (a cost, a sint, 2—15)
7r
von ¥(0) = (a,0,0) nach v(27) = (a,0,h). Dabei wirke eine Kraft F(z,y,z) =
(Fy, Fy, F3) = —a(x,y, z) mit a > 0. Fir die zu leistende Arbeit finden wir
2m
[ Fdo= [ (RGO + RO + BO@R0) d
0% 0

— /027r ((—aa cost)(—a sint) + (—aa sint)(a cost) + (_04 i t) (£)> dt

2w

2 27 2 2 2

_ . h / tdt:—ah (2m) :_ah -
(2m)2 J, (2m)2 2 2

Bewegen wir P unter Einfluss der gleichen Kraft entlang von

v:[0,h] = R* ¢+ (a,0,t)
von (a,0,0) nach (a,0, h), so ergibt sich wegen

ah?

/yF-d:)s = /Oh Fy(y()v3(t) dt = /Oh(—at) dt ===~

die gleiche geleistete Arbeit. [

Dieses Resultat ist kein Zufall. Verantwortlich fiir die beobachtete Wegunabhéngig-
keit des Integrals ist eine spezielle Eigenschaft der Funktion F.
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Definition 11.9 Sei U C R” offen. Fine Funktion f : U — R™ heifst Gradien-
tenfeld (oder vollstandiges Differential ), wenn es eine differenzierbare Funktion
v :U — R gibt, so dass

f(z) = (gradp)(z) Va e U. (11.7)

© heifit dann auch Stammfunktion von f (und in der Physik heifst —p ein Po-
tential von f).

Beispiel 2 Die Funktion f(z,y,z) = —a(x,y,z) aus Beispiel 1 ist ein Gradi-
entenfeld, da z.B. fir ¢(z,y,2) = —%(2* + y* 4+ 2°) die Beziehung (11.7) gilt.
Physikalisch interessanter ist folgendes Beispiel. Denken wir uns eine Masse m
im Nullpunkt eines Koordinatensystems konzentriert, so iibt sie auf einen Punkt
mit der Masse 1, der sich in (z,y, z) € R? befindet, eine Kraft f der Stérke

1F1l =

m B Gm
[(z,y,2)I3 2 +y>+ 22

aus (Newtonsches Gravitationsgesetz). Diese Kraft weist zum Nullpunkt, hat also
die Richtung =" —@2:2) ind demzufolge ist

(z,y,2)[]27
Gm Gm

T w3 \\LY,2) = —
1w OV =~y 2pn

Auch diese Funktion ist ein Gradientenfeld; fiir die Funktion

Cm fiir (z,y,2) #0

/ 12 + y2 + 22
gilt ndmlich grad ¢ = f. [

Satz 11.10 Sei U C R™ offen und F : U — R stetig differenzierbar (d.h. F
besitzt auf U stetige partielle Ableitungen erster Ordnung nach allen Verdnderli-
chen). Sind a,b zwei Punkte aus U, und ist v irgendein stickweise stetig diffe-
renzierbarer Weg mit Anfangspunkt a und Endpunkt b, der ganz in U verlduft, so
181

f(x,y7z):— <x7y7z)‘

p : RO\{0} — R mit p(z,y,2) =

/gradF -dx = F(b) — F(a). (11.8)
2l
Das Wegintegral iiber ein stetiges Gradientenfeld ldngs eines stiickweise glatten
Weges héngt also nur von Anfangs- und Endpunkt des Weges ab, nicht vom
konkreten Verlauf des Weges. Man kann Satz 11.10 als Verallgemeinerung des
Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung betrachten.

Beweis Wir betrachten zunéchst den speziellen Fall, wo a und b Anfangs- bzw.
Endpunkt eines stetig differenzierbaren Weges 7 : [a, 5] — U sind, d.h. y(a)) = a
~(B) = b. Dann ist

/(gradF dx—/ {(grad F)(v(t)), 7/ (t)) dt.
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Nach der Kettenregel ist ((grad F')(y(t)),~/(t)) gerade die Ableitung der Funktion
o(t) .= F(y(t)) = (F o~)(t). Wir erhalten also

/(gradF dm-/¢ ) dt = 6(8) — dla)

mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung. Schliellich ist
¢(F) = dla) = F(7(9)) — F(v(a)) = F(b) — F(a).

Der allgemeine Fall eines stiickweise stetig differenzierbaren Weges ergibt sich
durch Zusammensetzen der einzelnen Integrale. [

Ist 7 ein geschlossener Weg (d.h. ist v(«) = v(3) ) so erhalten wir insbesondere

/gradF-dq:zo.

Y

Beispiel 3 Auf U := R?\{0} betrachten wir das Vektorfeld

N z

und den geschlossenen Weg

v:[0,27] - U, t+ (cost, sint).

Wegen +/(t) = (—sint, cost) ist

2 : 2
—sint cost
/f~dx:/ (%(—sint)%—ﬂ—(cost))dt:/ dt = 27 .
. o sin“t 4+ cos?t sin“t + cos? t 0

Die Funktion f ist also kein Gradientenfeld, da das Integral iiber die geschlossene
Kurve 7 nicht verschwindet. Dies ist ein wichtiger Unterschied zu Funktionen
einer Verdnderlichen. Im R! besitzt jede auf einem Intervall stetige Funktion eine
Stammfunktion. [

11.4 Erginzungen zum Begriff ,,Zusammenhang*

Fiir das Weitere miissen wir unsere Kenntnisse iiber zusammenhéngende Mengen
vertiefen. Dem in Abschnitt 6.8 entwickelten Zusammenhangsbegriff stellen wir
einen zweiten gegeniiber.

Definition 11.11  Ein metrischer Raum (X, d) heifst wegzusammenhéngend,
wenn es fir je 2 Punkte x,y € X einen Weg v : [a,b] — X mit y(a) = x und

v(b) =y gibt.
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Eine Teilmenge U C R" heifit konver, wenn sie mit je zwei Punkten z,y auch
deren Verbindungsstrecke [z,y] := {Ax + (1 — Ay : A € [0,1]} enthilt, und
U heifit sternformig, wenn es einen Punkt z € U so gibt, dass [z,2] C U fiir
jedes © € U. Der Punkt z heifit dann ein Zentrum von U. Offenbar sind konvexe
Mengen sternformig, und jeder ihrer Punkte ist ein Zentrum. Sternférmige und
insbesondere konvexe Mengen sind wegzusammenhéngend.

Satz 11.12 Wegzusammenhdngende metrische Rdume sind zusammenhdngend.

Beweis Sei (X, d) ein wegzusammenhéangender metrischer Raum, und seien Uy, Uy
nichtleere offene Teilmengen von X mit U; NU; = () und U; U Uy = X. Dann
gibt es Punkte u; € Uy und uy € Uy und einen Weg v : [a,b] — X mit y(a) = u;
und y(b) = uy. Sei I' die durch v definierte Kurve. Nach Satz 6.47 ist I' zusam-
menhéngend. Andererseits gilt

UlﬂFsé@, UQﬂF?éQ), UlﬂUQZQUIldFQUlUUQ,
ein Widerspruch. [

Die Umkehrung von Satz 11.12 gilt im Allgemeinen nicht. Die Menge
1
X = {(0.) ye L1} Uf(w,y) e 01], y=sin .} CR

ist zwar zusammenhéngend, jedoch nicht wegzusammenhéngend (HA). Die Um-
kehrung von Satz 11.12 gilt aber fiir offene Mengen. Eine zusammenhéngende
offene Menge heifit ein Gebiet.

Satz 11.13 Gebiete im R" sind wegzusammenhdingend. Genauer: ist U C R"
ein Gebiet und sind x,y € U, dann gibt es einen Polygonzug v : [0,1] — U mit

7(0) =z und y(1) = y.

Beweis Sei x € U beliebig, und sei U, die Menge aller Punkte y € U, fiir die es
einen Polygonzug ~ : [0,1] — U mit v(0) = z und (1) = y gibt. Wir zeigen, dass
U, offen ist. Sei y € U,. Da U offen ist, gibt es eine Umgebung U.(y), die ganz
in U liegt. Sei z € U.(y), und sei 7 : [0,1] — U ein Polygonzug mit 5(0) = x,
(1) = y. Wir ,verlingern® 4 wie folgt:

y(2t) fur t € [0,1/2]

7:[071]_>U7 t'_){ ..
y+ (2t —1)(z —y) fir ¢t € [1/2,1].
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Dann ist v ein Polygonzug in U, der x mit z verbindet. Da z € U.(y) beliebig
war, folgt U.(y) C U,, d.h. U, ist offen.

Wir zeigen nun, dass auch U\U, offen ist. Ist y € U\U,, so gibt es wie oben eine
Umgebung U.(y), die in U liegt. Lige ein Punkt 2z € U.(y) in U,, so konnten
wir wie oben den Polygonzug von x nach z zu einem Polygonzug von x nach y
verldngern, d.h. es wire y € U,. Dieser Widerspruch zeigt, dass U.(y) C U\U,,
d.h. U\U, ist offen. Fiir die offenen Mengen U, und U\U, gilt nun

U, N(U\U,) =0 und U, UU\U,)=U.

Da U zusammenhéngend ist, muss eine der Mengen U, und U\ U, leer sein. Wegen
xeU,ist U\U, =0, d.h. U, =U. n

11.5 Stammfunktionen und Wegunabhéngigkeit von Kur-
venintegralen

Lemma 11.14 Sei U C R"” offen, f : U — R" ein stetiges Vektorfeld, und ¢ € R.

(a) Ist F' Stammfunktion von f, so ist auch F + ¢ Stammfunktion von f.
(b) Ist U ein Gebiet, und sind Fy und Fy Stammfunktionen von f, so ist Fy — Fy
eine konstante Funktion.

Beweis Aussage (a) ist klar, da F' und F' + ¢ den gleichen Gradienten besitzen.
Zu (b) : da F; und F, Stammfunktionen von f sind, gilt grad (F} — F) = 0. Wir
zeigen: Ist F': U — R stetig differenzierbar auf dem Gebiet U und ist grad F' = 0,
so ist F' eine Konstante. Seien x,y € U. Nach Satz 11.13 gibt es einen stiickweise
stetig differenzierbaren Weg v : [0, 1] — U mit 7(0) = z und (1) = y. Aus Satz
11.10 wissen wir, dass

F(y)—F(x):/gradF-d:v:/O-dx:().

Also ist F' konstant. ]

Am Ende von Abschnitt 11.3 haben wir gesehen, dass nicht jedes stetige Vektor-
feld eine Stammfunktion besitzt.

Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang her zwischen der Existenz einer
Stammfunktion und der Wegunabhéingigkeit von Kurvenintegralen.

Satz 11.15 Se: U C R"™ ein Gebiet und f ein stetiges Vektorfeld auf U. Dann
besitzt f genau dann eine Stammfunktion auf U, wenn fiir jeden geschlossenen
stiickweise stetig differenzierbaren Weg v in U das Integral f,y f-dzx verschwindet.
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Beweis Die Implikation = haben wir uns bereits im Anschluss an Satz 11.10
iiberlegt. Nehmen wir nun also an, dass f7 f-dx = 0 fiir jeden geschlossenen Weg
v in U.

Wir fixieren einen Punkt z¢ € U. Fiir jeden Punkt y € U gibt es nach Satz 11.13
einen stiickweise stetig differenzierbaren Weg ~ : [0,1] — U mit v(0) = z, und
(1) = y. Wir mochten definieren

= /f -da . (11.9)

Um auf diese Weise eine Funktion F' festlegen zu kénnen, miissen wir uns ver-
gewissern, dass f7 f - dx nicht von der Wahl des Weges von zy nach y abhéngt.
Sei also n : [0,1] — U ein weiterer stiickweise stetig differenzierbarer Weg mit

1(0) = 2o und n(1) = y. Wir betrachten den Weg
t firt € 0,1
a:0,2] = U, t— ) 0.

n(2—t) firtell,?2].

Offenbar ist o wieder stiickweise stetig differenzierbar, und es gilt «(0) = «(2) =
xo, d.h. der Weg « ist geschlossen. Nach Voraussetzung ist daher

0:/af-dx:/a'mf-dx+/am]f-dx:[/f-dx—/nf-dx,

da im zweiten Teilstiick von o der Weg n riickwérts durchlaufen wird. Also ist
tatsédchlich f7 f+dx nur vom Anfangs- und Endpunkt von v abhéingig. Wir schrei-

ben daher auch fjo f - dx statt fw f-du.

Wir zeigen nun, dass F' Stammfunktion von f ist. Ist f = (fi,..., fu), so haben
wir zu zeigen, dass F stetig differenzierbar in jedem Punkt y € U ist und dass
L (y) = fi(y) fiir alle i ist.

Seiy € U. Ist ¢ > 0 hinreichend klein, so liegt mit y auch die komplette Umgebung
U.(y) in U. Fiir alle z € U.(y) ist dann

F(z):/x:f-dx:/:f-dw—i-/yzf-da::F(y)—i—/yzf-dx.

Wir betrachten den Weg
72:[071]HU€(y)7 tHy‘i‘t(Z_Z/);
der y mit z verbindet. Mit z — y := h erhalten wir

F(y+h) — / f- da:—/ fde
Z/Zfzy+thhdt Z/ fily +th)dt - hy;.
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Waihlen wir speziell h so, dass alle Komponenten bis auf die i—te verschwinden,
so folgt

1
F(y + hie;) — F(y) = / fily + thee;)dt - h;,
0

woraus wir mit dem ersten Teil von Satz 10.28 erhalten

1 1
= / lim fi(y + thie;) dt = / fiy)dt = fi(y). ¥
0 h;—0 0

Die Bedingung, dass die Integrale iiber alle geschlossenen Wege verschwinden, ist
in der Regel schwierig zu iiberpriifen. Unser néchstes Ziel ist ein Kriterium, bei
dem nicht Integrations- sondern Differentiationseigenschaften eine Rolle spielen
und das meist leichter zu iiberpriifen ist.

Definition 11.16 Sei U C R" offen und f = (f1,..., fa) ein stetig differenzier-
bares Vektorfeld. Dann heif$st f geschlossen, wenn
ofi  0f;

B = 9. fir allei,j € {1,...,n}.
7 K3

Besitzt das stetig differenzierbare Vektorfeld f eine Stammfunktion F', so ist f
geschlossen. Aus f; = g—f; folgt ndmlich mit dem Satz von Schwarz (Satz 10.7)
of;,  0*F  O°F  0f;
al'j N 895]8@ n E)xzdxj n ax, )

Die Geschlossenheit von f ist also notwendig fiir die Existenz einer Stammfunk-
tion, sie ist jedoch im Allgemeinen nicht hinreichend, wie das Beispiel

fz,y) = (_x2—?|/—y2 , fo—yQ) auf U = R2\ {0} (11.10)

zeigt. Fir fi(z,y) == _1213,2 und fo(z,y) := 77 st namlich

df1 y? — a? o dfs

@y o
Das Vektorfeld f ist also geschlossen, besitzt aber — wie wir bereits wissen — keine
Stammfunktion.

Ob die Geschlossenheit eines Vektorfeldes hinreichend fiir die Existenz einer
Stammfunktion ist, hingt von den Eigenschaften des Gebietes U ab. Wir sehen
uns eine einfache Version eines solchen Resultates an.
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Satz 11.17 Ist das Gebiet U C R™ sternformig, so besitzt jedes geschlossene
Vektorfeld f auf U eine Stammfunktion.

Beweis Wir kénnen o.E.d.A. annehmen, dass 0 zu U gehort und ein Zentrum
von U ist (andernfalls verschieben wir U geeignet). Fiir = € U sei

Ve [0,1] = U, t—tz
und

:/%f-d.’l,":/olgfi(tx>$idt'

(Man beachte, dass wegen der Sternférmigkeit von U der Weg ~, komplett in U
verlauft). Mit dem zweiten Teil von Satz 10.28 erhalten wir, dass F' differenzierbar
ist und dass

oF
8]2 (tz) e oz,

:/ afjm dt+/ filtx)d

Fir L(t) := f;(tx) finden wir mit der Kettenregel

v =3 2,

ox;
i=1 v

und wir erhalten

S_Z(x) - /OlL’(t)tdt+/Ol L(t)dt:/ol(tL(t))’dt
= L)) = L(1) = f(a). -

Wir kommen noch einmal auf das Beispiel (11.10) zuriick. Natiirlich ist R*\{0}
nicht sternférmig. Nehmen wir allerdings aus R? die negative Halbachse (—oo, 0]
heraus, so ist R\(—o0, 0] sternformig, und f besitzt auf diesem kleineren Gebiet
nach Satz 11.17 eine Stammfunktion.

Das folgende Vorgehen zum Auffinden einer Stammfunktion eines geschlossenen
Vektorfeldes f = (f1, f2) auf einem Gebiet U C R? ist praktikabel. Wir machen
den Ansatz

oF oF

:f2



mit einer Funktion F': U — R (von der wir ohne weitere Voraussetzungen nicht
wissen, ob sie existiert). Aus %—I; = f folgt

F(r,y) = /fl(fc,y) dx + g(y)

mit einer von y abhingenden Integrationskonstanten g. Wir leiten dies formal
nach y ab und erhalten mit %—5 = fy:

oF

- a%/ﬁ(x,y) dz+ g'(y) = fo(z,y).,

also 5

9'(y) = folz,y) - a—y/fl(x,y) dx .
Durch Integration beziiglich y gewinnt man ¢g und damit F'.
Beispiel Fiir v # 0 und y # § + k7w, k € Z, sei

tany

Nz y) = ——5= +2y+2°,  foley) = + a4y

xcos?y

Dann ist f = (f1, f2) geschlossen (d.h. %—];1 = %), und der Ansatz g—i = f1,
%—5 = fy liefert

3

X
+x2y+§—|—g(y).

tany

t
F(z,y) = /(— z;r;y +2xy+x2)dx:
Wir differenzieren nach y und setzen die Ableitung gleich fs:

x2+y2.

22+ g (y) = folz,y) =

xcos?y xcos?y

Dann folgt g(y) = % + C und F(z,y) = 22 + 2%y + £ + L 4 C. m
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