10 Differentialrechnung fiir Funktionen mehre-
rer Veranderlicher

Reale Vorgiange hiangen in der Regel von mehreren Einflussgréfien ab. Wir befas-
sen uns daher in diesem Abschnitt mit der Differentialrechnung fiir Funktionen,
die auf einer Teilmenge des R" definiert sind und in einen Raum R™ abbilden.

10.1 Lineare Abbildungen und Stetigkeit

Wir bezeichnen wieder mit R™ den linearen Raum aller Vektoren (zy,. .., z,) mit
den Operationen

(X1, )+ Wy yn) = (T1+ Y1, T+ Yn),
alxy, ... xn) = (azy,...,ax,),

wobel o« € R. Wir kennen bereits mehrere Normen auf R":

[(@1, @)oo = 1%;2%’33]'”
n 5\ 1/2
I e = (D k) "
j=1
n
Izl = Y Jal
j=1

Allgemeiner wird fiir jedes p > 1 durch

- 1/p
[l = (D 1)
j=1

eine Norm auf R" definiert, die R"” zu einem normierten linearen Raum macht
(/* Tutorium).

Zwei Normen || - |4 und || - |5 auf einem linearen Raum X heien dquivalent,
wenn es Konstanten C7, Cy > 0 so gibt, dass

Cillz|la < ||zl < Collz||a fiir alle x € X.
Satz 10.1 Alle Normen auf R™ sind untereinander dquivalent.

Beweis Sei || - || eine Norm auf R. Da die Aquivalenz von Normen eine Aqui-
valenzrelation ist (HA), geniigt es zu zeigen, dass || - || zur Maximumnorm || - ||
dquivalent ist. Sei dazu e; = (0,...,0,1,0,...,0) der j. Einheitsvektor im R".
Fir z = (21,...,2,) = >_7_, wje; ist dann

n n n
lzll =11 @jeill < Y laslllesl < llzlloo Y el
j=1 j=1 j=1
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woraus mit Cy := > 7 [le| die Abschitzung
|z < Cyl|lz||l fiir alle x € R™ (10.1)

folgt. Aus (10.1) erhalten wir fiir z;, xo € R

[za]l = llzall | < flzr =22l < Coflz1 = 22,

d.h. die Abbildung
R™ [ lls) = R, z— [z (10.2)

ist stetig (sogar Lipschitzstetig). Da {x € R" : ||z]lc = 1} beschrinkt und
abgeschlossen, also kompakt ist, nimmt die Funktion (10.2) ihr Minimum C} auf
dieser Menge an, und C} ist positiv (warum?). Es ist also

|z|| > Cy  fir alle 2 € R™ mit ||zl =1

bzw.

lz|| > Ci||z|| fiir alle x € R™. n
Folgerung 10.2 (a) R™ ist beziiglich jeder Norm vollstindig.

(b) Konvergiert eine Folge im R™ bzgl. einer Norm, so konvergiert sie bzgl. jeder
Norm.

(¢) Alle Normen auf R" liefern die gleichen offenen Mengen.

(d) Die Stetigkeit einer Abbildung f : X — R™ oder g : R — Y, wobei X und
Y metrische Rdaume sind, hdngt nicht von der Wahl der Norm auf R™ ab.

Der Beweis ist Hausaufgabe. [
Seien XY lineare Rédume iiber R. Eine Abbildung A : X — Y heif}t linear, wenn
Alax + By) = aAx + Ay Vx,y € X, a,f € R.

Sind X, Y normierte Rdume, so heifit eine lineare Abbildung A : X — Y be-
schrinkt, wenn sie die Einheitskugel von X in eine beschrinkte Menge in Y
iiberfithrt. Die Zahl

[A[l:= sup {[[Az]ly - 2 € X, [lz]lx <1}

heiBt die durch die Normen || - ||x, || - ||y induzierte Operatornorm von A. Die
Norm || AJ| ist also gleich dem Radius der kleinsten Kugel um 0 € Y, die das Bild
der Einheitskugel von X unter der Abbildung A enthéilt. Sind beispielsweise R™
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und R™ mit der Maximumnorm versehen und ist (a;;) die Matrixdarstellung von
A R"™ — R™ beziiglich der kanonischen Basen, so ist

n
Al = max 2 L
‘7:

Die Menge der linearen beschrinkten Abbildungen von X nach Y bezeichnen wir
mit L(X,Y'). Versehen mit der Operatornorm wird L(X,Y’) zu einem normierten
linearen Raum (HA).

Satz 10.3 Fir eine lineare Abbildung A : X — Y zwischen normierten Rdumen

sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) A ist beschrankt.
(b) Es gibt ein C > 0 so, dass |Az|| < C||z|| fir alle x € X.
(c) A ist stetig.
)

(d) A ist stetig in 0 € X.

Beweis (a) = (b): Ist x # 0, so ist Hx/HxHH = 1 und daher ||Aﬁ | < JA]-
Also ist || Az|| < ||A]| ||z] fir alle z € X.
(b)) = (¢): Da A linear ist, ist

Az — Ay| = [|A(z = y)l| < Cllz =yl
fiir beliebige x,y € X. Also ist A sogar Lipschitzstetig.

(¢) = (d): Trivial.

(d) = (a): Sei 0 > 0 so, dass ||[Azx — AQ|| = [|Az|| < 1 falls [|z|| < § (e-9-
Definition der Stetigkeit mit ¢ = 1). Dann ist ||A(dz)|| < 1 fiir alle ||z|| < 1, d.h.
1A < 1/5 .

Satz 10.4 Jede lineare Abbildung von R™ nach R™ ist stetig.

Beweis Sei A : R" — R™ linear. Wegen Folgerung 10.2 (¢) kénnen wir anneh-
men, dass R" mit der Maximumnorm versehen ist. Fiir z = >°7 | zje; € R"

ist
1Az = 1Y Awje;| < Y gl 1Ae ]l < Nlelloe Y [14e]l
j=1 j=1 j=1
Nach Satz 10.3, Implikation (b) = (c), ist A stetig. n

Da jeder endlichdimensionale lineare Raum iiber R zu einem Raum R"™ isomorph
ist, gelten Sdtze 10.1 und 10.4 entsprechend fiir beliebige endlichdimensionale
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lineare Raume iiber R. Auch fiir endlichdimensionale Raume iiber C bleiben
diese Satze richtig.

Als Ergédnzung zur Stetigkeit schauen wir uns noch die Vertauschbarkeit von
Grenziibergiingen an. Genauer: wir fragen, wann fiir f : R? — R gilt

lim lim f(z,y) = lim lim f(z,y)?

T—10 Yy—yo Yy—yo T—T0

Beispiel 1 Auf (0, 1] x (0, 1] sei f(z,y) = z¥. Dann ist

lim lim 2 =1lim 0 =0, lim lim 2¥ =1lim 1 = 1. [

y—0 x—0 y—0 z—0 y—0 z—0

Beispiel 2 Auf (0,1] x (0, 1] sei

rsint +y

T,y = —~=L—"-.

f(z,y) P

Dann ist lim, .o f(z,y) =1 und lim,_, f(x,y) = sin i Folglich ist
lim lim f(z,y) =1,

y—0 x—0
aber lim,_o lim, o f(x,y) existiert nicht. n
Satz 10.5 Sei f : (a,b) X (¢,d) — R und (x9,yo) € [a,b] X [¢,d]. Der Grenzwert
A= lim  f(z,y) (10.3)

(:c,y)—>(a:0,yo)

soll existieren, und fir jedes y € (c,d) existiere der Grenzwert
o(y) = a:h—{?o f(z,y). (10.4)

Dann existiert auch der iterierte Grenzwert lim,,_.,, lim,_.,, f(z,y) und ist gleich
A. Eine analoge Aussage gilt, wenn fiir jedes x € (a,b) der Grenzwert

P(@) = lim [(z,y) (10.5)
Y=o
existiert. Erxistieren also alle Grenzwerte (10.3) — (10.5), so ist

lim lim f(z,y) = lim lim f(z,y) = A.

Yy—Yyo T—I0 T—T0 Y—Yo

Beweis Wir zeigen nur die erste Aussage. Existenz des Grenzwertes (10.3) be-
deutet:

Ve>0 36 >0 Y(z,y) # (xo,y0) mit |[(x,y) — (zo,Y0)|lec <0 :
|f(z,y) — Al <e.
Mit der Definition der Maximumnorm ist also
V(z,y) # (zo,y0) mit |z —xo| <,y —yol <0:|f(z,y) — Al <e.
Wir fixieren ein y # yo mit |y — yo| < 0 und lassen = — x streben. Dann folgt
Ve>030>0 Yy#y, mit |y—wol <d: |e(y) — A <e.
Also existiert lim,_.,, ¢(y) und ist gleich A. n
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10.2 Partielle Ableitungen

In diesem Abschnitt sei U C R" offen und f: U — R. Ist x = (21,...,2,) € U,
so schreiben wir statt f(x) auch f(xq,...,z,).

Definition 10.6 Die Funktion f heifit in x € U partiell differenzierbar bzgl. x;,
falls der Grenzwert

hm f(l’l, e i1, + ]’L,ZL‘Z‘_H, Ce ,ZEn) — f(flfl, e ,In)

lim ] (10.6)

existiert. Dieser Grenzwert heifst die partielle Ableitung von f bzgl. z; an der
Stelle x und wird mit (D;f)(z), g—:i () oder f,,(x) bezeichnet. Die Funktion f
heifit partiell differenzierbar in x (auf U), wenn alle partiellen Ableitungen von
f in z (in jedem Punkt von U) existieren. Ist auferdem jede dieser partiellen
Ableitungen in x (bzw. auf U) stetig, so heifst [ stetig partiell differenzierbar in
x (bzw. auf U).

Ist e; der i. Einheitsvektor von R™, so ist also

o J(x+ he) = f(2)

Beispiel 1 Sei f: R" — R gegeben durch

f(xy, .. z) =224+ ...+ 22 (=]z]2). (10.7)

Beim partiellen Differenzieren betrachten wir nur die i. der Variablen x4, ..., z,
als verdnderlich und die iibrigen als fixiert. Wir konnen daher die bekannten
Differentiationsregeln fiir Funktionen einer reellen Verédnderlichen anwenden und
erhalten: Die Funktion (10.7) ist auf R™\{0} partiell differenzierbar, und

of of
o (m):ax.(a:f—l—...—k:cf—l—...—i—xi)lﬂ:

(22 + ... +22) V2. 2 = :
' 112

Offenbar ist die Funktion (10.7) auf R™\{0} sogar stetig partiell differenzierbar.
n

Beispiel 2 Bei Funktionen auf R? oder R? schreibt man oft f(z,y) bzw. f(z,y, 2)
statt f(zy,x2) bzw. f(z1,72,23). Sei f: R?* — R erkliirt durch f(0,0) = 0 und

LY

T falls (x,y) # (0,0).

fx,y) =

Fiir (z,y) # (0,0) finden wir die partiellen Ableitungen sofort:

2 2

Y 7Y x Ty
z\+4y - —4 ) ) = —4 .
f (I y) (12 + y2)2 (ZEZ + y2)3 fy(x y) (ZL‘2 + y2)2 (I’Q + y2)3
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An der Stelle (x,y) = (0,0) arbeiten wir mit Definition 10.6:

h—0 h =0

Analog ist f,(0,0) = 0. Also ist f auf ganz R? partiell differenzierbar. Man
beachte, dass f in (0,0) nicht stetig ist! Es ist ndmlich

(1 1> (1/n%)  n? i
— =) = =— — o0 fir n— occ.
n’'n (2/n?)?2 4

Dieses Beispiel zeigt, dass aus der partiellen Differenzierbarkeit nicht die Ste-
tigkeit folgt. Spéter werden wir sehen, dass dagegen aus der stetigen partiellen

Differenzierbarkeit die Stetigkeit folgt. ]

Ist f : U — R partiell differenzierbar und sind alle partiellen Ableitungen

% = D;f : U — R wieder partiell differenzierbar, so heifit f zweimal partiell

differenzierbar, und wir schreiben 85;50% = D;D;f = [r,2, fiir die partielle Ab-

leitung von % nach z;. Allgemein heifit f k-mal partiell differenzierbar (k > 2)
wenn f (k—1)-mal partiell differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen der
Ordnung k — 1 partiell differenzierbar sind. Schliellich heift f k-mal stetig par-
tiell differenzierbar, wenn f k-mal partiell differenzierbar ist und alle partiellen

Ableitungen bis zur k. Ordnung stetig sind.
Beispiel 3 Wir erkliren f: R? — R durch f(0,0) = 0 und

22— P
x2 4 y?

Fiir alle Punkte (z,y) # (0,0) ist

flz,y) =y fir (z,y) # (0,0).

ot — oyt — da?y?
(22 + 12)2

ot — oyt 4 dx?y?
(22 + 12)2

folz,y) =y . fylzy) =2

b

und fiir (z,y) = (0,0) ist

£,(0,0) = Jim £20 = f(0.0

lim ; =0 und f,(0,0)=0.

Fiir die gemischten zweiten Ableitungen in (0,0) finden wir schlielich

lim fz(07h)_fx(0>0) . _h_o

Fal0:0) = iy h =y = b (10.8)
RO H0.0) k-0 -

fym(Oa()) = }lliﬂo 3 = }ILIL%T — 1
|

Die Reihenfolge der partiellen Ableitungen darf also i. Allg. nicht vertauscht
werden. Der folgende Satz gibt Bedingungen an, die dieses Vertauschen erlauben.
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Satz 10.7 (H.A. Schwarz) Sei U C R" offen, f : U — R und z* € U. Alle

partiellen Ableitungen erster Ordnung von f sollen auf U existieren. Weiter exi-

stiere die zweite Ableitung aa I quf U, und diese sei in x* stetig. Dann existiert
Tj
f
auch Bu;0m; mn x*, und es gilt

an .T*) _ an (.T*)
(91:1-896]- n ijaxz )

Beweis Wir beschranken uns auf den Fall n = 2, schreiben (x,y) statt (x;, z2)
und setzen voraus, dass 2 Bz 6 auf U existiert und in x* stetig ist. Weiter nehmen
wir an, dass (0,0) € U und z* — = (0,0) (andernfalls verschieben wir U geeignet).
Schlielich wéhlen wir § > 0 so, dass (—4,d) x (—9,d) C U und arbeiten im wei-
teren ausschliefllich auf diesem Quadrat. Wir beginnen mit einer Voriiberlegung.

Seien h, k € (—6,0)\{0} fixiert. Der Mittelwertsatz, angewandt auf die Funktion

F:(_(Saé)HRa SHf(S,k)—f(S,())
liefert die Existenz eines £ = £(h, k) zwischen 0 und h so, dass

F(h) ~ F(0) = h#(€) = n( 2 e k)~ e, 0)).

Erneute Anwendung des Mittelwertsatzes, nun auf die Funktion
of
G:(—9,0 R, t— = (&1
( ) )H ) = or (67 )7

liefert die Existenz eines n = n(h, k) zwischen 0 und £ so, dass

G () = 5 (€.0) = Gl) = 6(0) = kG/ln) = kg (6
Es ist also
F(h) ~ F(0) = f(h. k)~ F(1.0) ~ F(0.K) + £(0.0) = h 82f (&)

mit gewissen & = £(h, k), n = n(h, k). Damit wird
fy(h,O)—fy(0,0) = lim f(h,k’)—f(h,O)—f(O,k’)—i—f(0,0)
h k=0 hk

62
lim 8y;; ) (10.9)

mit gewissen Zahlen £, 7, die von h und k abhingen und fiir die |£| < |h| und
In| < |k|. Fir jedes fixierte h existiert also der Grenzwert (10.9). Auferdem
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2 in (0,0) und wegen (£,7) — (0,0) fiir

existiert wegen der Stetigkeit von oy

(h,k) — (0,0) der Grenzwert

0*f 0*f
li d ist gleich
(h,k)lin(o,o) OyOx (&) und st gleic Oyox

(0,0).

Nach Satz 10.5 existiert dann auch der iterierte Grenzwert

2

lim 2/ (g,n)> und ist gleich

2
f{li}’(l) <k—>0 Oyox

i
3u0s (0,0).

Wegen (10.9) bedeutet dies, dass der Grenzwert

: fy(ha()) — fy<070) _ a2f C . . 82f
llllir(l) ; = 5 ay(O, 0) existiert und gleich 90

(0,0) ist.

Das ist die Behauptung. [

Entsprechend gilt natiirlich f,.y = fyzz = faye, falls nur eine dieser Ableitungen
existiert und stetig ist.

Eine Funktion f : R™ D U — R™, gegeben durch

F@) = f(ar, ... 20) = <f1(:7c1,...,mn),...,fm(xl,...,xn)>,

heilt partiell differenzierbar bzw. stetig partiell differenzierbar, wenn jede ihrer
Komponenten diese Eigenschaft besitzt.

Beispiel 4 Sei U C R" offen. Ist f : U — R partiell differenzierbar, so heif3t der

Vektor of of
(grad f)(z) == (8_301 (@) g (@) cR"

der Gradient von f in x. Ist f : U — R™ partiell differenzierbar, so heifit die Zahl

(div f)(x) :z?—ﬁ(@—i—...—i—%(@éﬂ%

die Divergenz von f in x. Ist schlieBlich n = 3 und f : U — R? partiell differen-
zierbar, so heiflt der Vektor

_(9fs Ofs 0K Ofs Ofs Oh 3

die Rotation von f in x.

Aus dem Satz von Schwarz folgt: Ist n = 3 und f : U — R zweimal stetig partiell
differenzierbar, so gilt
rot grad f = 0. (10.10)
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Die erste Komponente des Vektors rot grad f ist ndmlich
88f_88f_ 0 f _ 0% f B
85(32 8I3 0.173 61’2 n 8x28x3 8I3@J}2 n

Ebenso sind die iibrigen Komponenten gleich 0. Ahnlich zeigt man, dass fiir jede
zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion f : U — R3 gilt:

divrot f = 0. (10.11)

0.

10.3 Differenzierbarkeit

In diesem Abschnitt sehen wir uns an, wie sich das Konzept der Differentiation
auf Funktionen mehrerer Verédnderlicher iibertragen lisst. Dazu erinnern wir an
die Zerlegungsformel fiir differenzierbare Funktionen f: R — R :
r(h)
h

flx+h)= f(x) +ah+r(h) mit o« € R und lim =0.

h—0
Wir kénnen diese Formel und damit die Grundidee der Differentiation wie folgt
interpretieren: Die Funktion f wird im Punkt z lokal durch die lineare Funktion
h +— ah approzimiert. Im Weiteren sei || - || die Euklidsche Norm.

Definition 10.8 Sei U C R" offen. Fine Funktion f : U — R™ heifst differen-
zierbar in x € U, wenn es eine lineare Abbildung A : R" — R™ sowie eine in
einer Umgebung W von 0 € R™ definierte Funktion v mit Werten in R™ und mit

so gibt, dass
flx+h)= f(x)+ Ah+r(h) fir alle h e W. (10.12)

Man beachte, dass A und r von x abhéngen und dass A eindeutig bestimmt ist
(HA). Ist f in jedem Punkt z € U differenzierbar, so heifit f differenzierbar auf
U. In der Literatur spricht man auch von Frechét-Differenzierbarkeit oder totaler
Differenzierbarkeit.

Man beachte auch, dass die Rdume R™, R™ in dieser Definition keine wesentliche
Rolle spielen. Eine ganz analoge Definition, bei der man allerdings zusétzlich die
Stetigkeit von A fordert, trifft man fiir beliebige Banachraume.

Wir iiberlegen uns die folgenden Beziehungen zwischen den eingefiihrten Diffe-
renzierbarkeitsbegriffen:

f stetig partiell Satz 10.11 f differen— Satz 10.9 f partiell
differenzierbar = zierbar =  differenzierbar
| satz 10.10
f stetig
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Satz 10.9 Sei U C R™ offen und f = (f1,..., fm)" : U = R™ inx € U differen-
zierbar. Dann ist jede Funktion f; : U — R in x partiell differenzierbar, und die
Matrizdarstellung von A € L(R",R™) aus (10.12) beziiglich der Standardbasen
von R™ bzw. R™ ist

fy N
A=| : . (10.13)
Ofm Ofm

Die Abbildung A in (10.12) ist also eindeutig bestimmt. Sie heifit Ableitung von
f in x und wird mit (Df)(z) oder f’(x) bezeichnet. Die Matrix (10.13) heifit
Jacobi-Matriz von f in x und wird oft mit Jy(x) bezeichnet.

Beweis Es gelte (10.12) mit A = (a;;)7" und r = (ry,...,70)" h = (h1,. .., ha) "

Mit diesen Bezeichnungen gilt fiir jedes i =1,...,m
fi@+h) = filx) + > agzhj+ri(h) VheW, (10.14)
j=1
wobei limy,_g Tf|(T1r|) = 0. Letzteres folgt aus |r;| < ||r||eo. Wir fixieren nun ein j

zwischen 1 und n und wéhlen h = (0,...,0,h;,0,...,0) = hje;. Fiir hinreichend
kleine h; liegen diese Vektoren in W, und (10.14) reduziert sich auf

fix + hje;) = fi(z) + aijh; + ri(h),

woraus folgt

file +hje;) — file) —  m(h) o
o =a;; + h fir h; # 0.

Wegen |h;| = ||h| kénnen wir h; — 0 streben lassen und bekommen
dfi i hje;) — fi
—f(f[') — 1 f<x+ ]ej) f(x) :aw -
833]' h;—0 hj
Satz 10.10 Sei U C R" offen und f : U — R™ wn x € U differenzierbar. Dann
ist [ in x stetig.

Beweis Da lineare Abbildungen von R™ nach R™ stetig sind (Satz 10.4) und
0 in 0 uberfithren, geht die rechte Seite von (10.12) fiir h — 0 gegen f(z). Also
existiert limy,_o f(z + h) und ist gleich f(x). n

Satz 10.11 Se: U C R” offen und f : U — R™ in x € U stetig partiell differen-
zierbar. Dann ist f in x differenzierbar.

189



Beweis Es geniigt, diese Aussage fiir jede Komponente von f zu zeigen, d.h. wir
nehmen m = 1 an. Fiir h = (hy, ..., h,) € W definieren wir

Insbesondere ist (™ = z 4+ h. Da sich ¥ und 2%~ nur in der i. Komponente
unterscheiden, gibt es nach dem Mittelwertsatz fiir Funktionen einer Verander-

lichen fiir jedes i = 1,...,n ein t; € [0, 1] so, dass
F@9) = a0 0) = L @O tiher) b

Aufsummieren liefert

of
3:15,-

fla+h) = flz) = f=™) = f(a?) =Z (@)hi +7(h)

(Teleskopsumme) mit

r(h) =) (% (2 + tihie;) — gj

i=1

@))hi.

Da alle partiellen Ableitungen in x nach Voraussetzung stetig sind, ist

: of . af
2 (20D e — > —
ilg% <8:ci (@ tihic:) ox; (z) 0
fiir jedes ¢ = 1,...,n und folglich lim, ., r\(:H) =0. [

Wir nennen stetig partiell differenzierbare Funktionen daher auch kurz stetig dif-
ferenzierbar. Keine der im Schema vor Satz 10.9 angegebenen Implikationen l&sst
sich umkehren: In Beispiel 2 aus Abschnitt 10.2 ist eine partiell differenzierbare,
aber nicht differenzierbare Funktion angegeben. Ein Beispiel fiir eine differenzier-
bare, aber nicht stetig differenzierbare Funktion steht in Heuser, Ana II, Pkt.
164, Aufg. 7.

Die aus Kapitel 7 bekannten Differentiationsregeln iibertragen sich ohne Ande-
rung auf den allgemeinen Fall:

Satz 10.12 Seien U C R" offen und f,g : U — R™ in x € U differenzierbar.
Dann ist fir o, 8 € R auch die Funktion of 4+ Bg in x differenzierbar, und es gilt

(of + B9)'(z) = af'(x) + By (x).
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Die Produkt— und Quotientenregel vermerken wir nur fiir skalarwertige Funktio-
nen.

Satz 10.13 Seien U C R"™ offen und f,g : U — R in x € U differenzierbar.
Dann sind auch die Funktionen fg: U — R und (falls g(x) #0) f/g: U — R

i x differenzierbar, und es ist

(f9)'(x) = g(@)f(z) + f(z)g'(x),

Die Beweise dieser beiden Satze werden wie im Fall n = 1 gefiihrt und sind HA.

Satz 10.14 (Kettenregel) Seien U C R"™ und V' C R™ offene Mengen, und g :
U—R™und f:V — RF seien Funktionen mit g(U) C V. Ist g in 2o € U und f
in g(xg) € Vdifferenzierbar, so ist die zusammengesetzte Funktion fog: U — RF
i xo differenzierbar, und es gilt

(f 0 9)'(w0) = f(9(x0) ) © g'(wo).

Das o auf der rechten Seite steht fiir die Verkettung der linearen Abbildungen
g'(zo) und f'(g(xo)). In Matrixschreibweise bedeutet das gerade das Matrixpro-
dukt der k x m—Matrix f'(g(xo)) mit der m x n-Matrix ¢'(z).

Beweis Differenzierbarkeit von g in zg bzw. f in g(zg) bedeutet

9(@) = glao) = ¢'(@o)(x = z0) +r(x — o), (10.15)
F@) = £(9@0) = 1(9(x0)) (v = 9(@0)) +5(y - glx0)),  (10.16)

wobel
lim r(z — o) —0, lim s(y — g(x0)) —0
w—z0 ||z — 20 y—g(wo) ||y — g(zo)]|

Wir setzen in (10.16) y = g(z) und anschlieBend (10.16) in (10.15) ein:

£ () = £ (9(@0)) = F(g(z0) )/ (o) (& = 30) + tao, )
" Hao, ) = f'(9(20) ) (@ — 7o) + 5(g(2) = g(a0) ).

Wir miissen zeigen, dass

o) _ () HEZ 0] 3(0(0) =gl

le = ol [l = o] [l = o]

fiir x — ¢ gegen 0 strebt. Fiir den ersten Summanden ist dies wegen der Stetig-
keit der linearen Abbildung f'(g(x¢)) und wegen limy,_o7(h)/|/h|| = 0 klar. Fiir
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den zweiten Summanden beachten wir, dass s(0) = 0. Fiir g(z) = g(x¢) ist also
s(g(x) — g(xo)) = 0, und fiir g(x) # g(x¢) haben wir

s(g(x) = g(xo)) _ s(g(x) = g(x0)) llg(x) = g(zo)|
[l = ol lg(z) = g(xo)ll Nz —xoll

Wegen der Stetigkeit von ¢ in zy und wegen limy,_.o s(h)/||h| = 0 ist

_s(g(x) —g(xo))
2 To(e) —gla)]

und wir zeigen noch, dass der Quotient ||g(z)—g(xo)||/||x—xo|| in einer Umgebung
von o beschrinkt bleibt. Dies folgt aber aus der Zerlegungsformel fiir g :

lg(@) = g(@o)ll _ [lg'(wo)(x — z0) +7(z — @)l _ I/ z0) + [ (z — o)
[l — o | — o - [ — o
Wir sehen uns die Kettenregel fiir einige Spezialfille an.
Beispiel 1 Die reellwertigen Funktionen f bzw. x1,..., z, seien auf der offenen

Menge U C R™ bzw. auf dem offenen Intervall I C R definiert, und die verkettete
Funktion F(t) := f(x1(t),...,z,(t)) soll auf I erkldrt sein. Sind alle Funktionen
f und x; auf I differenzierbar, so ist auch F' auf I differenzierbar, und

. _ of dvy - OF dan
dt  Oxy dt ' Oz, dt’

genauer: fiir ¢y € [ ist

% () =" gi (#1(t0), - walto) ) - CZ’: (to).

i=1
Der Beweis folgt sofort aus der Kettenregel, angewandt auf die duflere Funktion
f und die innere Funktion g(t) := (x(t),...,z,(¢))T : [ — R™. n

Beispiel 2 Die reellwertigen Funktionen f bzw. uq, ..., u, seien auf der offenen
Menge U C R" bzw. der offenen Menge V' C R™ definiert. Wir betrachten die
verkettete Funktion

F(zy,...,xy) = f(ul(xl,...,xm),...,un(:z:l,...,xm)>
auf V. Ist f auf V differenzierbar und jede Funktion wu; auf V partiell differen-
zierbar, so ist F' auf V' partiell differenzierbar, und es gilt
oF  O0f 0 af Ju,
_9f Ow - Of Ou

Dies folgt sofort aus Beispiel 1. Ist sogar jede der Funktionen u; differenzierbar,
so ist I auf V differenzierbar, und es ist

fiir alle <.
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. /OF OF
F _<a_1'1’7%

Beispiel 3 Sei z : (0,1) — R™"\{0} eine differenzierbare Funktion. Dann ist die
verkettete Funktion

> auf V. [

f20,1) =R, b [lz@)]2

nach Beispiel 1 aus Abschnitt 10.2 und nach Satz 10.14 differenzierbar, und die
Kettenregel liefert wie in Beispiel 1

_ (@), 2'(1))
ZII ||2 lz ()2

wobei (-, -) fiir das tibliche Skalarprodukt im R™ steht. m

Beispiel 4 Wir sehen uns die Anwendung der Kettenregel bei der Transfor-
mation von Differentialausdriicken an. Durch Einfithrung von Polarkoordinaten
xr =rcosp,y = rsing auf R*\{(0,0)} wird aus einer Funktion u = u(x,y) eine
Funktion v = v(r, ¢) = u(r cos p, rsin ).

A

y _______
|
|
L |

N
(2 l
! ' -
0 T
Wir zeigen, dass dabei beispielsweise der Ausdruck x— — gy o 1n - iibergeht. Aus

x =rcose und y = rsiny folgt r = /22 + y? und ¢ = arctan g . Differenzieren
liefert

or 2z 7 COS
— = = = cos
ox /12 —+ yQ r Y
und analog g—; = sin ¢ sowie
dp 1 (—y) _ —y  —rsinp  sing
81;_1—1—(%)2 2 _:1:'2+y2_ r2 - r

und analog g—“; = 2%, Demzufolge ist nach Beispiel 2

ou Ov Or  0Ov 0p  Ov Ov sin @
dr ~ Oroz g or YT dp ¢
ou v Or  Ov Op 81}, v cosp
8_y - 58_y+8<,08y or ngp—{—&p r
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Hieraus folgt schliellich

8u ou _ oS (@ sin ¢ + % COS@) — rsin (@ cos p — % Sm%p)
8y “Yor T \or P¥ 0y “\or 7 dp r
v v v

pe (rsmgocosgp—rsm(pcosgo)—l—%(COS @ +sin? ) = 9

Es ist also beispielsweise genau dann :ca—“ — gy 5 = 0, wenn —” = 0, d.h. genau

dann, wenn v nur von r abhéngt, also rotat1onssymmetrisch 1st [

10.4 Richtungsableitungen

Definition 10.15 Sei U C R" offen, f : U — R, z € U und v € R" ein Vektor
der Linge ||v||2 = 1. Man sagt, dass f eine Ableitung in Richtung des Vektors v
besitzt, wenn der Grenzwert

o JE ) = f(@)

t—0 t

existiert. Wir bezeichnen diesen Grenzwert mit g_f

Die partiellen Ableitungen Tf sind spezielle Richtungableitungen in Richtung

der Einheitsvektoren e; = (0,...,0,1,0,...,0) mit der 1 an 4. Stelle.

Satz 10.16 Seien U, z, f wie in Definition 10.15, und f sei in x differenzierbar.

Dann existiert fiir jeden Einheitsvektor v = (vy,...,v,)T € R™ die Ableitung von
f im Punkt x in Richtung v, und es gilt
of / af L9t
- 10.17
@) = f= 5 @+t (@) (10.17)

Beweis Fiir hinreichend kleines ¢ ist nach Definition von f’(x)

flatt) = @) f@)totr() o0 ()
t t t
Aus lim;_ I (|t| ol — = lim;_, ”]%f” = 0 folgt die Behauptung. [

Mit Hilfe des Gradienten grad f = ( By %) koénnen wir (10.17) auch als

O (2) = (fgrad 1)) 0) (10.15)

schreiben, wobei (z,y) = > _"" | x;y; das Skalarprodukt auf R" ist. Wie im R?
fithrt man den Winkel ¢ € [0, 7] zwischen zwei Vektoren z,y € R™\{0} durch

(@, y) = [l llyll cos ¢
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ein. Ist also (grad f)(z) # 0, so folgt aus (10.18) fiir den Winkel ¢ zwischen v
und (grad f)(x) :

of

5, (@) = ll(grad f)(@)]| cos .

v

Folgerung 10.17 Seien U, f,z,v wie in Definition 10.15, und sei (grad f)(x) #
0. Dann st die Richtungsableitung % (x) genau dann mazimal, wenn cosp = 1
bzw. ¢ =0, d.h. wenn (grad f)(z) und v die gleiche Richtung haben. Der Gradient

zeigt also in die Richtung des starksten Anstieges von f in x. Diese Tatsache wird
bei der numerischen Lésung von Extremalaufgaben benutzt.

10.5 Der Mittelwertsatz

Am Ende von Abschnitt 7.6 haben wir gesehen, dass der Mittelwertsatz in seiner
gewohnten Form fiir vektorwertige Funktionen nicht mehr gilt. Man hat jedoch
fiir reellwertige Funktionen auf R™ die folgende Version.

Satz 10.18 (Mittelwertsatz) Sei U C R" offen und f : U — R differenzier-
bar. Weiter sei x +th € U fir alle t € [0,1]. Dann existiert ein T € (0,1) mit

f(x+h)— f(x)= f'(x+Th)h.
Beweis Wir betrachten die differenzierbare Funktion
g:[0,1] = R, t+— f(x+th).

Nach dem Mittelwertsatz 7.27 fiir Funktionen einer Verdnderlichen gibt es ein
7€ (0,1) mit
dg
fla+h) = f(@) =9(1) = 9(0) = — (7).
Nach der Kettenregel (Beispiel 1 aus 10.3) ist weiter

Fiir Funktionen f : R” — R™ mit m > 2 ist die folgende Version des Mittelwert-
satzes die nédchstbeste und sehr niitzlich.

@ (1) = Z of (x +7h)h; = f'(x + Th)h. u

Satz 10.19 Se: U C R"™ offen, f : U — R™ stetig differenzierbar und x+th € U
fiir alle t € [0,1]. Dann ist

1
flx+h)— f(x)= / f'(xz 4+ Th)hdr.
0
Ist insbesondere || f'(x + th)|| < M fir alle t € [0, 1], so folgt

1f(x+h) = fo)l| < M][A]l.
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Das Integral iiber die vektorwertige Funktion f'(z + 7h)h ist komponentenweise
erklért.

Beweis Fiir g : [0,1] — R™, g(t) := f(x + th) ist ¢’(t) = f'(x + th)h und daher

F(a 1) — fz) = g(1) — g(0) = / §(r)dr = / f(@ + Thyhdr,

womit die erste Aussage gezeigt ist. Die zweite folgt aus

10.6 Der Satz von Taylor

1 1
/ Pz + 7h)hdr g/ If (z + 7h)h| dr
0 0
< [ Th)| Rl dr < [ MR dr = M]|R|. o

Wir lernen nun den Satz von Taylor fiir Funktionen mehrerer Verénderlicher ken-
nen. Dabei beschréanken wir uns auf reellwertige Funktionen. Wir fiihren zunéchst
einige Bezeichnungen ein, die uns helfen, die Ubersicht iiber die zahlreichen Sum-
manden in der Taylorentwicklung zu behalten.

Ein Multiindez ist ein n—Tupel (aq,...,a,) € N™. Fir jeden Multiindex o =
(aq,... ) sel |a] == a1 + ... + a, seine Ordnung und ! := ayq!...q,! seine
Fakultdt. Fir jede |a|-mal partiell differenzierbare Funktion f : R" O U — R
setzen wir

olel f

Dof =D Donf=—
/ ! n' ozt ... Qxgn’
und fiir = (z1,...,7,) € R" sei

x=alt

Qn
n -

Als Vorbereitung fiir den Satz von Taylor zeigen wir:

Satz 10.20 Sei U C R" offen, f : U — R k-mal stetig partiell differenzierbar,
und sei x +th € U fir alle t € [0,1]. Dann ist die Funktion

g:[0,1] = R, t— f(x+th)
k—mal stetig differenzierbar, und es gilt

dkg

T = Y S ne (10.19)

|a|=k

(die Summation erfolgt iber alle Multiindizes der Ordnung k).
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Beweis Wir zeigen zuerst mit vollstédndiger Induktion, dass

dkg -

(1) = > Dy Do f) @+ A, -, (10.20)
i1y =1
Fir £ = 1 haben wir dies bereits im Beweis von Satz 10.18 getan. Aus der
Kettenregel folgt ndmlich
dg df (1 + thy, ..., x, + thy,) _Of dxy of dx,
a7 dt O =Ge @ T o @
af af " of
o hi+...+ o B Z . (z + Th)h;,

Nehmen wir an, dass (10.20) fiir ein £ — 1 > 1 richtig ist, so folgt analog

275(7) = %( > (Di,H...Dilf)(a:+th)hil...hiH)(T)

U1yt —1=1
n

_ Zn: Dik< > Dy, Da f)(x+7h)hi1...hik71)hik

ikzl L] geeey ik,1:1

n

= Y (Di...Dif)a+Th)hi, . by,

U1yl =1

Damit ist (10.20) gezeigt. Wir iiberlegen uns nun, dass die rechte Seite von (10.20)
gleich der rechten Seite von (10.19) ist. Grundidee ist, dass es nach dem Satz von
Schwarz auf die Reihenfolge der partiellen Ableitungen nicht ankommt und wir
daher die partiellen Ableitungen umsortieren konnen. Kommt unter den Indizes
i1,...,1 die Zahl 1 genau a;—mal vor, die Zahl 2 genau as—mal, ..., und die
Zahl n genau «,—mal, so ergibt die Umsortierung und Zusammenfassung gleicher
Ableitungen

(le c D“f)(.l’ + Th)hil S h’lk = (D?l . Dznf)(ﬂf + Th)h?l S hg".

Da es gerade ﬁ = ];—', k—Tupel (iy,...,i) gibt, in denen die Zahl j genau
a;-mal vorkommt (beachten Sie: a; + ... + o, = k), gilt
d*g z
(M = >0 (Da D)t rh)h, .y,
iy ikk‘
= Y 5 (DS ... D f)(x 4+ Th)R{' ... hO™
al=k ’
laf y
= ) — (D)@ + Th)h®. m
laj=k
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Satz 10.21 (Taylor) Sei U C R™ offen, f : U — R (k-+1)-mal stetig partiell
differenzierbar, und sei x +th € U fir alle t € [0,1]. Dann gibt es ein 7 € (0,1)
so, dass

fla+h) = Zi(Daf)(x)h“ + Y (D) “Th)h.

la|<k lof=k+1

J/ S

Taylorpolynomvder Ordnung k Requlied

Beispiel Wir bestimmen das Taylorpolynom der Ordnung 2 der Funktion f :
R2 — R, (1, 29) — 179572 im Punkt = = (0,0). Dieses ist gleich

L (DO,

(D3£)(0)h3 + (D1 Dy f)(0)hy ha,

fO) + (Dif)(0)hy + (D2f)(0)hg +
.

und wir bestimmen die partiellen Ableitungen von f bis zur 2. Ordnung;:

(D1 f) (21, 20) = 2aqeriteose = (D1f)(0) = 0.
(Daf)(w1,22) = —sinayetiteoss = (D2f)(0) = 0.
(DYf) (w1, w2) = (24 4af)eriteoses = (DIN)0) = 2e
(D3f)(x1,29) = (—coszy+ sin®xy)eriteosss — (D2f)(0) = —e.
(D1 Dof)(x1,22) = —2x18inay eTiteos = (D1Dof)(0) = 0.
Das gesuchte Taylorpolynom ist also
(h1, ) »—>e+eh%—gh§. .

Beweis von Satz 10.21 Die Funktion ¢ : [0,1] — R,¢ + f(x + th) ist nach
Satz 10.20 (k+1)-mal stetig differenzierbar. Der Satz von Taylor fiir Funktionen
einer Verdnderlichen behauptet die Existenz eines 7 € (0, 1) so, dass

k
g0 | g0
h) = :
J+h) =g 2:0 m! k+1)!
Wieder nach Satz 10.20 ist
(m) e} (k+1) «
9™ (0) _ (D) () ;4 _giT) (Df)(x+7h) .,
T 2L M sewle Tpmyr= 2L
|a|=m |a|=k+1
woraus die Behauptung folgt. [
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Anmerkung 1 Seien «, f Multiindizes gleicher Lénge. Man rechnet leicht nach,
dass fiir f(z) := 27 gilt

9
=] et e

0 sonst
(8 —aund B > a sind komponentenweise zu verstehen). Insbesondere ist

O! falls a =

D*f)(0) =
(D)) { 0 sonst.

Hieraus folgt, dass wie bei Funktionen einer Veranderlichen alle partiellen Ablei-
tungen in x bis zur k. Ordnung der Funktion f mit denen ihres Taylorpolynoms
der Ordnung k iibereinstimmen. ]

Anmerkung 2 Man kann den Satz von Taylor auch fiir vektorwertige Funktio-
nen f = (f1,..., fm)? : U — R™ formulieren und beweisen. Definieren wir fiir
solche Funktionen D; f := (D;f1,..., Difm)? : U — R™, so sieht das entsprechen-
de Taylorpolynom (welches nun ein Vektor ist) formal genauso aus wie in Satz
10.21. Fiir m > 1 muss jedoch das Restglied modifiziert werden (vgl. Abschnitt
10.5 fiir den Mittelwertsatz). n

Wir sehen uns die Polynome P, (h) == 37, % h* fiir m = 0,1, 2 genauer
an.

m = 0 : Notwendigerweise ist a = (0,...,0) und daher Py(h) = f(x).

m = 1: Die einzigen n-Tupel o € N” mit || = 1 sind die “Einheitsvektoren”
e; =(0,...,0,1,0,...,0) mit der 1 an der j. Stelle. Wegen D% f = D, f, e;! =
und h% = h; ist

n

Pi(h) = (D f)(@)hi = ((grad f)(x), h).

j=1
m = 2 : Wir haben im Beweis von Satz 10.20 gesehen, dass

n

(D)) o 1

Py(h) = Z Th D) Z (DiD; f)(z)hih;.
|or|=2 ) ij=1

Um dies kompakter zu schreiben, bezeichnen wir fiir jede zweimal stetig partiell

differenzierbare Funktion f : R” O U — R die n x n — Matrix

(D). = (5o @)

2,7=1
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mit (Hess f) (z) und nennen sie die Hesse—Matriz oder den Hessian von f in
x. Nach dem Satz von Schwarz ist (Hess f) (z) eine symmetrische Matrix. Mit
dieser kénnen wir P,(h) schreiben als

Py(h) = 5 (Hess f)(x)h, h).

Folgerung 10.22 st U C R" offen, f : U — R dreimal stetig partiell differen-
zierbar und x +th € U fir alle t € [0, 1], so ist

Pl h) = e+ a, B+ 3 (Ah, ) + Rz, )

mit ¢ = f(x), a = (grad f)(x), A = (Hess f)(z) und einem Restglied Ry wie im
Satz 10.21.

10.7 Lokale Extrema

Wir benutzen nun Folgerung 10.22 zur Untersuchung des lokalen Verhaltens von
Funktionen f : R® D U — R. Fiir offenes U C R™ sei C*(U) die Menge aller
k-mal stetig partiell differenzierbaren Funktionen f : U — R. Eine Funktion
f:U — R besitzt in xy € U ein lokales Minimum (bzw. Maximum), wenn fiir
alle x aus einer Umgebung V' C U von z gilt

f(zo) < f(2) (bZW- f(xo) > f(@)

Tritt die Gleichheit nur fiir x = x¢ ein, nennen wir x, ein soliertes lokales
Minimum (bzw. Maximum).

Satz 10.23 (Notwendige Bedingung) Sei U offen und f : U — R partiell
differenzierbar. Besitzt [ in xo € U ein lokales Extremum (Minimum oder Mazi-
mum), so ist (grad f)(zg) = 0.

Beweis Fiir i = 1,...,n betrachten wir die Funktionen g¢;(t) := f(zo + te;).
Diese sind auf einem Intervall (—¢,¢) mit € > 0 definiert und differenzierbar, und
sie besitzen in ¢ = 0 ein lokales Extremum. Nach Lemma 7.9 ist ¢/(0) = 0. Nun
ist aber ¢/(0) = g—é (x0). Also ist (grad f)(xg) = 0. n

Das Verschwinden aller partiellen Ableitungen in x ist also eine notwendige Be-
dingung fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums. Wie bei Funktionen einer
Veranderlichen erhélt man hinreichende Bedingungen durch Betrachten der zwei-
ten Ableitungen. Wir treffen dazu einige Vorbereitungen.

Definition 10.24 Sei A eine symmmetrische (A = AT) reelle n x n Matriz. A
heifst

e positiv definit , wenn (Az,z) > 0 fir alle x € R"\{0}.
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e positiv semidefinit , wenn (Ax,z) > 0 fir alle x € R™.
e negativ definit (semidefinit), wenn —A positiv definit (semidefinit) ist.
e indefinit, wenn es x,y € R™ gibt mit (Az,x) > 0 und (Ay,y) < 0.
Aus der linearen Algebra kennen wir Kriterien fiir die Definitheit. So gilt:
Satz 10.25 Sei A symmetrische reelle n x n — Matriz. Dann ist A
e positiv definit <= alle Figenwerte von A sind positiv.
e positiv semidefinit <= alle Eigenwerte von A sind nichtnegativ.

e indefinit <= A hat sowohl positive als auch negative Figenwerte.

Satz 10.26 (Hurwitz-Kriterium) Fine symmetrische reelle n x n — Matriz
A = (aij)} =, ist genau dann positiv definit, wenn

det : : >0 firk=1,...,n.

Insbesondere fiir n = 2 ist die Anwendung dieses Kriteriums sehr einfach. Wir
formulieren nun hinreichende Kriterien fiir das Vorliegen von Extremwerten.

Satz 10.27 Sei U C R" offen, f € C*(U), x9 € U und (grad f)(zo) = 0. Dann
qgilt:

(a) ist (Hess f) (xg) positiv definit, so hat f in xo ein isoliertes Minimum.
(b) st (Hess f) (xo) negativ definit, so hat f in x¢ ein isoliertes Mazimum.
(c) ist (Hess f) (xg) indefinit, so besitzt f in xq kein lokales Extremum.

Ist (Hess f) (z¢) nur semidefinit, so ist keine Entscheidung maglich.

Beweis Wir zeigen nur die Aussage (@) und nehmen der Einfachheit halber
f € C3(U) an. Nach Folgerung 10.22 gilt fiir alle 79 + z aus einer Umgebung von
Lo

(o +2) = f(a) + 5 Az, 2) + R(2) (10.21

mit A := (Hess f)(xp). Da S := {y € R" : |ly|| = 1} kompakt ist, nimmt die
stetige Funktion
S—=R, y— (Ayy)
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auf S ihr Minimum « an. Da (Ay,y) > 0 fur alle y € S, ist insbesondere o > 0.
Ist nun x € R"\{0}, so ist z/||z|| € S und folglich

<Ai , ﬁ > >a>0 bzw. (Az,z) > az|? (10.22)
x

Die letztere Abschiatzung gilt offenbar auch fiir x = 0 und damit fiir alle z € R.
(Umgekehrt folgt aus dieser Abschétzung natiirlich die positive Definitheit von
A; beide Aussagen sind also dquivalent.)

Weiter: fiir das Restglied R(z) in (10.21) haben wir wegen |z;| < ||z|| offenbar
die Abschétzung

Ryl = | Yo LT o) < o

|af=3

fiir alle x aus einer hinreichend kleinen Umgebung von 0. Wéhlen wir diese Um-
gebung so klein, dass auch Cljz| < «/4, so wird

a
[R@)| < Cllall* = Cllal l|2]* < 7 Il
Hieraus und aus (10.21) und (10.22) folgt schlielich
a a a
Flaot2) 2 flao) + @ ol = & ol = Flao) + & f?

fiir alle x aus einer (hinreichend kleinen) Umgebung von 0. Also besitzt f in x
ein isoliertes lokales Minimum. ]

Beispiel Fiir f(z,y) = 2%+ 3 y*>+zy + 10 ist (grad £)(0,0) = 0, und die Matrix

2 1
(Hess [)(0,0) = ( - )

ist positiv definit (Hurwitz—Kriterium). Also besitzt f in (0,0) ein lokales isolier-
tes Minimum. m

10.8 Parameterabhingige Integrale

In diesem Abschnitt betrachten wir folgendes Problem: Wird eine Funktion f
zweier Verénderlicher bzgl. einer der Verédnderlichen integriert, so hédngt das Er-
gebnis von der zweiten Verdnderlichen ab. Beispielsweise ist fiir f(z,y) = ¥ fiir

z,y >0
2 2 y+1 2 2y+1_1
/ f(x,y)dx:/ o dr = = = —
1 1 y+1h y+1

Die Frage ist, unter welchen Voraussetzungen an f diese Abhéngigkeit stetig oder
sogar differenzierbar ist.
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Satz 10.28 Sei U C R" offen und D = [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Die
Funktion f : D x U — R sei stetig. Dann ist auch die Funktion

b
F:U—-R, x+—>/ f(t,z)dt

stetig. Hat f zusdtzlich stetige partielle Ableztungen :DxU —-Ri=1,...,n,
so ist auch F' stetig partiell differenzierbar, und es gzlt

o [ )
6%/ f(t,:v)dt:/ 8—£(t

Unter den getroffenen Voraussetzungen diirfen Integration und Differentiation
also vertauscht werden.

Beweis Wir {iberlegen uns zuerst die Stetigkeit von F'. Sei x € U. Da U offen ist,
gibt es ein r > 0 so, dass Us,.(z) C U. Dann liegt aber erst recht die abgeschlossene
Kugel U,(z) ={y € R": ||z —y| < r} in U. Weiter: die Menge

D x Uy (z) =[a,b] x {y e R" : |l —y|| <7}

ist abgeschlossen und beschrinkt in R x R® = R"*! also kompakt. Also ist f auf
dieser Menge sogar gleichmifig stetig (Satz 6.41). Insbesondere gibt es zu jedem
e>0ein 0 € (0,7) so, dass

€

|f(t,x—|—h)—f(t,x)|< b—a

fiir alle t € [a,b] und alle A € R™ mit ||h|| < J. Integration liefert
b
|F(z 4+ h) — F(x)] S/ |f(t,x+h) — f(t, )| dt < ﬁ(b—a) =c

fir alle h mit ||| < 0. Also ist F' in x stetig.

Fiir den Beweis der zweiten Aussage sei wieder x € U beliebig. Wir wéahlen ein
r € R so, dass x + he; € U fir alle h € (—r,r). Wir zeigen, dass die Funktion

f(th + hez) B f(t,l’)

falls i # 0
g(t,z, h) =
——(t,x) falls h =0

auf der Menge ~
U:={(t,z,h) € [a,b] xU x (—r,r)}

stetig ist. In allen Punkten (t,z,h) € U mit h # 0 ist dies klar, so dass wir
noch die Stetigkeit in allen Punkten (¢, x,0) € U zeigen miissen. Seien (t,, ., h,)
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Punkte aus U mit lim,, oo (tn, Tn, hy) = (t,2,0) und h, # 0 (fir h, = 0 ist die
Aussage wieder offensichtlich). Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung
fiir Funktionen einer Verdnderlichen, angewandt auf die Funktion

a:sw— f(tn,z, + shye;),
gibt es ein &, € [0, 1] mit

a(l) B (1(0) _ f(tmxn + hnei) - f(tna xn) _ af
T 3 = g, (el

Fiir n — oo ist h, — 0 und folglich auch &,h,, — 0. Wegen der Stetigkeit von 2L

ox;
ist daher

f(tn7 T, + h’nez) - f(tna xn)

g(tnaxmhn) - hn
o of
- (91:1 (tnwxn + fnhnez> - axz (t,l’) = g(t,x,O)

Also ist g stetig. Wenden wir die Aussage des ersten Teils des Satzes an, erhalten
wir

OF o [° , b
@) = g [ fadi=tu [ gt md
b

= /bg(t,a:,())dt: of

a 81'1
SchlieBlich héngt diese Funktion — wieder nach dem ersten Teil des Satzes — stetig
von z ab. ]

(t,x)dt.

Beispiel Fiir |t| < 1 berechnen wir das Integral
F(t) = / In(1 — 2t cosx + %) da.
0

Um Satz 10.28 benutzen zu kénnen, wihlen wir ein a € (|¢], 1) und betrachten F
auf dem kompakten Intervall [—a, a]. (Man beachte, dass 1 — 2t cosx + % > 0 fiir
|t| < 1.) Die Funktion

f(z,t) :=1In(1 — 2t cos v + %)

ist nach t stetig partiell differenzierbar und hat die Ableitung

af = 2t—2cosx
ot 1 —2tcosx + t2

auf [0,7] X [—a,al.

Aus der zweiten Aussage von Satz 10.28 folgt

T 2t—2cosx
F'(t) = dx.
(®) /0 1 2tcosa 12"
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Offenbar ist £/(0) = 0. Fiir ¢ # 0 substituieren wir

T
s 1= tan 5 bzw. x = 2arctans.

: de 2 _ 2ds :
Dann ist 9% = e bzw. dx = e Sowie
cos2§—sin2§ l—tan®% 1 — s
cosxr = T —5 = 5 = 5 -
cos® 5 +sin” 5 1+tan§ 1+s

Das gesuchte Integral geht damit iiber in

o2t — 21 2 o0 s2(1+41) — (1—1)
- . ds =4 ds.
0o 1—2t1=5 412 1457 o (L+1)2s* +2(1+12)s2 + (1 —1)?

Partialbruchzerlegung liefert

s2(1+1t)— (1 —1) 2 1 2 —1
(T+t)2st+ 21+ )2+ (1t ¢t <52+1 - (1+t)232+(1—t)2)'

Mit dem Grundintegral

/ ! d ! t a4 fi >0
r = —— arctan,/—x fiir ac
ar®+c vac c

2 1+t o0
F'(t) = —( t — arct )‘ =0
(t) > | arctan s arcan(l_ts) .
(beachten Sie: arctan0 = 0, lim,_, arctans = 7). Also ist F'(t) = 0 fiir alle
t € (—1,1), und F eine konstante Funktion. Wir bestimmen ihren (einzigen)
Wert, indem wir im Ausgangsintegral t = 0 setzen:

erhalten wir

F(t):F(O):/OWlnldx:O. .

Als weitere Anwendung von Satz 10.28 betrachten wir iterierte Integrale und ihre
Berechnung. Sei f : [a,b] X [¢,d] — R eine stetige Funktion. Nach Satz 10.28 ist
die Funktion

b
F(y) :=/ f(z,y)dx

auf [c, d] stetig und kann folglich integriert werden. Man bezeichnet

/Cd F<y>dy=/cd /ab F(o,y) dw dy

als iteriertes Integral. Der folgende Satz sagt, dass es auf die Reihenfolge der
Integrationen nicht ankommt.

205



Satz 10.29 Sei f : [a,b] X [c,d] — R stetig. Dann ist

/cd /ab flw,y)dvdy = /ab /Cd f(z,y) dy dx.

Beweis Wir erkldren ¢ : [¢,d] — R durch

ply) = /ab /Cy f(x,t)dt de.

Dann ist ¢(c) = 0, ¢ ist nach Satz 10.28 differenzierbar, und es gilt

tpl(y)Z/ab (% /Cy f(x,t)dtd:c:/ab f(z,y)dx.

Hieraus folgt

/cd/abf(:c,y)dxdyz/del(y)dyzw(d)—w(c):go(d):/ab/Cdf(xjy)dydx_

Ein analoger Satz gilt fiir n—fache Integrale einer stetigen Funktion auf einem
Quader im R"™.

Abschlieflend betrachten wir noch uneigentliche Parameterintegrale der Gestalt

/oo flr,y)de, y € led].

Da das Integrationsintervall nicht mehr kompakt ist, ldsst sich der Beweis von
Satz 10.28 nicht unmittelbar iibertragen, und wir benotigen stérkere Vorausset-
zungen.

Definition 10.30 Das Integral [ f(z,y)dz heift auf [c,d] gleichméBig kon-
vergent, wenn es fir jedes y € [c,d] konvergiert und wenn fir jedes ¢ > 0 ein
by > a existiert, so dass

‘ / (e, y) da:( < ¢ fiir alleb > by und alley € [c, d].
b

Man beachte, dass by unabhéngig von y ist.

Satz 10.31 (a) Sei [ : [a,00)x][c,d] — R stetig und beschrinkt, und das Integral
faoo f(z,y) dx konvergiere gleichmajf$ig auf [c,d]. Dann ist die Funktion

o:le,d =R, yr— /oo flz,y)dx (10.23)
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stetig. Auflerdem konvergiert das Integral faoo fcd f(z,y) dydz, und es gilt

/cd /:O f(a:,y)dxdyz/:o /Cd F(z,y) dy de.

(b) Sei f :[a,00) x [c,d] — R stetig, beschrinkt und nach y partiell differen-
zierbar, die Ableitung g—g sei auf [a,00) X [¢, d] stetig und beschrinkt, das Integral

f:o % (x,y) dzx sei gleichmdflig konvergent, und das Integral faoo f(z,c)dx kon-
vergiere. Dann konvergiert das Integral [~ f(xz,y)dx fir jedes y € [c,d], die
Funktion (10.23) ist differenzierbar, und

_ [T

©'(y) = 3y (z,y)dx.

Beweis (a) Fiir alle y,y +h € [c,d] und b > a ist
P+ h) = el = [ (Fy+b) =~ Fay))ds (10.21)

- [y n—sep)des [ sy rna— [ e

Sei ¢ > 0. Wir wahlen b so grof}, dass der Betrag der letzten beiden Integrale
in (10.24) jeweils kleiner als £/3 wird (gleichméfige Konvergenz!). Weiter wissen

wir aus Satz 10.28, dass y +— fab f(z,y)dz eine stetige Funktion ist, und daher
wird auch das erste Integral in (10.24) kleiner als £/3, wenn nur A hinreichend
klein ist, etwa fiir A < hg. Fiir alle h < hy ist also

oy +h) —py) <e.

Fiir die zweite Aussage von (a) sei wieder € > 0. Wir wéhlen by > a so, dass

00 b
’/ f(x,y)dx—/f($,y)dx‘<z—: fir alle y € [e,d] und b > b

(gleichméBige Konvergenz!). Integrieren liefert

‘/Cd/aoof(x,y)dwdy—/cd/abf(x,y)dxdy’ <e(d—c).

Mit Satz 10.29 vertauschen wir die Integrationsreihenfolge im 2. Integral und

erhalten
‘/cd/aoof(x,y)dxdy_/ab/cdf(x,y)dydx‘ <eld—c).

Da dies fiir jedes b > bq gilt, folgt die Behauptung.

207



(b) Nach Teil (a) konvergiert fiir jedes t € [c, d] das uneigentliche Integral

[ee) taf
/a /ca—y(%y)dyd%

/ct /:O%(x’y) dz dy = /aoo /ctg—z(ﬂf,y) dy dx. (10.25)

Da g—i stetig ist, folgt mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

und es gilt

/C g—;j(m,y)dy:f(:r,t)—f(x,c).

Integration bzgl. z iiber [a, 00) liefert wegen (10.25) (und wegen der Konvergenz
von [ f(x,c)dx nach Voraussetzung) fiir t € [c, d]

gp(t):/aoo f(x,t)dx:/aoo f(x,c)dx—k/ct/aoog—‘;(x,y)dxdy.

Nun ist y — [~ g—g(x, y)dz stetig nach Teil (a). Wieder nach dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung ist ¢ differenzierbar, und

>0
o'(t) = a—g(x,t)dx. =

Aufgabe: Benutzen Sie diesen Satz um zu zeigen, dass die Eulersche Gamma-
funktion

I'(x) ::/ ettt hdt, x>1
0

stetig und sogar unendlich oft differenzierbar ist. (Fiir x € (0,1) ist der Integrand
unbeschréinkt und Satz 10.31 nicht mehr unmittelbar anwendbar.)

208



