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1 Grundbegriffe

a.) Mengen
Grundlegend ist der von G. Cantor (1845 — 1918) eingefiihrte Begriff der Menge. Nach

der Definition von Cantor ist eine Menge eine

LZusammenfassung von wohlbestimmten und wohlunterschiedenen Dingen

zu einem Ganzen.“

Diese Dinge werden Elemente der Menge genannt. Mengen kann man auf zwei Arten
festlegen:

1.) Man fiihrt alle ihre Elemente in geschweiften Klammern auf: z. Bsp.
M, = {1,2,3,4}
M, = {-1,2,4,6,7.5}
M; = {2,4,6,8,10}.

2.) Oder man gibt eine definierende Eigenschaft an:

M, = {z|x ist gerade Zahl zwischen 1 und 10}
My = {a|d®=1}
M

{z | z ist Primzahl} .
Es kommt nicht auf die Reihenfolge der Elemente an. Also ist
M, ={1,2,3,4} = {4,3,1,2}.

Die Definition der Menge muf} so gefafit sein, dafl von jedem Ding feststeht, ob es zu der
Menge gehort oder nicht (jedes Element muf3 ,wohlbestimmt“ sein). In einer Menge darf

ein Element nur einmal vorkommen (,,wohlunterschieden*).
Man sagt, zwei Mengen A und B seien gleich,
A=1B,
wenn sie dieselben Elemente enthalten. Also ist
M, ={2,4,6,8,10} = My = {x | x ist gerade Zahl zwischen 1 und 10} .

Man sagt, A sei Teilmenge von B,
ACB,

3



wenn jedes Element von A auch in B enthalten ist:

{1,4} C {1,2,3,4},
{1,2,3,4} C {a|a ist ganze Zahl}.

B ist dann Obermenge von A. Fiir die Aussage, ,,m ist Element von M* fithrt man das
Symbol
me M

ein. Die Negation dieser Aussage ist
m & M.
Dieses Symbol bedeutet also ,,m ist nicht Element von M *.

Eine Menge, die kein Element enthélt, wird leere Menge genannt. Das Symbol fiir diese
Menge ist (). Es ist sinnvoll, die leere Menge zuzulassen, weil sonst in vielen Aussagen
Fallunterscheidungen vorgenommen werden miissen. Die leere Menge () wird als Teilmenge

jeder Menge angesehen.

Fiir eine Reihe von Mengen hat man Standardbezeichnungen eingefiihrt:

= {1,2,3,...} (Menge der natiirlichen Zahlen),

= {0,1,-1,2,-2,...} (Menge der ganzen Zahlen),
{q | ¢ ist rationale Zahl},

= {r | r ist reelle Zahl}.

A O N Z
I

Sei My C M . Dann bezeichnet man die Menge
C = {m | m gehort zu M aber nicht zu M}
als Komplement von M; in M und schreibt dafiir
C=M\M,.

Die Menge aller Teilmengen einer Menge M heifit die Potenzmenge P(M) von M . Ins-
besondere gilt
0eP(M), MeP(M)

(M ist Teilmenge von sich selbst).



Beispiel. Teilmengen von {1,2,3,4} :

{ 0
{1}, {2}, {3}, {4}
{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4}
{1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4}

{1,2,3,4} } = P({1,2,3,4,}).
Die Potenzmenge enthilt 16 = 2* Elemente.

Der Mengenbegriff ist nicht so scharf definiert, wie man das sonst in der Mathematik
gewohnt ist. Er ist ein Grundbegriff, auf dem die Mathematik aufbaut. Jedoch mufl man
vorsichtig sein, da bestimmte Mengendefinitionen auf Widerspriiche fithren und daher

nicht zugelassen werden kénnen.

Beispiel. ,,Russelsche Antinomie®* (B. Russell, 1872 — 1970):
Sei M die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten. Gilt M € M ?

Aus M € M folgt M ¢ M . Umgekehrt folgt aus M ¢ M aber M € M . Also kann weder
M € M noch M ¢ M gelten. Da jedoch eine der beiden Aussagen richtig sein muf, ergibt

sich ein Widerspruch. Diese Mengendefinition ist also nicht zugelassen.

Um diese Widerspriiche zu vermeiden, legt man in der ,axiomatischen® Mengenlehre die
zwischen Mengen giiltigen Relationen durch ein System von formalen Axiomen fest. Mei-
stens stellt man sich aber auf den Standpunkt der ,naiven Mengenlehre“ und beniitzt die
Cantorsche Mengendefinition, vermeidet aber auf Widerspriiche fiihrende Mengendefini-

tionen. Auch wir gehen so vor.

Weitere Definitionen und Bezeichnungen: Seien M; und M, Mengen. Dann bezeichnet
man

M1UM2:{I‘1’€M10(1€I'$EM2}

als Vereinigungsmenge. Das Wort ,oder” wird hier wie {iblich im mathematischen Sprach-
gebrauch nicht als ,,exklusives oder® benutzt. Ein Element = darf also zu beiden Mengen
My und M gehéren. Fiir ein beliebiges endliches oder unendliches System S von Mengen

schreibt man auch

UM:{x|EsgibteinMESmitxeM}.
MeS



Man beniitzt auch die Bezeichnungen

UMi=Mudpu.. M, (JM;=MUMUMU....
i=1 i=1

Ebenso definiert man durch
MlmMQZ{.T‘iUGMl undeMg}

den Durchschnitt der Mengen M; und M, . Fiir ein beliebiges Mengensystem S schreibt
man

ﬂM:{m|FﬁraHeM€Sgilta:€M}.
MeS

Man beniitzt auch die Bezeichnungen

.
=
|

s
Il
—

MyNMyN...0M,,

MiNnMyNM;N....

—
=
|

N
Il
i

Gilt M; N M, = (), dann sagt man, die Mengen M; und M, seien disjunkt.
Beispiele. 1.) Sei My, = {1,2,...,k}. Dann gilt

LnJ Mk - MTL7
k=1

Um = N,
k=1

(Me = [ Me={1}.

2.) Sei a eine positive reelle Zahl und sei M, = {x | x reelle Zahl mit 0 < z < a}.
Fir
S={M,|a>0}

gilt dann

N =,

U M = {z|x ist positive reelle Zahl} .



3.) Sei a eine positive reelle Zahl und sei
M) ={x | x ist reelle Zahl mit 0 <z < a}.

Fir
S"'={M!|a>0}

gilt dann
M = {0},
U M = {x|x ist reelle Zahl mit z > 0}.
Regeln von de Morgan. (1806 — 1871) Seien alle Mengen M € S Teilmenge einer

gemeinsamen Obermenge K . Das Komplement von M in K bezeichne ich als M’ . Dann

gilt

(Ua) = N

MeS MeS
( N M)l - Y wm.
MeS MeS

Cartesisches Produkt. Seien A, B Mengen. Unter dem cartesischen Produkt A x B der
beiden Mengen A, B versteht man die Menge aller geordneten Paare (z,y) mit x € A und
y€ B :

AxB={z|z=(z,y), €A, y€B}.

Bei geordneten Paaren mufl man also die Reihenfolge beachten. Zwei geordnete Paare

(x,y) und (2',%') heiBen gleich, genau dann wenn z = 2’ und y =y’ gilt.

Mengentheoretisch einwandfrei kann man geordnete Paare folgendermafien definieren:

(z,y) == {z,{z,y}}.

Beispiel. A = B = R. Jeden Punkt der Ebene kann man durch ein Koordinatenpaar
(71, 22) € R x R = R? festlegen; jeden Punkt des Raumes kann man durch ein Koordina-

tentripel (z1, 79, 73) € R x R x R = R? darstellen.



X2

RxR

| | | | | | |

(—2.-0.5)

Relationen. Auf der Menge der reellen Zahlen ist die , kleiner als “, Beziehung < erklért.
Zum Beispiel gilt 1 < 2. Man kann dies auch so ausdriicken: Die Relation < trifft auf das
geordnete Paar (1,2) zu. Dagegen trifft die Relation < auf das geordnete Paar (2, 1) nicht
zu. Die Relation < auf den reellen Zahlen ist also durch die Menge derjenigen geordneten
Paare aus R x R bestimmt, auf die < zutrifft. Das legt nahe, < direkt als die Menge aller

geordneten Paare
{(z,y) | r€R und yeR mit z<y}CRxR
aufzufassen. Allgemein definiert man: Wenn M eine Menge ist, bezeichnet man jede Teil-

menge R von M x M als zweistellige Relation auf M .

Beispiel. Sei M eine Menge. Eine endliche oder unendliche Menge P von Teilmengen

von M heifit Partition von M , wenn
M=JT
TeP

und SNT = () fir alle S, T € P mit S # T gilt. Eine Menge P von Teilmengen von M ist
also genau dann eine Partition von M , wenn jedes Element von M in genau einer Menge

von P liegt.

Sei P eine Partition von M . Man nennt zwei Elemente x,y € M &dquivalent und schreibt

x ~ 1y, genau dann wenn x und y zur selben Menge von P gehoren.

Hierdurch wird eine Relation ~ auf M erklart:

~ = {(z,y) | (x,y) e M xM und z~y}
= {(z,y) | und y gehoren zur selben Menge aus P} .



Beispiel.

M = {1,2,3,4,5)
P1 == {1,2}, P2:{3,4}, P3:{5}
P = {P, P, P;} ist eine Partition.

~ hat folgende Eigenschaften:

(1) x ~x  (~ ist reflexiv)

(2) Aus x ~ y folgt y ~ = (~ ist symmetrisch)

(3) Aus x ~yund y ~ z folgt x ~ 2z (~ ist transitiv)

Eine Relation, fiir die (1), (2), (3) gelten, heiBt Aquivalenzrelation. Das einfachste Beispiel

fiir eine Aquivalenzrelation ist =  (Gleichheit).

b.) Verkniipfung von Aussagen

Seien A, B, C, ... Aussagen. Eine Aussage kann wahr (W) oder falsch (F) sein. Durch logi-
sche Verkniipfung von Aussagen erhélt man neue Aussagen. Deren Wahrheitswert hingt
allein von den Wahrheitswerten der urspriinglichen Aussagen ab. Ich will die Wahrheits-
tafeln fiir die vier Verkniipfungsoperationen A (,und‘), V (joder'), = ( ,Implikati-

on‘), & (,Aquivalenz‘) angeben.

1.) ,Und* A
A| B |AANB
w i wi W
W F
W | F F
F | F F

Damit A ‘und’ B wahr ist, miissen sowohl A als auch B wahr sein. Man versteht diese

Festlegung besser, wenn man folgendes Beispiel betrachtet: Man kann die Definition einer



Menge
M = {m | definierende Aussage}
folgendermaflen auffassen: Es soll m € M gelten, wenn die definierende Aussage fiir m

richtig ist (den Wahrheitswert W hat), und es soll m ¢ M sein, wenn die definierende

Aussage fiir m falsch ist.

Beispiel. Seien M, M; Mengen. Den Durchschnitt M; N My kann man folgendermaflen

definieren
MiN My :={m | (m e M)A (me M)}.

2.) joder Vv

A| B |AVB

wiw.| W

F|lWwW| W

Wi F W

F | F F

Damit A ‘oder’ B wahr ist, geniigt es, dafl eine der beiden Aussagen A, B wahr ist.

Beispiel.
MU M, = {m| (mEMl)\/(mEMg)}

3.) Jmplikation* = (aus A folgt B)

A|B|A=B
W W w
F W w
W | F F
F | F w

In der Umgangssprache interessiert man sich bei der Aussage ‘aus A folgt B’ nur fiir den
Fall, dafl A wahr ist. Nur dann macht man eine Aussage iiber B. Was passiert, wenn A

nicht wahr ist, 148t man offen:

Beispiel. , Wenn es regnet, wird die Strafle nafl.“ ,,Wenn es regnet, folgt dafl die Strafle
nafl wird.“ Was passiert, wenn es nicht regnet, bleibt offen. In diesem Fall kann die Strafle
trocken bleiben, oder aber aus anderen Griinden doch nafl werden. Dem wird man in der
formalen Festlegung des Wahrheitswertes von ;A = B* gerecht, indem man diese Aussage

immer als wahr ansieht, wenn A falsch ist. Die Implikation ist eine ,einseitige Aussage*.
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Beispiel.

N = {m|meMA(meM =meM)}=Mn((M\M)U (M N M))
= MN(M\M)UMNOM NM)=(M\M)U(MnM N M,).

L = {m|meMA[(meM=meM)A(me M =meM)|}
= M [(M\M)U (M 0 M)] N [(M\M)U (M, N Ms)]
= (M N M, N M) U [M\(M UM)].

4.) Aquivalenz < (genau dann, wenn)

A|B|AsB

W w w

F W F

W | F F

F | F w
Beispiel.

M={a|(@eR)A(@®>>1a>1)}={a|a>~-1}.

Sei a eine reelle Zahl. Wenn man sagt, ,,Ich beweise, dafl a?

> 1 ist genau dann wenn
la] > 1 ist“, dann meint man damit, daB man zeigt, da  (a* > 1) < (|a| > 1) immer
wahr ist. Hierzu mufl man beweisen:

1.)Ista®> >1 dannist |a| > 1.

2.)Ist |[a| >1 dannist a*>1.

Wenn man dagegen sagt, ,,Ich beweise, da3 aus a > 1 folgt, dafi a® > 1 ist,“ dann meint
man damit, dafl man zeigt, daBl (@ > 1) = (a* > 1) immer wahr ist. Hierzu muB bewiesen

werden: Ist @ > 1 dann ist a2 > 1.

c.) Quantoren, Negation von Aussagen
Zur Abkiirzung von Aussagen beniitzt man die Quantoren V, 3.
All-Quantor: V  fiir alle“

Existenz—Quantor: 3 es gibt“

Beispiele. VaeR dnen’ : n>a

,Fir jede reelle Zahl a gibt es (mindestens) eine natiirliche Zahl n mit n > a.“

VaER vneN HmeN : n S am
a>1

,Fir jede reelle Zahl a, die grofler als 1 ist, und fiir jede natiirliche Zahl n gibt es eine

natiirliche Zahl m so daBl n < a™ gilt.«

11



Die Negation einer mit Quantoren geschriebenen Aussage kann leicht bestimmt werden.

Die Negation der Aussage aus dem ersten Beispiel ist
HGER vneN . n S a

»Es gibt (mindestens) ein a € R so daf fiir alle n € N gilt n < a.“

Die Negation der zweiten Aussage ist:

EIaER ElTLEN vmeN n > am
a>1

»,Es gibt eine reelle Zahl a, die groffer als 1 ist, und es gibt eine natiirliche Zahl n, so dafl

m o«

fiir alle natiirlichen Zahlen m gilt n > a™.

12



2 Reelle Zahlen

1

70 1,428571428571 ...
V2 = 1,4142135 ...

T = 3,1415926 ...

sind reelle Zahlen. Was diese unendlichen Dezimalbriiche eigentlich sein sollen und wie
man damit rechnet, soll nun gekldrt werden. Dazu mufl man genau angeben, was man
unter ,,den reellen Zahlen“ verstehen will, und welche Eigenschaften sie haben sollen. Ich

will zunéchst das Vorgehen skizzieren:

Zunéchst beachte man, dafl es gar nicht darauf ankommt, was die reellen Zahlen eigentlich
sind, sondern nur wie man damit rechnet. Man stellt daher zunfichst eine Liste der
Rechenregeln und Eigenschaften auf, die die reellen Zahlen haben sollen. Dann versucht
man alle diese Eigenschaften auf moglichst wenige, moglichst klare ,Grundsétze®,
sogenannte , Axiome®, zuriickzufiihren. Nachdem man diese Axiome aufgestellt hat,
vergifit man die konkrete Vorstellung einer reellen Zahl, die man aus Erfahrung hat, und
nimmt an, man hétte irgendeine Menge und Rechenoperation auf dieser Menge, fiir die
diese Axiome gelten. Dann zeigt man, dafl wenn man eine zweite solche Menge hat, diese
auf die erste in geeignetem Sinn ,,abgebildet” werden kann, also in einem gewissen Sinn
yaquivalent® zur ersten Menge ist. Man zeigt also, daff es in diesem Sinn nur eine einzige
solche Menge gibt, und diese Menge (zusammen mit den Rechenoperationen, fiir die die
Axiome gelten), nennt man die ,reellen Zahlen®“. SchlieBlich mufl man sich iiberlegen, dafl
die iibliche Dezimalbruchdarstellung der reellen Zahlen mit der iiblichen Erklarung der
Rechenoperationen 4, -, < usw. gerade eine solche Menge ist, ein sogenanntes ,, Modell“

fiir die reellen Zahlen darstellt.

Man nennt dies den axiomatischen Aufbau der reellen Zahlen. Man fiihrt also die Ei-
genschaften der reellen Zahlen auf einige einfache Axiome, d.h. Grundannahmen zuriick.
Diese Axiome fiihrt man nicht weiter zuriick, leitet sie also nicht aus noch einfacheren
Annahmen her. Denn irgendwo mufl auch die Mathematik beginnen. Natiirlich gibt es
verschiedene Moglichkeiten, das Axiomensystem zu wéhlen. Auf jeden Fall aber darf das
Axiomensystem keinen Widerspruch enthalten, und mufl man aus diesen Axiomen alle
Eigenschaften herleiten konnen, die die reellen Zahlen haben sollen. Ich werde gleich ein
solches Axiomensystem angeben. Ich mufl aber erwéhnen, dal man auch andere Axiome

wéhlen kann, und zwar Axiome, die nur die natiirlichen Zahlen {1,2,3,...} betreffen.
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Dadurch hat man die natiirlichen Zahlen gegeben. Aus diesen natiirlichen Zahlen kon-
struiert man dann die rationalen, und aus den rationalen Zahlen die reellen Zahlen. Man
nennt dies den konstruktiven Aufbau der reellen Zahlen. Das Ergebnis ist genau dasselbe.
Jedoch spielt der konstruktive Aufbau eine grofie Rolle, weil es viel einfacher, natiirlicher
und iiberzeugender scheint, nur Annahmen iiber die natiirlichen Zahlen zu machen als
gleich tiber die reellen Zahlen. Dieser konstruktive Aufbau erfordert jedoch viel Arbeit.
Daher fiihrt man diesen Aufbau in einer Vorlesung iiber Infinitesimalrechnung nicht vor,

sondern beginnt mit Axiomen iiber die reellen Zahlen.

a.) Koérperaxiome
Wir nehmen an, je zwei reellen Zahlen a,b sei eindeutig eine reelle Zahl a + b, ihre
Summe, und eine andere reelle Zahl a - b, ihr Produkt zugeordnet. Fiir diese Zuordnung,

die man Addition und Multiplikation nennt, soll gelten

(

Al) a+b=b+a Kommutativgesetz
A2) a+(b+c)=(a+b)+c Assoziativgesetz
A3.) Es gibt genau eine Zahl 0 so Existenz- und Ein-

Addition
daB fiir alle a gilt a +0=a  deutigkeit der 0
A4)) Zu jedem a gibt es genau ein Eindeutige Losbarkeit
\ x sodaB gilt a4+ x =0 der Gleichung a +x =0.
( A5) a-b=b-a Kommutativgesetz
A6.) a-(b-c)=(a-b)-c Assoziativgesetz
A7.) Es gibt genau eine von 0 ver- Existenz- und Ein-
o schiedene Zahl 1, so daf3 deutigkeit der 1
Multiplikation
firallea gilt a-1=a
A8.) Zu jedem a # 0 gibt es Eindeutige Losbarkeit
genau ein x, so daf} gilt der Gleichung a -z =1.
a-r=1
\
A9) a-(b+c)=a-b+a-c Distributivgesetz

Wegen der Assoziativgesetze 2.) und 6.) kann man Klammern weglassen.

at+(b+c) = (a+b)+c=a+b+c
a(bc) = (ab)c =: abc

14



Folgerungen aus den Korperaxiomen:
1.) Es gilt

(a+b)?  =a®+ 2ab+ b

(binomische Formel) .

Hierbei sei ¢? i=cc; 2:=1+1

Bewezs:

(a+b)(a+b) = (a+ba+ (a+0b)d
= ala+b)+bla+b)

(aa + ab) + (ba + bb)
((aa + ab) + ba) + bb

= (aa—i— (ab+ ba)
(

(

) + bb
= (aa+ (ab+ab)) + bb
= aa+abl+1)+bb

= a®42ab+ b

Nach A4) gibt es genau eine Losung z zur Gleichung a + = = 0. Diese Losung bezeichnet

man mit (—a).

2.) Fiir reelle Zahlen a, b besitzt die Gleichung a + x = b genau eine Losung.

Beweis: Addiere zur Gleichung a + x = b die Zahl —a . Es folgt
r=(—a)+a+x=(—a)+b=0b+(—a).
Umgekehrt erfiillt diese Zahl auch die Gleichung. Denn es gilt
+ (b+(—a)) =a+(—a)+b=0b.

Man definiert
b—a=b+(—a) Differenz .

Also ist die Subtraktion definiert.

3.) Dasselbe gilt fiir die Multiplikaton: Nach A8.) gibt es zu jedem a # 0 eine Zahl a~!

mit aa~! = 1; man schreibt auch a™! = 1.

15



Fiir a # 0 besitzt die Gleichung ax = b genau eine Losung x = ba™! =: g (Quotient).

Hiermit ist die Division erklart.
Dafl man in Axiom A8.) a # 0 voraussetzen muf}, folgt aus

4.) Fiir jedes a gilt a-0=10.
Bewers:
a-1=a-(140)=a-1+a-0.
Subtraktion von a = a - 1 auf beiden Seiten dieser Gleichung ergibt
0=a-0.

Ist in einem Produkt ein Faktor 0, so ist das Produkt 0.

Umgekehrt gilt auch:
Ist ein Produkt 0, so ist mindestens einer der Faktoren Null. Denn sei ab = 0 und a # 0.
Dann folgt

1 1

0=—(ab) =(-a)b=1-b=0».

~(ab) = (~a)
Also gilt: Ein Produkt ist Null, genau dann wenn wenigstens einer der Faktoren Null ist.
5.) Fiir alle a, b gilt

(—a)b = —(ab).

Hierbei ist —(ab) nach Definition die eindeutig bestimmte Losung der Gleichung ab+ x =

0. Andererseits gilt auch
ab+ (—a)b= (a+ (—a))b=0-b=0.
Also ist auch (—a)b Losung dieser Gleichung. Nach Voraussetzung A4.) ist diese Losung

eindeutig bestimmt, also ist (—a)b = —(ab).

b.) Anordnungsaxiome
Auf der Menge der reellen Zahlen sei eine Relation < definiert, die folgende Eigenschaften

habe:
A10.) Aus a # b folgt, dal entweder Trichotomiegesetz

a < b oder b < a richtig ist
All.) Ausa<bundb<cfolgt a <c  Transitivitét
Al12)) Ausa<bfolgta+c<b+c Monotoniegesetz der Addition

A13.) Ausa < bund 0 < ¢ folgt ac < bc  Monotoniegessetz der Multiplikation.
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Gilt 0 < a, so heifit a positiv. Gilt a < 0, so heifit a negativ. Eine Beziehung a < b heifit
Ungleichung oder Abschéitzung.

Folgerungen aus den Ordnungsaxiomen.
1.)Ausa<bund c<dfolgta+c<b+d.
Beweis: Aus a < b folgt

a+c<b+c.
Aus ¢ < d folgt

b+c<b+d.
Also folgt aus Al11.)

a+c<b+d.

2.) Aus a < bund ¢ < 0 folgt bc < ac.
Beweis: Zunéchst zeige ich

c<0 & 0<(—0).

Denn durch Addition von —c zur Ungleichung ¢ < 0 folgt
(—c)+c<—c, also 0<(—c).
Umgekehrt folgt durch Addition von ¢ zur Ungleichung 0 < (—c)

c<(—=c)+c, dh ¢<0.

Also gilt
a<b und 0<(—¢) = (—ca<(—c)b
also
—(ca) < —(cb) .
Durch Addition von ac + be folgt
bc < ac.

3.) Fiir jedes a # 0 gilt 0 < a?.

Beweis: Sei 0 < a. Dann folgt
0=0-a<a-a=a*.
Sei a < 0. Dann folgt 0 < (—a), also
0=0-(—a) < (—a)(—a) =a-a=d
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Denn (—a)(—a) = —(a(—a)) = —(—aa) = —(—(aa)) = aa .

4.) Aus 0 < a folgt 0 < L.

Beweis: Es gilt % # 0. Denn sonst miifite gelten 1 = a - % = 0. Dies ist ein Widerspruch
zu Axiom AT7.).

Es kann auch nicht sein, dafl i < 0 gilt. Denn hieraus und aus 0 < a kéonnte man folgern

1
l=—--a<0-a=0.
a

Das kann nicht sein wegen 1 =1-1> 0, nach 3.).

5.) Aus a < bund 0 < ab folgt + <

Aus a < bund ab < 0 folgt = <

Q= o=
U= Q=

Beweis: Sei 0 < ab. Dann folgt 0 < % . Also erhalten wir aus a < b

1 1 a - I 10 1

b b a_a ab ab a b a
Ebenso folgt aus ab < 0

i tre 1 _ Lt Lla 1

a a b ab aab b a b

Man schreibt @ > b, genau dann wenn b < a gilt. Die Relation a < b gilt genau dann,

wenn entweder ¢ < b oder a = b ist .

6.) Fiir alle a,b mit a < b gilt
a+b

a < <b
2
Beweis: Aus 0 < 1 folgt 1 < 2, also 0 < 2, also 0 < %, also § < g, also
(2) <1+1> 1+1 <b+a
a = (=)Ja = (=4+=z)a==a+=-a< -+ =
2 2 2 2 2 — 2 2
< b N b b
-2 2
Man kann nun Intervalle definieren: Sei a <b.
[a,b] = {x]|a<axz<b} abgeschlossenes Intervall
[a,b) = {zx]a<z<b}
halboffene Intervalle
(a,b] = {x]|a<z<b}
(a,b) := {x]a<xz<b} offenes Intervall.
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Man bezeichnet auch die folgenden Mengen als Intervalle

[a,00) == {z|a<uz}
(a,00) = {x]a<uz}
(—o0,a] = {z|z<a}
(—o00,a) = {x|z<a}

)
(—o0,00) = R
[a,a] ist ein einelementiges Intervall und (a,a) ist die leere Menge.

Definition

a, a>0 B
la| = ,Betrag von a
—a, a<0

Also gilt |a| > 0 und —|a| < a < al.

7.)
a.) |a]=0 genau dann, wenn a =0
b.)  labl = [al [b]

c.) |a+b] <|a|+|b] Dreiecksungleichung.
Beweis: a.) ,<=* klar.

b.) Unterscheide vier Falle:

a>0, b>0
a>0, b<0
a<0, b>0
a<0, b<O.

Vierter Fall:

a<0,b<0=—-a>0, = —ab<0=ab>0= |ab| =ab
a<0,b<0=la] = —a,lb]=-b=

al ] = (=) - (=b) = —((=a)-b) = =(~ (b)) = ab

Zusammen folgt |ab| = |a||b].
c.)Aus —|a| <a<l|a| und —[bo|<b< b folgt

—(lal +[b]) = (=lal) + (=[b]) < a+b < |a + [b].

19



Ist a+b > 0, dann folgt die Behauptung aus der rechten Seite dieser Ungleichung. Ist
a+b<0,sofolgt |a+ b = —(a+b). Multiplikation der linken Seite der obenstehenden
Ungleichung mit —1 ergibt also

o+ b = =(a+b) <la| +[0]

8.) Sei b # 0. Dann gilt [¢] = .
Beweis: Wegen Behauptung 7b) gilt  |¢| - |b| = |$ - b] = |a|. Division durch [b] ergibt

die Behauptung.

9.)  [lal =16} [< [a + 0]
Beweis: Sei ¢ := a+b. Dann gilt b = ¢ — a. Die Dreiecksungleichung ergibt

bl = le —al = le+ (=a)| < |e| + [ = a| = |e| + [a] = |a + b] +a],

also
b] —|a| < fa+0].

Durch Vertauschen von a, b ergibt sich
—([b] = la]) = [a] = [b] < la+b],

also
| lal = [0 |[< |a+0].

c.) Natiirliche Zahlen, vollstindige Induktion

Es ist naheliegend zu sagen, man erhalte die natiirlichen Zahlen indem man von 1 ausge-
hend fortgesetzt 1 addiert. Besser definiert man die natiirlichen Zahlen folgendermaflen:
Definition: Eine Menge M von reellen Zahlen heiffit induktiv, wenn gilt

(a) 1leM

(b) wenn x € M gilt, dann ist auch z + 1€ M.

Induktive Mengen existieren. Beispiele sind die Menge aller reellen Zahlen und die Menge

der positiven reellen Zahlen.

Hat man ein beliebiges System von induktiven Mengen, so ist auch der Durchschnitt aller
dieser induktiven Mengen eine induktive Menge. Denn 1 gehort zu jeder induktiven Men-
ge, also auch zum Durchschnitt. Gehort x zum Durchschnitt, dann gehért z auch zu jeder
induktiven Menge des Systems, also gehort nach (b) auch x 4+ 1 zu jeder dieser Mengen,

also auch zum Durchschnitt.
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Definition: Der Durchschnitt aller induktiven Mengen reeller Zahlen heifit Menge der

natiirlichen Zahlen und wird mit N bezeichnet.

1 ist die kleinste natiirliche Zahl, weil die Menge aller reellen Zahlen, die grofier oder
gleich 1 sind, eine induktive Menge ist, und folglich die natiirlichen Zahlen Teilmenge
diese Menge sein miissen. Dagegen gibt es keine grofite natiirliche Zahl. Denn zu jedem

n € N gibt esnochn+1 &€ N, und wegen 1 >0ist n+1>n.
Es gilt folgender Satz:

Induktionssatz: Sei W C N, und es gelte
(a) 1eW

(b) gilt n € W, dann gilt auchn+1 € W.
Dann ist W = N.

Beweis: Es gilt nach Voraussetzung W C N. Andererseits ist W eine induktive Men-
ge. Nach Definition ist N Teilmenge jeder induktiven Menge, also gilt N C W | folglich
W =N.

Dieser Satz ist die Grundlage zur Beweismethode der vollstdndigen Induktion. Diese Be-
weismethode verlauft folgendermaflen:

Es sei A(n) eine Aussage iiber die natiirliche Zahl n. Man zeige nun:

(a) Induktionsanfang:  A(1) ist richtig

(b) Induktionsschritt:  Aus der Annahme, A(n) sei richtig (Induktionsannahme), folgt,
dafl auch A(n + 1) richtig ist.

Dann ist A(n) fir jede natiirliche Zahl n richtig. Denn ist W die Menge aller natiirlichen
Zahlen, fiir die A(n) richtig ist, so erfiillt W die Bedingungen des Induktionssatzes, also
gilt W =N, also ist A(n) fir alle natiirlichen Zahlen richtig.

Beispiele fiir Beweise durch vollstindige Induktion. In den folgenden Beispielen

treten Summen der Form
a,+as+as+...+a,_1+ a,

und Produkte der Form
ap - ag-as...Apn—1 " ap
auf. Diese Ausdriicke ergeben zunéchst keinen Sinn, weil nicht klar ist, in welcher Rei-

henfolge die Summation oder die Produktbildung durchzufiihren ist. Auf Grund der
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Assoziativ— und Kommutativgesetze ist der Wert dieser Summen und Produkte jedoch
von der Reihenfolge unabhéngig. Dies ist jedoch nicht selbstverstdndlich, sondern muf}

erst durch vollstdndige Induktion nach n gezeigt werden. Ich iiberspringe diesen Beweis.

Weil diese Summen und Produkte von der Reihenfolge unabhéngig sind, konnen zur
Abkiirzung folgende Symbole eingefiihrt werden:

n

Zai = a1 +...+a,.

i=1
n
||CLZ‘ = arc..."Qp.
=1

Es ist klar, dafl der Summationsindex beliebig umbenannt werden darf. Aulerdem definiert

man
a® =1  (0°:=1)
a' = a
a> = a-a
a’ o= aa .. .aq
~——
n Faktoren

1.) Es sei @ > —1. Dann gilt fiir alle natiirlichen Zahlen n
(I1+a)">1+an.

Beweis:

1.) Induktionsanfang: Fiir n = 1 gilt
(1+a)"=(1+a)=1+a>1+na.

2.) Induktionsschritt: Angenommen, die Aussage sei fiir eine natiirliche Zahl n bewiesen.
Also gelte
(I1+a)">1+na.

Zu zeigen ist, dafl sie dann auch fiir n 4+ 1 gilt:
(1+a)"™ = (14+a)"(1+a)> (1+na)(l+a)

= 14+na+a+na® =1+ (n+1)a+na®
> 1+ (n+1a,
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weil na® > 0 ist. [

2.) Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt
1+3+5+...+(2n-3)+(2n—1) =n>.

Dies kann auch in der Form
n

> (2j—1)=n

j=1

geschrieben werden.

1.) Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist die Behauptung klar.

2.) Induktionsschritt: Angenommen, die Aussage sei fiir eine natiirliche Zahl n richtig.
Also gelte

n

D (2j—1)=n’.

j=1
n+1
Zu zeigen ist Z(2j —1)=(n+1)>.
j=1
Es gilt
n+1 n
dEi-1) = > -+ 2n+1)-1)
j=1 j=1

=n’+ (2 +1)-1) = n’+2n+1=(n+1)".

Sei n eine natiirliche Zahl und 0 < k <n, k€ {0} UN. Dann sei

n n!
(k;) T K-k

Hierbei bedeutet

(Bessere Definition: 1! := 1; (n+ 1)! := (n 4 1)(n!)) und 0! := 1. Man nennt (})

Binomialkoeffizient.

3.) Fiir alle natiirlichen Zahlen n und fiir alle natiirlichen Zahlen 1 < k < n gilt

n n n+1 .
= > — a .
<k—1)+<k) ( . > (keNAk>2=Fk—1€N, siehe spiter)
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Beweis: Dies ergibt sich einfach durch nachrechnen. Die Beweismethode der vollstédndigen

Induktion braucht dazu nicht verwendet zu werden:

n! N n! B nlk N nl(n+1—k)
k—=D!n—k+1)!  En-k!  Enh-k+1)! kn+1-k)
nlk+n+1-k)  (n+1)!

Eln+1—k)!  Kn+1-Fk)!
Dies kann nun beniitzt werden, um folgende Formel zu beweisen:

4.) a,b seien reelle Zahlen. Dann gilt fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1

(a+b)" = i (Z) a"FoP

k=0
(Binomische Formel). Fiir n = 2 ergibt sich (a + b)? = 37, (B)a "ok = a* + 2ab 4 b* .

Beweis: 1.) Induktionsanfang: Sein =1 :

1
n 1 1

a+b= E ( >a"‘kbk: ( >a+ ( )b:a+b.
prd k 0 1

2.) Induktionsschritt: Sei fiir ein n € N die Formel richtig:

(a+b)" = Zn: (Z) A"k

k=0
Dann gilt

(a+b)"" = (a+b)-(a+b)"

n

= (a+b)-> <Z) "Rk

k=0

_ zn: (Z) an—k+1bk + Zn: (Z) an—kbk-i-l
k=0 k=0
n n—1
_ an—l—l + Z (Z) an—l—l—kbk + Z (Z) an—k’bk‘-i-l + bn—l—l )
k=1 k=0

Setze j = k+ 1. Dann gilt £k = j — 1, und es folgt

(a+ b)n+1 = gty Z (Z) Q"R 4 Z (j ﬁ 1) iy 4t
j=1

_ n+1 + Z ((Z) ( )) an+1—kbk + bn+1
— (’I’L + 1) n+1— kbk bn+1

k
p
_ n+1
N k

n+1 kbk
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Nun werden einige Eigenschaften der natiirlichen Zahlen hergeleitet.

Satz: Ist n > 2 eine natiirliche Zahl, dann auch n — 1.
Denn wenn das nicht richtig wére, gébe es ein ny € N ,ng > 2, mit: ng — 1 ist keine
natiirliche Zahl. Dann wire aber N\{n¢} eine induktive Menge, die echte Teilmenge von

N wire. Dies ist nicht moglich, weil N die kleinste induktive Menge ist.

Satz: Fiir jede natiirliche Zahl n gilt: Es gibt keine natiirliche Zahl m mit der Eigenschaft
n<m<n+1.

Beweis: 1.) Induktionsanfang: Die Behauptung ist richtig fiir n = 1. Denn {1} U{z | >
2} ist eine induktive Menge, also ist N eine Teilmenge hiervon.

2.) Induktionsschritt: Es gebe keine natiirliche Zahl m mit n < m <n+ 1. Dann kann es
auch keine natiirliche Zahl m’ mit n + 1 < m/ < n + 2 geben, denn sonst wére nach dem

vorangehenden Satz m’ — 1 eine natiirliche Zahl mit n <m/ — 1 <n+1.

Satz: In jeder nichtleeren Menge A von natiirlichen Zahlen gibt es ein kleinstes Element.
(Die natiirlichen Zahlen sind wohlgeordnet.)

Beweis: Betrachte die Menge W von natiirlichen Zahlen
W={n|n<a firalle a€ A}.

Es gilt 1 € W . Wiirde mit jeder natiirlichen Zahl n auch n+ 1 zu W gehoren, dann wére
W = N. Dies kann nicht sein, weil A nichtleer ist. Denn wenn es in A ein Element a gibt,

dann ist a + 1 eine natiirliche Zahl, die nach Definition von W nicht zu W gehéren kann.

Also gibt es eine Zahl k € W mit k+1 ¢ W . Dieses k ist kleinstes Element von A . Hierzu
ist zu zeigen: k € A und
Vaea : k< a.

DaBl k£ < a gilt fiir alle a € A ist klar, da k € W ist. Also mufl noch bewiesen werden, dafl
k € A ist.

Wegen k+1 ¢ W gibt es ag € A mit k+1 > ag, also ist ag < k, weil es keine natiirliche
Zahl zwischen k und k + 1 gibt. Also ist

IN
>

Qg

und £ < aoq,
also k = ay .
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Oft will man bei Induktionsbeweisen nicht mit der Zahl 1 sondern mit beliebigem ng als

Induktionsanfang beginnen. Der folgende Satz zeigt, dafi dies richtig ist:

Satz: Es sei W C N und es gelte

1) noeWw

2) wennn>noundneW son+1eW.
Dann gilt {n | n e NAn>ng} CW.

Beweis: Die Menge
W' ={k|keNAk<ny—1}UW

ist eine induktive Menge. Denn es gilt 1 € W’ . Auflerdem gilt: wenn n € W’ dann auch
n+ 1€ W’ . Im Beweis mufl man drei Fille unterscheiden:

a.) n<nyg—1

b.) n=mng—1

c) n>ng—1.

Im Fall a.) ist n+1 < ng. Da zwischen ng — 1 und ng keine natiirliche Zahl liegt, bedeutet
diesn+1<mng—1,alson+1eW’.

Im Fall b.)ist n+1=mng,alson+1€W CW’'.

Im Fall c.) ist n > ng, da zwischen ny — 1 und ny keine natiirliche Zahl liegt. Also ist
n € W, und dann gehort n + 1 zu W C W’ nach Voraussetzung. Somit ist W’ eine
induktive Menge natiirlicher Zahlen, also W’ = N. Hieraus folgt die Behauptung.

Als Ubung beweise man:
Satz: Es seien m und n natiirliche Zahlen. Dann sind m +n und m - n natiirliche Zahlen.
Satz: Es seien m,n natiirliche Zahlen mit m > n. Dann ist auch m — n eine natiirliche

Zahl.

Man kann nun auch die Menge der ganzen Zahlen
Z:={m|m=0 oder meN oder —meN}

und die Menge der rationalen Zahlen

definieren. Man beachte, dafi die Darstellung einer rationalen Zahl ¢ = * nicht eindeutig

ist. Denn es gilt z. Bsp.

m 2m 3m
qQ=—=
n
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Satz: Zu je zwei rationalen Zahlen p, ¢ mit p < ¢ gibt es noch eine dritte rationale Zahl
r mit
p<r<gq

Beweis: Setze r = % .

d.) Reelle Zahlen, Vollstindigkeit, Dedekindscher Schnitt
Die rationalen Zahlen erfiillen die Korperaxiome und die Anordnungsaxiome. Man kann
also mit den natiirlichen Zahlen wie iiblich rechnen. Auflerdem sieht man aus dem letzten

Satz, dal die rationalen Zahlen dicht liegen auf der Zahlengerade:

3

‘ ‘Hxhh‘ >
p 1 T2 g R

Es ist jedoch bekannt, daf§ die rationalen Zahlen die Zahlengerade nicht ausfiillen, und
dafl dazwischen noch die irrationalen Zahlen liegen. Um dies einzusehen bendétigt man

einige weitere Grundbegriffe.

Definition: Eine Menge M von reellen Zahlen heif3t nach oben beschrankt, wenn gilt
Jser  Veem 1@ < s,

M heilt nach unten beschrinkt, wenn gilt
Jser Veem :s <.

s heifit obere bzw. untere Schranke.

Eine nach oben und unten beschrinkte Menge heifit beschridnkt. (Die leere Menge ist
beschrankt.)

Definition: Eine obere bzw. untere Schranke von M | die zu M gehort, heifit Maximum

beziehungsweise Minimum von M (grofite bzw. kleinste Zahl von M).

Jede endliche Menge reeller Zahlen ist beschréankt und besitzt ein Maximum und Mini-
mum. Man beweist dies durch vollsténdige Induktion nach der Anzahl n der Elemente.
Es wurde auch schon gezeigt, dafl jede beliebige Teilmenge natiirlicher Zahlen nach un-

ten beschréankt ist und ein Minimum besitzt. Dagegen wird spéiter noch gezeigt werden,

27



dafl die natiirlichen Zahlen nicht nach oben beschriankt sind. Beschrankt sind auch die

Intervalle
la,b], (a,b), [a,b), (a,b],

unbeschrankt sind
[a,00), (a,00), (—00,a), (—o0,a], (—o0,00)=R.

Man beachte, dafi das Intervall (0, 1) nach oben und unten beschriankt ist, jedoch weder

Maximum noch Minimum besitzt. Denn es gilt
0,1)={z|0<x<1}.
Wire m € (0,1) Maximum, dann miifite gelten
0<m<1

und

Vme(m) . T S m.

Das kann aber nicht sein, denn es gilt

m—+1

m < <1

Y

also ™ € (0,1).

Definition: Sei M eine nach oben beschrinkte Menge reeller Zahlen. Die obere Schranke
so heif3t kleinste obere Schranke oder Supremum von M , wenn fiir jede obere Schranke s
von M die Ungleichung

S < s

gilt. Bezeichnung: sy =sup M .
Wenn M nach unten beschrénkt ist, definiert man entsprechend die gréfite untere Schran-
ke: Die untere Schranke sy heifit grofite untere Schranke oder Infimum von M, wenn fiir

jede untere Schranke s die Ungleichung
s < sg
gilt. Bezeichnung: sq :=inf M .
Die Menge (0, 1) besitzt sowohl Infimum als auch Supremum:

inf (0,1) = 0
sup (0,1) = 1.
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Denn 1 ist obere Schranke, und gébe es eine echt kleinere obere Schranke, dann konnte

wie oben ein Widerspruch hergeleitet werden.

Man hétte nun gerne, dafl jede nach oben beschrinkte Menge ein Supremum, (und ent-
sprechend jede nach unten beschrinkte Menge ein Infimum) hat. Spéter wird sich zeigen,
dal dies eine in der Analysis iiberaus wichtige Eigenschaft ist. Aus den Korper— und
Anordnungsaxiomen kann man dies aber nicht folgern. Um dies einzusehen beachte man,
daBl die Menge der rationalen Zahlen die Kérper— und Anordnungsaxiome erfiillt. Ich zeige
aber jetzt, dal in dieser Menge nicht jede nach oben beschrinkte Menge ein Supremum

besitzt.

Die Menge M = {z | #* < 2} ist nach oben beschrinkt. Denn etwa s = % ist obere
Schranke. Wiirde es ndmlich x € M geben mit x > s, so miiflite nach den Anordnungs-

axiomen z? > s? = 2 > 2 sein, und dies ist ein Widerspruch zur Annahme z € M .

Diese Menge kann jedoch keine rationale Zahl als Supremum besitzen. Um dies einzusehen
beachte man, dafl das Supremum sg, falls es existiert, positive sein muss wegen 1 € M.

Ausserdem muss sy die Gleichung s3 = 2 erfiillen. Zum Beweis schlieft man die Fille

a.) s2<?2
b.) s2>2
aus.

a.) Wire s2 < 2, konnte man h > 0 so bestimmen, daf auch (sq + h)? < 2 gelten wiirde.
Denn

(s0+h)> <2 <= si+2s0h+h?<2<=2s0h +h?><2—s].

Also geniigt es, 0 < h < 1 zu finden mit

2sh +h < 2 — s§ <= h <

Wihle etwa h = % 2258 - 0. Tm Widerspruch zur Annahme koénnte also sg nicht Supre-

2s0+1
mum sein.
b.) Wiire s§ > 2, dann wire auch s = 9 + & = 59 — 85’8_02 < sp noch obere Schranke von
M | wegen
2 _ 2 2 _ 2 2 _ 2
2 50 2) 2 2 (50 2) (30 2)
§° = |89 — =55— (85— 2 =2 > 2.
< 0 280 0 ( 0 )+ 280 + 280

Also kénnte sg nicht kleinste obere Schranke sein, im Widerspruch zur Annahme. Folglich

muf} s2 = 2 gelten.
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Als néichstes zeige ich, daB es keine rationale Zahl sy gibt mit s3 = 2.

Denn wire so = 7, dann miifite gelten

2
m 2
TS0 =2
n

Y

also

m? = 2n?.

Folglich mufl m eine gerade Zahl sein, also m = 2m’ fiir eine geeignete natiirliche Zahl
m’ . Folglich wiirde gelten 4m’? = 2n?, also 2m'? = n?, und hieraus kénnte man folgern,
dal auch n gerade sein muf. Man kann aber davon ausgehen, daf§ von vornherein m
und 7 nicht beide gerade sind, weil man sonst kiirzen kénnte. Also hat die Annahme, s
sei rational, zu einem Widerspruch gefithrt. Diese Uberlegungen zeigen, daf die Menge
M = {z | 2* < 2} in der Menge der rationalen Zahlen kein Supremum besitzt. Also bleibt

einem nichts weiter iibrig, als ein neues Axiom hinzuzunehmen.

A 14.) Vollstandigkeitsaxiom: Jede nicht leere, nach oben beschrinkte Menge reeller

Zahlen besitzt eine kleinste obere Schranke.

Natiirlich fragt man sich, ob dieses Axiom sinnvoll ist, d.h. ob es iiberhaupt eine Men-
ge gibt die neben den Kérper— und Anordnungsaxiomen auch das Vollstandigkeitsaxiom
erfiillt. Daher will ich an dieser Stelle kurz auf den konstruktiven Aufbau der reellen Zah-
len eingehen und zeigen, dafl man aus den rationalen Zahlen eine gréflere Menge, ndmlich
die Menge der reellen Zahlen konstruieren kann, die dieses Vorsténdigkeitsaxiom erfiillt.
Ich will zeigen, wie man diese Menge mit dem Dedekinschen Schnitt konstruieren kann.
Daneben gibt es andere Methoden; z. Bsp. kann man Cauchyfolgen oder Intervallschach-

telung beniitzen.

Um aus den rationalen Zahlen die reellen zu konstruieren, mufli man zu den rationalen
Zahlen neue Zahlen hinzunehmen. Denn die reellen Zahlen sollen ja alle Axiome A 1 —
A 14 erfiillen, und hieraus folgt, daf3 die reellen Zahlen eine Zahl sy enthalten miissen,
deren Quadrat 2 ist. Diese neuen Zahlen konstruiert man prinzipiell so, daffi man zur
Menge der rationalen Zahlen neue ,,Dinge“ hinzunimmt, und auf diesen neuen Dingen die

Rechenregeln so erklért, dal alle Axiome erfiillt sind.

Definition: Ein Paar (U, U) von Teilmengen von Q heifit ein Dedekindscher Schnitt in
Q, wenn

(1) Q=UuU (R. Dedekind, 1831 — 1916)
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(2) U#0, U#0
(3) WemngeU, g€ U, so gilt stets q<q
(4) U besitzt kein kleinstes Element
U heifit die Unter—, U die Oberklasse des Schnittes.

Jeder Dedekindsche Schnitt heifit eine reelle Zahl. Eine reelle Zahl (U,U), deren Un-
terklasse U ein grofites Element p besitzt, wird mit der rationalen Zahl p identifiziert.
Dadurch erscheint Q als Teil der Menge R aller reellen Zahlen (aller Schnitte).

Auf der so konstruierten Menge der reellen Zahlen wird die Addition und Multiplikation

folgendermaflen erklért:

Sei vy = (U,,U1), 19 =(U,,Us). Dann sei ry + 7 die reelle Zahl (V, V), mit

I<
|

{n+elacl,, el,} = U +U,

<l

= {Q1+C]2‘CI1€U1, QQEUQ} = U, +U,.

Es gilt 71 < 79, genau dann wenn fiir v = (U, ,U;), 72 = (U, Us) gilt U, G U, ,U; 2
U, . Seien 71 > 0,79 > 0. Dann sei 71 - 7 = (V, V) mit

V={a ¢|lanel,,2€U,,¢1 20,92 >0} U{q]| q<0}.

Im allgemeinen Fall definiert man

—(Iriflr2l), 71 <0, 12>0
riore =9 —(rif-fre), r1>0, 7 <0
Iri| 2, 11 <0, 7<0.
Wenn man Addition, Multiplikation und Ordnungsrelation so erkliart, dann sind die

Korper— und Anordnungsaxiome erfiillt. Auflerdem ist das Vollstiandigkeitsaxiom erfiillt.

Denn sei M # () eine nach oben beschrinkte Menge reeller Zahlen. Diese Menge hat ein

v= (U

(Q,U)EM’
v - | T
(U,u)em’

wobei M’ = {r | r ist obere Schranke von M} sei.

Supremum sy = (V, V) mit

Ich diskutiere nun noch einige Eigenschaften von Supremum und Infimum.

Satz: Die Zahl s ist genau dann das Supremum der Menge M ;| wenn folgende Bedingungen
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erfiillt sind:
(1) Fiir jedes x € M gilt © < s
(2) Zu jedem £ > 0 gibt esein z € M mit s —e <z < s.

Beweis: Falls s Supremum von M ist, sind beide Bedingungen erfiillt. Denn (1) ist klar.
Wiére (2) nicht erfiillt, so wiirde es ein € > 0 geben mit z < s — ¢ fiir alle x € M, und
somit wére s — ¢ eine obere Schranke von M, die kleiner wére als s, im Widerspruch zu
Annahme. Sind umgekehrt beide Bedingungen erfiillt, dann muf3 s obere Schranke von M
sein. Wegen (2) kann es keine kleinere obere Schranke geben. n

Satz: Jede nicht leere, nach unten beschrinkte Menge reeller Zahlen hat eine grofite untere
Schranke.

Beweis: Die Menge M’ = {z | (—x) € M} ist nach oben beschrankt. Also hat diese Menge
ein Supremum s;, und uy = —s; ist das Infimum.

Denn sei z € M. Dann ist —z € M’ also s, > (—x), also ug = —s; < . Also ist ug
untere Schranke von M . Gébe es eine groflere untere Schranke wy , so wire —u; kleinere

obere Schranke von M’ . n

e.) Archimedische Anordnung der reellen Zahlen

Satz: Die Menge der natiirlichen Zahlen ist nicht beschrankt.
Beweis: Ware N nach oben beschrankt, dann wiirde fiir N eine kleinste obere Schranke
5o existieren. Also wiirde gelten

Vaen © n < s

Nach dem im letzten Abschnitt bewiesenen Satz miifite es also ein ny € N geben mit
ng > So — 1, und hieraus wiirde folgen ng + 1 > so. Da aber ny + 1 € N ist, konnte s
keine obere Schranke sein. |

Satz: Zu jedem a > 0 und jedem b € R gibt es eine natiirliche Zahl n derart, daf gilt
na >b.

(R ist archimedisch angeordnet.)

Beweis: Gébe es keine solche Zahl n , dann wiirde fiir alle n € N gelten na < b, also

b

n < —
a

also ware N beschrankt. n

Satz: Ist a > 0 und gilt fiir jede natiirliche Zahl n die Ungleichung a < % , dannist a = 0.
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Beweis: Wire a > 0 wiirde folgen

VneN . n S

SN

d.h. N wére nach oben beschrankt. |
Satz: a.) Sind a,b reelle Zahlen mit a < b, so gibt es mindestens eine rationale Zahl r
mit a <r <b.

b.) Sind a, b rationale Zahlen mit a < b, dann gibt es mindestens eine irrationale Zahl r

mita<r<b.

Beweis:
a.) Sei a > 1. Wegen b > a existiert n € Nmit n- (b—a) > 1, also 0 < + < b—a. Halte

n fest. Betrachte nun die Menge
m
{m|meNA—>a}.
n

Diese Menge ist nicht leer, weil es mindestnes ein m € N gibt mit m - % > a, und wegen
a > 1 gilt m > 2 fiir alle Elemente der Menge. Auflerdem ist sie eine Teilmenge der

natiirlichen Zahlen, also enthélt sie ein kleinstes Element k. Fiir £ gilt

k
a < —.
n

Also geniigt es zu beweisen, daf3 % < b gilt. Ware % > b, wiirde gelten

k—1 &k 1 1
=2 —>b——>b—(b—a)=a,
n n n n

also wére k nicht Minimum. Widerspruch, also gilt

k
a<—<b.
n

Fiir @ < 1 erhidlt man die Behauptung durch Verschieben von [a, b] .
b.) Angenommen, die Behauptung sei falsch. Dann gibe es rationale Zahlen a,b mit
a < b so daB das Intervall [a, b] ganz aus rationalen Zahlen bestehen wiirde. Man beachte

nun, daf jede reelle Zahl, die sich als Summe zweier rationaler Zahlen darstellen 148t,

rational ist, weil Q ein Korper ist. Also ist %2 rational, und folglich besteht das Intervall

2
[—25¢  2=4] nur aus rationalen Zahlen. Denn fiir z € [—2%, 224] gilt

b—a a-+b a+b b—a a+bd
— < < =
;. T STt 2

b,

a =

also ist ¢ = = + “TH’ € [a,b], also ist g rational, also ist auch z = ¢ — ‘LT”’ rational.
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Man beachte weiter, dafl jede reelle Zahl, die sich als Produkt zweier rationaler Zahlen
darstellen 1a8t, rational ist. Insbesondere ist das Produkt einer rationalen Zahl und einer

natiirlichen Zahl rational. Also besteht jedes der Intervalle

b—a b—a
[_n 9 n 2 ]
aus rationalen Zahlen. Sei nun r eine beliebige reelle Zahl. Da b’T“ > ( ist, gibt es ein
n € N mit
b—a b—a
rel-n 5 ],

also ist r rational, also wire jede reelle Zahl rational. Es wurde aber schon bewiesen,
daB /2 irrational ist, also hat die Annahme zu einem Widerspruch gefithrt, und die

Behauptung muf richtig sein.

Corollar: Seien a,b reelle Zahlen mit @ < b. Dann gibt es mindestens eine irrationale
Zahl r mit
a<r<b.
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3 Funktionen

3a.) Elementare Begriffe
Seien A, B Mengen. Jedem = € A sei ein eindeutiges Element aus B zugeordnet, das mit
f(x) bezeichnet sei. Man sagt, dal durch diese Zuordnung eine Abbildung f von A in B

gegeben ist. Zur Bezeichnung von Abbildungen verwendet man die Schreibweisen
f:A—B
und, wenn man auf die Elemente abhebt,

z— flz).

Anstelle des Begriffes Abbildung verwendet man auch den Begriff Funktion. Man beachte,
dafl der Name der Funktion f ist; nicht f(x). Dies ist das eindeutige Element y = f(x) €
B, das dem Element € A zugeordnet wird.

Jedem x € A darf nur ein eindeutiges Element y € B zugeordnet werden. Dagegen darf
zwei verschiedenen Elementen 1, 9 € A mit x; # 25 ein und dasselbe y € B zugeordnet
werden:  f(x1) = f(z2).

Beispiele:

1.)Sei f:R—R x+ f(z):=1 (Konstante Funktion).

2.) Sei A= B =R. Es werde eine Funktion f : R — R definiert durch

VeeR: z— f(z) =2x.
Diese Abbildung nennt man auch die Identitét.

3.) Sei g : R — R definiert durch

z— g(z) =27,

4.) hy :[0,00] = R, x+—/x; hy:[0,00) >R, x+— —\/x.
5.) Der Weg s, den ein Korper beim freien Fall zuriicklegt, hingt von der Fallzeit ¢ ab.
Man sagt, ,,s ist eine Funktion von t*. Der Zusammenhang ist

1
s = §gt2. (9 = Erdbeschleunigung.)

Dieser Zusammenhang definiert die Funktion:
5:10,00) = [0,00)

t— S(t) = %th.
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6.) Sei
Q :[0,00) — P(R) (Potenzmenge von R)

definiert durch

7)8e¢i G:R—Z, z+— Gx):=[x] := groBte ganze Zahl < z.

Ist f: A — B eine Abbildung, dann nennt man A den Definitionsbereich von f. B heifit

Zielmenge, die Menge

W(f)=f(A):={y | Feea:y=f(x)} S B

heifit Wertebereich. Man sagt, ,,die Funktion f hingt von x € A ab“. Jedes x € A heifit

auch ,,Argument® von f. Fiir x € A nennt man y = f(x) € B das ,,Bild von z unter f .
Seien C C A und D C B. Dann heif3it
f(C)={yeB|Jec:y=f(z)} C B
das ,,Bild von C' unter f“, und
fD)={r€A|Jep:y=f(x)} CA
,das Urbild von D unter f“. Es gilt

CCfY(f(C), firalle CCA
f(fY(D))CD, firalle DCB.

Definition: Zwei Abbildungen f, g heiflen gleich, genau dann wenn die Definitionsberei-
che D(f) und D(g) der Abbildungen f und g iibereinstimmen: D(f) = D(g) = D, und
wenn fiir alle z € D gilt f(z) = g(x).

Seien A = D(f), B = D(g) mit A C B, und fiir alle x € A gelte

dann heifft g Forsetzung von f und umgekehrt f Einschrinkung von g. Man schreibt auch
f= 9|, (Einschrénkung von g auf A).

Seien f : A — By, g : By — C Abbildungen mit B; C B,. Dann definiert man die
Abbildung go f : A — C durch

(go f)x)=g(f(x)).
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g o f heifit Hintereinanderausfithrung von f und g¢.

Damit g o f erklart werden kann, mufl natiirlich der Wertebereich von f im Definitions-

bereich von g enthalten sein.

Satz: f,g,h seien Abbildungen, so dafl g o f und h o g erklart sind. Dann sind auch die
Abbildungen ho (go f) und (ho g) o f erklirt, und es gilt

ho(gof)=(hog)of
(Assoziativitdt der Hintereinanderausfithrung).

Beweis: h o (go f) kann definiert werden, wenn W (g o f) C D(h) gilt. Dies ist richtig,
denn

W(go f) S Wl(g) € D(h),

weil nach Voraussetzung h o g definiert ist. Ebenso ist (h o g) o f erklart, wenn W (f) C
D(h o g) gilt. Dies ist richtig, wegen W (f) C D(g) = D(hog).

Sei nun x € D(ho(go f)). Dann gilt

holgo Ale) = higof@) = h(g(f(x)))
= hog(f(z)) = [(hog)o fl(z).
u
Seien A, B Mengen, und id4 bzw. idg die Identitdten auf A, B. Sei f : A — B . Dann gilt

fOidA:f:idBOf.

id4 bzw. idg sind also rechtsneutrale bzw. linksneutrale Elemente beziiglich der Hinter-

einanderausfithrung.

Definition: Seien A, B Mengen. f : A — B heifit

1.) injektiv: <= (f(21) = f(22) = 21 = 22)

2.) surjektiv: <= W(f)=1B

3.) bijektiv: <= f ist injektiv und surjektiv.

Sei f : A — B bijektiv. Dann existiert die Umkehrabbildung f=' : B — A zu f, die fol-
gendermafen definiert ist: Fir alle y € B gilt y € f(A), weil f surjektiv ist, also existiert
mindestens ein x € A mit f(x) = y. Da f injektiv ist, existiert genau ein solches = . Sei

nun

[ y) ==z
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Man kann dies auch so schreiben: Sei y € W
o) =s = y=f).
Natiirlich sind die Abbildungen f~'o f: A — Aund fo f~!: B — B erklirt, und es gilt
flof=1idy, fof'=idg.

Ist f: A — B surjektiv, dann sagt man auch, f sei eine Abbildung von A auf B. Ist f

injektiv, so sagt man auch, f sei eine eineindeutige Abbildung.

Man kann den nicht préazise definierten Begriff der Funktion auf den nicht prézise defi-

nierten Begriff der Menge zuriickfiihren. Dies geht folgendermaflen:

Definition: Seien A, B Mengen. Eine Abbildung f von A in B ist eine Teilmenge von
A x B mit der Eigenschaft: Zu jedem x € A gibt es genau ein y € B mit (z,y) € f

Diese Teilmenge von A x B nennt man auch , Graph der Funktion f*.

3b.) Reelle Funktionen

Eine Funktion, deren Definitionsbereich und Wertebereich Teilmengen der reellen Zahlen
sind, heif}t reelle Funktion. Ist nur der Wertebereich der Funktion Teilmenge der reellen
Zahlen, dann heifit die Funktion reellwertig.

Beispiele:

1.) Ganzrationale Funktionen oder Polynome.

Seien ag, . .., a, € R mit a,, # 0, und sei die Funktion p : R — R definiert durch
x— p(x) = Z ™ .
m=0
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p heifit Polynom oder ganzrationale Funktion vom Grad n (Beachte: a,, # 0).

In der Einfithrung wurde folgender Satz bewiesen:

Satz: Seien pq, po Polynome vom Grade n, und seien xy,...,x, € R paarweise verschie-
dene Zahlen. Gilt p;(z;) = pa(x;) fiir i = 0,...,n, dann stimmen die Koeffizienten des

ersten Polynoms mit den Koeffizienten des zweiten Polynoms iiberein.

Korollar: Gilt p; = pe im Funktionssinn (V,er : p1(xz) = p2(x)), dann stimmen die

Koeffizienten der Polynome {iberein.

Die Summe p; + py und das Produkt p;p, zweier Polynome sind wieder Polynome, und

es gilt Grad (p; - p2) = Grad p;+ Grad p, .

Ganzrationale Funktionen, deren Grad hochstens gleich 1 ist, heiflen affine Funktionen:
Tr— a1+ ag.

Auch die konstanten Funktionen x — aq gehoren dazu.

2.) Gebrochen rationale Funktionen

Sind g, h ganzrationale Funktionen, und sei M die Menge der Nullstellen von h. Sei

r: R\M — R definiert durch

_ 9(@)
r—r(x)= hw)

Dann heifit r ,gebrochen rationale Funktion“ oder einfach ,rationale Funktion“. Jede

rationale Funktion kann man in der Form

schreiben, wobei p und s Polynome sind mit Grad s < Grad h und mit
Grad p= (Grad g) — (Grad h),
falls Grad g > Grad h. Ansonsten ist p = 0.

Diese Darstellung gewinnt man mit dem folgenden Divisionsalgorithmus. (Mit diesem

Algorithmus kann man auch beweisen, dafl eine solche Darstellung immer moglich ist.)
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Beispiel: g(z) = a* + 23 -2, h(z) =22 —1.

(422 -2): (2 - 1) =2+ +1+ %L

x2—1
—(:U4—x2)
32 —2
— (2% — )

2 4+ax—2

—(22 1)
z—1

also
ot + 23 -2 9 r—1 1
pr— (z +$+)+x2_1 (x +x+)+x+1,

wegen 22 — 1= (x — 1)(z +1).
Man sieht an diesem Beispiel, dafl anders als bei den ganzrationalen Funktionen, eine

rationale Funktion sich auf verschiedene Weisen darstellen 1a8t. Denn fiir die rationale

s

Funktion B

aus diesem Beispiel gilt

s(z)  x—1 x—1 1

h(z) 22—-1 (z—D(z+1) 2z+1°

Man beachte aber, dafl 2 — 1 die Nullstellen z = £1 hat. Nach unserer Definition ist also
fi(z) == &= auf R\{—1,1} definiert:

1

fi: R\{-1,1} - R.
Dagegen hat x4 1 nur die Nullstelle z = —1. Also ist fo(z) := #1 auf R\{—1} definiert:

fo: R\{-1} — R.

R

S

1 1 R
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Wegen D(f1) € D(fy) und wegen fi(x) = fo(x) fir alle x € D(f;) ist also fo eine
Fortsetzung von f;. Weil der Zahler x — 1 von f; an der Stelle x = 1 eine Nullstelle
hat, wird die Nullstelle z = 1 des Nenners 22 — 1 ,kompensiert®. f; kann ,stetig® zu f,

fortgesetzt werden.

3.) Betragsfunktion
Sei B : R — R definiert durch

T, fir >0
r— B(z):=|z| =
—x, fir <0

B kann auch als Funktion B : R — [0, 00) aufgefaBt werden. B ist surjektiv, aber nicht

injektiv.

4.) ,,Grofite-Ganze—Funktion*
Als Beispiel am Anfang dieses Abschnittes habe ich schon die ,, Gréfite-Ganze—Funktion“
eingefithrt: Sei G : R — R definiert durch z — G(z) := [z] := grofite ganze Zahl, die

kleiner oder gleich als x ist.

41



3 -
2 -
G
1| e
I I I I I \ I I I I
-5 —4 -3 -2 -1 12 3 4 54
*———

Es gilt W(G) = Z. G : R — R ist weder surjektiv noch injektiv. Es gilt beispielsweise

G-'({o}) =1[0,1).
5.) Wurzelfunktion
Auch die Wurzelfunktion W : [0,00) — R, x + w(z) := \/z wurde schon betrachet.

R

[0,00)

Es gilt W(W) = [0,00) . Denn nach Definition gilt W (W) C [0, 00) . Zu zeigen ist also:
[0,00) € W(W).

Hier sei a € [0,00). Dann ist auch a2 € [0, 00) = D(W), und W(a?) = va? = a, also ist
a € W(W), also [0,00) C W(WW), also

[0,00) = W(W).
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Die Funktion W ist also injektiv, aber nicht surjektiv. Dagegen ist W : [0, 00) — [0, 00),
z — W (z) := /Z, nach dem eben Bewiesenen surjektiv und injektiv, also existiert W1 .
Natiirlich gilt W1 :[0,00) — [0,00), @ +— W 1(z) =22,

6.) Dirichlet Funktion
Sei f: R — R definiert durch

, 1€Q
0, =¢Q

Also ist W(f) = {0,1}. Diese Dirichlet Funktion kann nicht gezeichnet werden, weil es
zwischen zwei rationalen Zahlen immer noch eine irrationale, und zwischen zwei irratio-

nalen Zahlen immer noch eine rationale gibt.

7.) Treppenfunktion
Eine Funktion ¢ : R — R heifit Treppenfunktion, wenn ihr Wertebereich W (t) eine end-
liche Menge ist, und das Urbild ¢t~*({y}) eine Vereinigung von endlich vielen Intervallen

ist fiir jedes y € R.

3c.) Folgen, Abzihlbarkeit
Definition: Abbildungen mit dem Definitionsbereich N heiflen Folgen.

Die Bildmenge von Folgen kann irgendeine Menge sein. Ist die Bildmenge die Menge der
reellen Zahlen, dann spricht man von Zahlenfolgen. Folgen bezeichnet man folgenderma-

Ben:

{CLl) a2, as, . . } = {an}nGN .
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Hierbei ist a,, das Bild der Zahl n € N. Man bezeichnet a,, auch als n—tes Element der
Folge {ay, }nen - Diese Bezeichnung weicht von den iiblichen Bezeichnungen bei Funktionen
ab. Man verwechsele nicht die Folge {a,, }neny mit der Menge {a,, | n € N}, dem Wertebe-
reich der Folge.

Einfache Beispiele fiir Zahlenfolgen:

1
{0,0,0,...}, {0,1,0,1,0,1,...}, {n}tnen, {ﬁ}neN’ {

Folgen werden oft rekursiv definiert:

—1
n2—+1}neN-
Beispiel. Sei die Folge {2, }nen definiert durch
1) T = 1

1 2

2.) xn+1:§-(a:n+x—) fir n>1.

Intuitiv ist klar, dal durch diese Definition eine eindeutig bestimmte Folge definiert wird.
Tatséchlich mufl aber bewiesen werden, dafl es genau eine Folge gibt, die dieser Definition

geniigt. Wir verzichten auf diesen Beweis.
Mit Folgen definiert man den Begriff der Abzdhlbarkeit:  Sei Ng = NU {0}.

Definition: Fiir n € Ny sei A, = {k | k <n, k € Ny} der zu n gehérende Abschnitt von
No. (Ag=0).

Definition: Eine Menge M heifit endlich, wenn es eine Zahl n € Ny gibt derart, dafl eine
bijektive Abbildung von A, auf M existiert. Die Zahl n heifit ,,die Anzahl der Elemente

von M.

Eine Menge M heifit abzdhlbar unendlich, wenn eine bijektive Abbildung von Ny auf M

existiert.

Man sagt, zwei Mengen M; und Ms ,,seien von gleicher Méchtigkeit®, wenn es eine bijektive
Abbildung von M; auf M, gibt.

Also kann man auch sagen, eine Menge M sei abzdhlbar unendlich, wenn sie von gleicher
Michtigkeit wie die Menge der natiirlichen Zahlen ist (da N und Ny gleiche Méchtigkeit
haben).

Definition: Eine Menge heifit abzéhlbar, wenn sie endlich ist oder abzdhlbar unendlich

ist. Im anderen Fall heifit sie iiberabzéhlbar.
Die erste Definition ist sinnvoll wegen des folgenden Satzes:
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Satz: Seien n,m € Ny mit n > m . Dann gibt es keine injektive Abbildung f : A, — A, .

Hieraus folgt dann auch, dal eine Menge M nicht gleichzeitig endlich und abzéhlbar
unendlich sein kann. Denn sonst géibe es m € N und bijektive Abbildungen f : A,, —
M, g:Ny— M, also wire f~'og: Ny — A, eine bijektive Abbildung. Fiir n > m wiire
dann

(fhog)|, +An— An

n

eine injektive Abbildung, im Widerspruch zum Satz.

Beweis des Satzes:

Angenommen, die Behauptung sei falsch. Dann gibt es mindestens einen Abschnitt A, ,
der injektiv in einen Abschnitt A,, mit m < n abgebildet werden kann. Dann kann A,
auch injektiv in A,_; abgebildet werden. Weil n — 1 € Nj gilt, ist n € N. Die Menge aller
n € N so dafl A, injektiv in A, _; abgebildet werden kann, ist also nicht leer. In dieser
Menge gibt es also ein kleinstes Element k. Wir zeigen, dafl hieraus folgt, dal A;_; injektiv
in Ap_o abgebildet werden kann, und erhalten einen Widerspruch. Sei f : Ay — A,_ die
injektive Abbildung.

Es gibt drei Falle:

(i) Die Zahl k — 2 tritt nicht als Bild auf bei der Abbildung f .
(ii) Die Zahl k — 2 ist Bild von k — 1 bei der Abbildung f .
(iii) Die Zahl k — 2 ist Bild einer Zahl j mit j < k — 2 bei der Abbildung f .

In den beiden ersten Féllen ist f . Ap_1 — Ag_s eine injektive Abbildung. Im letzten
k—1

Fall wird eine injektive Abbildung g : Ax_1 — Aj_o definiert durch

OF te A1, l#]
fk=1), (=3j.

g(l) =

Damit erhalten wir den behaupteten Widerspruch.

Satz: Die Menge QQ der rationalen Zahlen ist abzéhlbar.
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Beweis: Man ordnet die positiven rationalen Zahlen in ein doppelt unendliches Schema:

I, 2 3 4

1 1 1 1
I R

1 2 3 4

2 2 2 2
N R

1 2 3 4

3 3 3 I
R R

1 2 3 4

4 4 4 4
A

Auf diese Weise erhélt jede positive rationale Zahl eine Nummer. Sei {g, }»en diese Folge.

Alle rationalen Zahlen enthélt dann die Folge {0, q1, —q1,¢2, —q2,q3, —q3, - - - } -
Satz: Die Menge aller reellen Zahlen ist {iberabzéhlbar.

Beweis: Zum Beweis nimmt man an, die Menge R sei abzéhlbar. Dann koénnen ihre

Elemente in einer Folge geordnet werden (durchnumeriert werden):

{$1,$2,l'3,l‘4, .. } .

Man konstruiert nun eine Zahl, die sicher nicht zu dieser Folge gehort, so dafi diese Folge
doch nicht alle Elemente umfassen kann. Also hat man einen Widerspruch zur Annahme

erhalten, und R muf} iiberabzahlbar sein.

Hierzu wéhle ein Intervall Iy = [a,b1] mit a; < by, das x; nicht enthélt, und zerlege
[; in drei gleiche abgeschlossene Teilintervalle. x5 kann nicht in allen drei Teilintervallen
zugleich liegen. Wihle aus diesen drei Teilintervallen ein Intervall Iy = [ag, bo] aus, das x9

nicht enthilt. Fahre so fort. Dies ergibt eine Folge von Intervallen {I,,},cn mit
L 2L, 2132 ...

und mit z,, ¢ I,,, fir alle n € N. Die Folge {a,}nen ist nach oben beschrinkt; jedes b,
ist obere Schranke. Also existiert das Supremum s der Menge {a,, | n € N}. s gehort zu

jedem der Intervalle I,,. Wire das nicht so, miifite es ng € N geben mit s ¢ I, , also

0 ?
s & I, fir alle n > ng, also s > b,, fir alle n > ng, weil nach Konstruktion fir alle n
die Ungleichung s > a,, gilt. Da aber jedes b, obere Schranke ist, konnte s nicht kleinste
obere Schranke sein. Also gilt s € I, fiir alle n € N. Andererseits gilt z,, ¢ I,,, fiir alle

n € N, also mufl s # x,, gelten fiir alle n € N. |
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3d.) Vektorrdume reeller Funktionen

Sei D eine Menge und sei F(D) = F(D,R) die Menge aller reellwertigen Funktionen
f:D—R.

Auf der Menge F(D) erklart man eine Verkniipfung von Elementen aus F'(D), die ,,Ad-

dition“ von Funktionen durch

(f+9)(x) = f(x) +g(x), VxeD.

Mit dieser Verkniipfung ist F(D) eine kommutative Gruppe, d.h. die Gruppenaxiome
(A (A4) sind erfiillt: Es gilt

1) -

VI) f+g=9g+/f

V2) f+(g+h)=(f+9)+h

V3.) Es gibt genau ein neutrales Element, ndmlich die Funktion f: D — R,

x+— f(x):= 0. Man bezeichnet diese Funktion mit 0.

V4.) Zu jedem f gibt es genau ein g, so dal f + g = 0 gilt, ndmlich die Funktion

r— g(x) = —f(x).
Man bezeichnet diese Funktion mit —f .

Man definiert nun noch eine Verkniipfung zwischen Elementen von F'(D) und reellen
Zahlen. Ist a € R und f € F(D) so definiert man das Produkt af € F(D) durch

e (af)(z):=a- f(z).
Fiir diese Multiplikation gelten die Regeln:

V5.) (a+b)f=af +bf, abeR, feF(D)
V6.)a(f+g)=af+ag a€R, fgeF([D)
V7.) a(bf) = (ab)f
V8)1-f=f

Eine Menge, auf der die Addition erklért ist so dafl (V1) — (V4) gelten, und auf der die
Multiplikation mit reellen Zahlen erklért ist so dafl (V5) — (V8) gelten, bezeichnet man als
(reellen) Vektorraum, oder Vektorraum iiber R. Zum Vektorraum gehort also eine Menge
und zwei Verkniipfungen. Somit ist ein Vektorraum ein Trippel (V) +,-). (Beachte, dafl

+, - Funktionen sind und wie beschrieben durch Mengen erklért werden koénnen.)

(F'(D),+, ) ist also ein reeller Vektorraum. Man bezeichnet (U, +, -) als Untervektorraum
eines Vektorraumes (V,+,-), wenn U C V gilt, und wenn U mit den durch (V,+,-) auf
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U induzierten Verkniipfungen ein Vektorraum ist.

In der Analysis spielen eine Reihe von Untervektorrdumen des Raumes F'(D) eine wichtige
Rolle. Ich betrachte einige einfache Beispiele. Weitere Untervektorrdume werden spéter
eingefiihrt.

1.) Die Menge der beschrankten Funktionen f : D — R ist ein Untervektorraum von

F (D) . Hierbei heifit eine Funktion beschriankt, genau dann wenn

JesoVeep ¢ |f(2)] < C

gilt.
Um zu zeigen, daf} dies ein Untervektorraum ist, geniigt es zu zeigen, dafl mit f, g auch

f + g sowie mit a € R auch af beschrinkte Funktionen sind.

Sei
VIED: |f(l’)|§01, |g(l‘)| SCQ

Dann folgt:
Vaep © [ f(2) + 9(@)| < [f(2)| + [g(2)| < C1 + C2.

Also ist f + g beschrénkt. Aulerdem folgt
Veen :laf(@)| < lal[f(2)] < lal - Cy.
Also ist auch af beschréinkt.
Wiéhlt man D = N, dann erhélt man den Vektorraum der beschrinkten Zahlenfolgen.

2.) Die Menge der ganzrationalen Funktionen ist ein Untervektorraum von F'(R). Denn

seien
n

k
r—pi(r) = Z amx™, x> po(r) = Z by x™
m=0

m=0

Polynome. Dann ist auch

max(n,k)
(p1+p2)(2) = p1(x) + p2(z) = Z (am + by )™
m=0
ein Polynom. Hierbei setzt man
aym = 0, fir n<m<max(n,k)
b, = 0, fir k<m<max(nk).
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Auch das Produkt

(ap1)(z) = ap1(x) = a Z ™ = Z(aam)xm

ist ein Polynom.
Die Menge der Polynome, deren Grad hochstens gleich n ist, ist ebenfalls ein Unter-
vektorraum von F(R). Die Dimension dieses Raumes ist n + 1. (Die Dimension eines

Vektorraumes wird in der Vorlesung , Lineare Algebra“ definiert.)

3.) Die Menge aller Treppenfunktionen ist ein Untervektorraum von F(R). Denn seien
t1,t2 Treppenfunktionen. Sei ¢ € W (t; + t5). Dann gibt es x € R mit ¢ = (¢; + t5)(z) =
t1(x) + to(z) . Also gilt

ce {b | Feyewen)Jemewien) 1 b =1 + cz}

Dies ist eine endliche Menge. (Zur Ubung konstruiere man eine bijektive Abbildung von
einem geeigneten Abschnitt von N auf diese Menge.)

AuBerdem ist (¢;+t2) 7' ({c}) eine endliche Vereinigung von Intervallen fiir jedes ¢ € W (t;+
ta) . Denn seien ¢; € W(ty), co = W (t2) mit ¢ = ¢; + ¢ und seien 11(1)’ LI 11(2), IR

Intervalle mit
n m

Hah) =LY, &'{eh=J1".

=1 i=1

Fiir jedes = aus der endlichen Vereinigung von Intervallen

(1 1/ @Y _ 1) A 7@
Moo = (UIV) 0 (UE?) = U ¢V nr?)
i=1 j=1 '

1=1,..., n
j=1,....m

gilt dann
vetr ({a}) Nty ({ea}),
also (t; +t2)(z) = t1(z) + ta(x) = 1 + o = .

Diese endliche Vereinigung von Intervallen, die zur Wertekombination (¢, c2) gehort, ist

also eine Teilmenge des Urbildes von {c}). Das ganze Urbild von {c} ist

M= |J Mee-

c1+ca=c

Da es nur endlich viele Wertepaare (c;, c2) mit ¢; 4+ ¢o = ¢ gibt, ist also auch M endliche

Vereinigung von Intervallen.
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Ebenso ist der Wertebereich von at; (a € R) endlich: W (at;) = {b | Jeew,) : b= ac}.
Die Dimension des Vektorraumes aller Treppenfunktionen ist unendlich.

Auf dem Vektorraum F(D) kann man auch die Multiplikation zweier Funktionen f,g :
D — R erkldren:

Voep : (f9)(x) := f(z) - g(x).
Diese Multiplikation ist assoziativ und kommutativ. Die konstante Funktion x + 1 ist das
neutrale Element. Man beachte aber, dafl zu einer Funktion f € F(D) nicht unbedingt
ein inverses Element in F(D) existiert, ndmlich dann nicht, wenn f Nullstellen hat, d.h.

wenn es € D gibt mit f(z) = 0. Fiir die Multiplikation gilt auch das Distributivgesetz.
Also ist F'(D) eine kommutative, assoziative Algebra mit Einselement.

Diese Algebra ist nicht nullteilerfrei, denn man kann leicht Funktionen f,g € F(D) mit
f#0, g+ 0 konstruieren, fiir die aber

fg=0
1st.

Alle oben angegebenen Beispiele sind auch Unteralgebren von F'(D), bis auf den Vektor-
raum der Polynome hochstens n—ten Grades. (Die Begriffe ,, Algebra® | | Unteralgebra‘,

ynullteilerfrei“ werden in der Vorlesung , Lineare Algebra“ definiert.)
3e.) Einige einfache Eigenschaften reeller Funktionen

Definition: Eine reelle Funktion f heifit nach oben beschrinkt, genau dann wenn die
Wertemenge von f nach oben beschrankt ist.

Sie heifit nach unten beschréinkt, genau dann wenn die Wertemenge nach unten beschrénkt
ist.

Also: f ist beschrénkt, genau dann wenn f nach oben und unten beschrankt ist.

Definition: Eine reelle Funktion f : D — R heiit monton wachsend, genau dann wenn
gilt:

Versep t 1 < Tg = f(x1) < f(22)
f heift streng monoton wachsend, genau dann wenn gilt:

Vai,zeeD : T1 < Ty = f(xy) < f(x2).
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Ebenso definiert man monoton fallend und streng monoton fallend. Eine Funktion heifit

(streng) monoton, wenn sie (streng) monoton wachsend oder fallend ist.

Beispiele:

1.):[:»—> zeR.

1422’

Diese Funktion ist beschréankt, aber weder monoton fallend noch monoton wachsend.
Jedoch ist die Einschrédnkung dieser Funktion auf [0, 00) streng monoton fallend. Denn
sei 0 < x1 < 9. Es gilt

1 - 1
1423 1+ 23

ri<ri=1+22 <1+a5=

2.).1:r—>£, z € R\{0}.

Diese Funktion ist nicht beschriankt. Die Einschriankung dieser Funktion auf (0,00) ist
jedoch streng monoton fallend, und auch die Einschrankung auf (—oo,0).
3)x—z2":[0,00) =R, neN.
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5 1 15 2 [0,00)

Diese Funktion ist nicht beschrénkt, aber streng monoton wachsend. (Zur Ubung beweise
man dies durch Induktion.) Der Wertebereich ist ganz [0, c0) .
4)yx—[z] : R—7Z.

y

Diese Funktion ist unbeschrénkt, monoton wachsend aber nicht streng monoton wachsend.
Sie ist auch nicht injektiv. Es gilt aber:

Satz: Sei [ eine reelle, streng monotone Funktion. Dann ist f injektiv, also existiert auf
W(f) die Umkehrfunktion f~': W(f) — D(f). f~! ist ebenfalls streng monoton.

Beweis: 0O.B.d.A. sei f streng monoton wachsend. Ist x; # x5, dann mufl entweder
r1 < xg oder x; > o sein, also entweder f(x;) < f(xg) oder f(x1) > f(xzq), also
f(xy) # f(xs). Somit ist f injektiv und es existiert = : W(f) — D(f). Auch f~! ist
streng monoton wachsend. Denn sonst wiirde y;,y. € W(f) existieren mit y; < y» und

fY(y1) > f~Y(yo) . Hieraus wiirde wegen der strengen Monotonie von f folgen

Y= f(f_l(yl)) > f((f_l(?n)) = Y2,

im Widerspruch zu y; < ys . |
Die strenge Monotonie ist eine hinreichende, aber keine notwendige Bedingung fiir die

Umkehrbarkeit einer reellen Funktion. Dies sieht man an folgendem

52



Beispiel: Sei D =1[0,1]. f: D — R sei definiert durch
x, r€eQ

1- z, T ¢ @
Diese Funktion bildet [0, 1] bijektiv auf [0, 1] ab, ist jedoch in keinem Teilintervall monoton.

r— f(r):=

R

(e
—_l

Anwendung des Satzes: Da z +— 2™ : [0,00) — [0, 00) streng monoton und surjektiv

ist, existiert die inverse Funktion
z— 24" [0,00) — [0,00), neN,

die auch streng monoton ist.

Die allgemeine Potenz mit rationalen Exponenten ¢ = ™ > 0 kann man auf zwei Weisen

erklaren:

m

= (x%)m oder zn = (z™)

m
n

3=

T

Beide Definitionen stimmen iiberein. Denn es gilt

1\n]™ 1\nm 1\m]"
also
i 1\m
(a™)" = (@)™
Also ist x? fiir positives rationales ¢ und x > 0 erklédrt. Fiir negatives rationales ¢ setzt

man
Auflerdem definiert man

Mit diesen Definitionen gilt

xr . LCS — errs
2y = (z-y)
(IT s TS
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4 Konvergente Folgen

4a.) Grundlegende Definitionen und Eigenschaften
Eine Abbildung
f*N—=R

heifit Zahlenfolge. Als Beispiel betrachte man die Folge

{1} _{11 11 }
ntnen L7273 47777 )

Alle Glieder dieser Folge sind grofier als Null, aber intuitiv meint man, dafl die Folgen-

glieder sich immer mehr der Null annéhern mit wachsendem n. Anders ist dies bei der

n 12 34
1" } :{__7_7__7_7"'}‘
{( )n—l—l neN 2°'3 45

Diese intuitiven Vorstellungen sollen prézisiert werden:

Folge

Definition: Eine Zahlenfolge {x, },en heifit konvergent gegen die Zahl a € R, wenn es
zu jeder Zahl € > 0 eine Zahl ng € N gibt so daf fiir alle n € N mit n > ngq gilt

la —z,| < €.
a heifit Grenzwert der Folge {x, }nen -

Mit Quantoren 148t sich dies auch folgendermaflen schreiben: {z,},en heifit konvergent
gegen a € R, genau dann wenn
V5>0 ElnoEN V n>€N : |a - [Bn’ < €.
n>nq
Fithrt man den Begriff der ,Umgebung” ein, so l&at sich diese Definition auch etwas
anschaulicher fassen:

Definition: Sei ¢ > 0 und a € R. Als e-Umgebung von a bezeichnet man die Menge
Ucfa) :={z| |la—z| <e}.

Hiermit 148t sich die Definition der Konvergenz folgendermafien formulieren:

Eine Zahlenfolge {x, },en heiBt konvergent gegen den Grenzwert a € R, wenn es zu jeder

Umgebung U von a eine Zahl ny € N gibt, so daf fiir alle n € N mit n > ng gilt

z, €U.
Mit Quantoren:
vagebung EInoGN Y nen : ox,€U.
U von a n>ng
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Wenn eine Zahlenfolge {x, },en gegen den Grenzwert a konvergiert, dann schreibt man

lim z, = a.
Gilt fiir eine Zahlenfolge {x, }nen
lim z, =0,

dann heifit {2, }nen Nullfolge. Aus der Konvergenzdefinition folgt sofort:

Eine Zahlenfolge {z, } n,en konvergiert gegen a € R, genau dann wenn {a—x, },en Nullfolge
ist.

Satz: Jede Folge besitzt hochstens einen Grenzwert.

Beweis: Seien a,b Grenzwerte von {z, },en . Sei € > 0 beliebig. Nach Voraussetzung gibt
es Zahlen ng,ny € N mit |a — z,| < € fiir n > ng und |b — z,,| < € fiir n > ny, also gilt

la —x,| <e, |b—uz,| <e fiir n>max(ng,n;). Fir solche n gilt daher
la—0b] =|(a—x,) — (b—2,)| <|a—x,| +|b—x,] < 2e,
also folgt a — b = 0, weil e beliebig klein gewéhlt werden kann, also a = b. |

Eine Zahlenfolge heifit konvergent, wenn sie einen Grenzwert besitzt, andernfalls diver-
gent. Abéndern von endlich vielen Gliedern einer Zahlenfolge éndert das Konvergenzver-
halten dieser Folge nicht. (D.h., hat die Folge den Grenzwert a, so konvergiert auch die
abgednderte Folge gegen a, ist die Folge divergent, so ist auch die abgednderte Folge di-
vergent.)

Beispiele: 1.) {2}, konvergiert gegen Null und ist daher Nullfolge.

Beweis: Man muB zu jedem ¢ > 0 eine Zahl ng € N finden so daB [0 — £| = £ < ¢ ist fiir

alle n > ngy. Wegen der archimedischen Anordnung der reellen Zahlen gilt
1
{n|nEN/\n>g}7é®

also hat diese Menge ein kleinstes Element, das ich mit ny bezeichne. Somit gilt fiir alle

n>mng, dain > % , also % < . Hiermit ist ny gefunden. |

Bevor ich weitere Beispiele betrachte, beweise ich noch einige Sétze iiber das Rechnen mit

Zahlenfolgen, und fiithre noch weitere Definitionen ein.

Satz: Jede konvergente Folge ist beschrankt.
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Beweis: Sei {x,}nen eine Zahlenfolge mit

lim z, = a.
n—oo

Dann existiert ng € N mit |a — z,,| < 1 fiir alle n > ny, also
|Tn| = |zn —a+al <la—z,|+|a| <|a| +1
fiir alle n > ng. Also gilt

Vien @ |2n] < max ({xn |n < no} U {|a! + 1}) )

Satz: Seien {x, }nen , {Unfnen konvergente Zahlenfolgen mit lim,, .z, = a,
lim,, oo ¥ = b. Dann sind auch die Folgen {z, + yn}nen, {Zn — Yntnen und {2,y fnen
konvergent, und es gilt

lim (z, £y,) =a£b, lim z,y, = ab.

n—oo

Wenn alle y,, und der Grenzwert b von 0 verschieden sind, so ist auch die Quotientenfolge

{g—:}neN konvergent, und es gilt

Man beachte, dal aus diesem Satz folgt, daf die Folge {cx,, },en gegen ca konvergiert wenn
c eine reelle Zahl ist und lim, ., =, = a gilt, weil die konstante Folge {c},en natiirlich

gegen ¢ konvergiert.

Beweis des Satzes: Sei € > 0 gegeben. Es existieren ng,n; € N mit |a — z,| < § fiir alle

n>ng, |b—ys| < 5§ fiirallen >n;. Also gilt fiir n > ny = max (ng,n1) :

(@ £0) = (20 £ yn)| = [(@ = zn) £ (b= yn)|

<l|a—z,| +1]b— \<E+
= n Yn 57 9

=£.

Damit ist die Aussage iiber Summe und Differenz bewiesen. Um die Aussage iiber das
Produkt zu beweisen beachte man, dafl {z, },cn eine konvergente Folge ist also insbeson-

dere beschrinkt ist. Sei ¢ > 0 eine obere Schranke fur {|z,|}nen -

_£_

570] fir n > nyg.

Sei nun € > 0 gegeben. Falls b # 0 ist, existiert ng € N mit |a — z,,| <
Fiir b = 0 sei ng = 1. Aulerdem existiert n; € N mit |b — y,| < 5 fiir n > n; . Also gilt
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fiir n > ny = max (ng, ny)

lab — x,yn| = |ab — bx,, + by, — Tpyy|

= [b(a = z3) + 20 (b = yn)| < [b] [@ = 2a] + [20] [b = yn]

g 9 g g

Hiermit ist auch die Aussage fiir das Produkt bewiesen. Um die Aussage fiir den Quoti-

enten zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daf

1
lim — = —
n—oo yn
gilt, weil Produkte bereits behandelt wurden.
Es gilt
1 1 —b

b Yn Yn - b '
Die Folge {yin}neN ist beschrankt. Denn weil lim,, o y,, = b gilt, existiert ng € N so dafl

fir n > ng
b— b 1 =y, —b+0 >1|b -b 1
| yn|<?a also  |yn| = |yn +b[ = [b] = |yn | > = 9
also \in| < % gilt. Sei m das Maximum der endlichen Menge {]i\ | n < no}. Dann ist
¢ = max (m, %) eine obere Schranke fiir {| | }nen - Also folgt fiir alle n € N
1 1 | Y

Sei nun € > 0 gegeben. Dann existiert ng € N so daf fiir alle n > ng gilt |y, — b| < |b|

also

|1 1| c
b = bl

Hiermit ist der Satz bewiesen. [

lyn — b < €.

Man beachte, dafl Zahlenfolgen reelle Funktionen sind. Also sind Summe und Produkt

zweier Zahlenfolgen {z, }nen, {Un }nen erklért als {z, + yn tnen, {ZnYn tnen -

Folgerung: Die konvergenten Zahlenfolgen bilden einen Vektorraum iiber R, ebenso die
Nullfolgen.

Dies ergibt sich aus dem eben bewiesenen Satz. Als weitere Folgerung ergibt sich der
Satz:

Satz: Sei F' eine rationale Funktion mit Definitionsbereich D, und sei {x,},en eine
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Folge mit x,, € D fiir alle n, die gegen a € D konvergiert. Dann ist die Folge {F'(x,,) }nen
konvergent, es es gilt
lim F(z,) = F(a).

n—oo

Beweis: Es gilt F(x) = {1, also

ap+ ...+ a7z,
Flan) = bo+ ...+ by
Nach dem eben bewiesenen Satz sind die Folgen im Zahler und im Nenner konvergent mit
Grenzwerten ag+. ..+a.a” und bg+. ..+ bsa®. Nach Voraussetzung ist bg+. ..+ bsz) # 0
fiir alle n und by + ...+ bsa® # 0, also kann wieder der eben bewiesene Satz angewendet

werden, womit die Behauptung folgt. |

Satz: Sei {x, },en eine Nullfolge und {y, } nen eine beschriankte Folge. Dann ist {x,y,, tnen
eine Nullfolge.

Beweis: Sei ¢ > 0 eine obere Schranke fiir {|y,|}nen. Sei € > 0 gegeben. Dann existiert

no € Nmit [0 — z,| = |2,| < £ fiir alle n > ny, und somit auch
€
0 = ZpYn| = |TnYn| = |Yn| [70a] < clza] <c- p =¢c.
m
Satz: lim, .z, =a = lim, . |z,|=|al.

Beweis: Sei € > 0 gegeben. Dann existiert ng € N mit |z, — a| < ¢ fir alle n > ng, also
auch

<la—x,| <e.

[lal = lza

Die Umkehrung ist falsch. Man {iberlege sich dies anhand eines Gegenbeispiels.

Satz: (i) Sei lim,, .oz, =a, lim, .oy, =bund z, <y, fiir alle n. Dann gilt a <b.

(ii) Sei limy,— oo 7 = limy, 0o ¥ = @, und fiir die Folge z, gelte z,, < z, < y,, fiir alle
n € N. Dann gilt

lim z, = a.
n—oo

Beweis: (i) Sei € > 0 beliebig. Dann existieren ng,n; € N mit |a — z,| < € fiir alle n > ny

und |b — y,| < e fiir alle n > ny . Also gilt fiir n > ny = max (ng, ny) :

a=a—Ty+T, < Tpt+teSy,te
=y,—b+b+e < b+et+e=0b+2¢,
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also

a<b+2e.
Da e > 0 beliebig gwéhlt war, folgt a < b.

(ii) Sei € > 0 beliebig. Es existieren ng,ny € Nmit |a—z,| < e furallen > ng, |a—y,| <e

fiir alle n > ny , also gilt fiir alle n > ny = max (ng, ny) :
—e<—la—z,|<—(a—z,)=2,—a<z,—a<y,—a<|y,—al<e,

also

|z —a] < e.

u
Definition: Sei {x, },en eine Zahlenfolge und ¢ : N — N eine streng monoton wachsende
Abbildung. Dann heifit die Folge (n +— z,0)) : N — R eine Teilfolge von {z; }nen. Ich
bezeichne diese Teilfolge auch mit {Z,()}nen . Da ¢ selber eine Folge ist, beniitzt man

meistens die Bezeichnung {z;, }nen, wobei j, := ¢(n) gesetzt ist.

Satz: Sei {x,}nen eine Zahlenfolge mit lim, .o 2, = @, und sei {z, () }nen eine Teilfolge.
Dann gilt auch

lim Tpn) = a.

n—oo
Beweis: Zunéchst beachte man:

Weil ¢ : N — N streng monoton ist, gilt
p(n) >n firalle neN.

Man beweist dies durch vollstédndige Induktion:

a.) Induktionsanfang n =1 :
p(1) €N = p(1) > 1.

b.) Induktionsschritt: Sei die Behauptung richtig fiir ein n € N. Dann gilt, weil ¢ streng
monoton ist,

pn+1) > ¢(n) >mn,

also p(n+1) >n+1.
Nun kann der Satz bewiesen werden: Sei € > 0 beliebig gegeben. Dann existiert ng € N,
so daB |a — x| < € gilt fiir alle n > ng, also auch |a — x| < e, wegen ¢(n) >n > ny.

Damit ist der Satz bewiesen. [
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Beispiele: 1.) Sei p € N (also p > 1). Dann gilt

_1
lIlm — =limn » =0
n—00 nl/p n—00

Beweis: Sei e > 0. Es gilt
_1 _1 —
0—n"?|l=n"rP<e<=n>ec?r.

Die Menge {n | n € NAn > ¢7P} ist nicht leer, und hat somit ein kleinestes Element ny .

Fiir alle n > ng gilt also n_% <e. [

2.) Folgerung: Sei ¢ > 0 rational. Dann gilt

Iim n ?=0.

n—oo

Beweis: Sei ¢ ==, r,s € N, und sei die rationale Funktion F' erklért durch
r— Fx):=2":R—>R.
Nach 1.) und dem oben bewiesenen Satz folgt

lim 7~ s = lim F(n‘é) = F(0)=0.

n—oo n—oo

3.) Sei ¢ € R. Dann gilt fiir
i) gl <1:limy—0qg™=0
(i) ¢g=1:1lm, nq"=1
)
)

qg=—1: {q¢"} ist divergent

(i
(iv) |q| > 1: {q¢"} ist divergent.
Beweis: (i) Fur ¢ = 0 ist die Behauptung richtig. Sei 0 < |¢| < 1. Zu zeigen ist: Es

existiert ng € N so daf fiir alle n > ng
¢ =lq|" <e

gilt.
Sei h = ‘i — 1. Dann (Bernoullische Ungleichung)

ql

1
— —(1+h) > 1—|—nh>nh:n<——1>,
lq| lq|
also
lq|

1—1q|"

lal"

1
n
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Setze

1
ng ::min{n|nEN/\(— i <5>}
n1—lq|

i) g=1=¢"=1=lim, o q" =1
(i) =-1= ¢ =(-1)"=

{"Ypen = {—1,1,-1,1,...}.

Diese Folge enthdlt als Teilfolgen die konstanten Folgen {—1,—1,—1,...} und
{1,1,1,...}, die gegen —1 und gegen 1 konvergieren. Wére {¢"},en konvergent, miilten
beide Teilfolgen gegen denselben Wert, den eindeutig bestimmten Grenzwert von {¢" },en
konvergieren. Also ist {¢"},en divergent.

(iv) |g| > 1: Sei

h = lq[ =1
— lgd" = (1+h)">14+nh>h=n(q —-1).

Wegen |g| —1 > 0 und weil die reellen Zahlen archimedisch angeordnet sind, folgt hieraus,

daB {¢" },en unbeschrankt ist, also mufl {¢"},en divergieren.

4.) Die Folge

diverigert.

Beweis: Diese Folge enthélt die Teilfolgen

{ 2n }nEN (n — 2n)

2n+1
und
2n+1
{_ 2n+2}neN (n—2n+1).
Wir zeigen, dafl lim,, ., Z_nﬂ =1 und lim,,_ —gzg = —1 gilt. Dann muf} die urspriing-
liche Folge divergieren. Es gilt
2n 2n+1 L 1 1
n+1 2n+1 2n+1 on+1°

Da {1,1,1,...} gegen 1 konvergiert, und lim,, ., ﬁ = 0 gilt, folgt fiir die Folge aus den

1

Differenzen lim,, (1 — 5 =1

)=1—0=1. Ebenso beweist man die Behauptung fiir die

zweite Folge.
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5.) Man betrachte die rekursiv definierte Folge

ry = b>0
1 a
Tpi1 = —(xn—i——), a>0.
2 Tn

Unter der Annahme, daff diese Folge konvergiert, kann der Grenzwert ¢ bestimmt werden.

¢ mufl > 0 sein, weil (z,, + 7-) > 2y/a gelten muB. Denn

2
Og(\/a: - i) = :L'n—2\/5+i, also
Ty

Tn

Lp41 Z \/a>0

Hieraus folgt ¢ = lim,, o0 2, = limy, oo Tpy1 > v/a > 0. Da F(z) = %(x—i—%) eine rationale
Funktion ist, folgt aus dem frither bewiesenen Satz und aus der Definition der Folge, dafl

1
c¢= lim z, = lim z,,; = lim F(x,) = = <c+ 2) , also
n—oo C

n—oo n—00 2

c = +Va.

Falls diese rekursiv definierte Folge konvergiert, kann sie zur nidherungsweisen Berechnung

von y/a beniitzt werden. Konvergenz ergibt sich aus den folgenden Konvergenzkriterien.

4b.) Konvergenzkriterien, Limes superior, Limes inferior
Satz: Jede monotone beschrinkte Folge ist konvergent.

Beachte: Eine Folge ist monoton, wenn sie als Funktion monoton ist. Also ist eine Folge
monoton wachsend, wenn

Tp S xn—i—l

gilt fiir alle n, und monoton fallend, wenn
Tn, Z Tni1

gilt fiir alle n .

Beweis: Sei {x,}nen eine monoton wachsende, beschrénkte Folge. Sei ¢ das Supremum

dieser Folge. Dann existiert zu jedem £ > 0 ein ng € N mit
c—e<xy <c.

Da die Folge monoton wachsend ist, folgt also fiir alle n > nyg
c—e<z,<c,
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also |c — x,| < €. ]

Folgerung: Fine monton wachsende Folge konvergiert gegen ihr Supremum. Ebenso

erhélt man: Eine monoton fallende Folge konvergiert gegen ihr Infimum.
Beispiel: Nun kann gezeigt werden, dafl die Folge

T = b>0
1 a
Trt1 = 5(“””—)

n

konvergiert.
Hierzu beachte man, dafl diese Folge ab n = 2 monoton fallend ist. Denn es wurde gezeigt,

daB x, > \/a fiir n > 2 gilt, also ot <y, folglich

1 a 1 1

Es wurde schon gezeigt, dafl min (1/a,b) untere Schranke ist, also konvergiert diese Folge
gegen /a .
Intervallschachtelung:

Satz: Sei {J,}nen eine Folge von Intervallen J,, = [a,, b,] mit
ADJhD..DJyD....

Ist b, — a, eine Nullfolge, dann enthélt der Durchschnitt ﬂneN J, genau einen Punkt.

Beweis: Die Folge {a,}nen ist monoton wachsend und beschrinkt, denn b; ist obere
Schranke. Ebenso ist {b,}n,eny monoton fallend und beschriankt, also konvergieren beide

Folgen, und es gilt nach Voraussetzung

lim a, — lim b, = lim (a, — b,) =0,

n—oo n—oo n—oo

also lim,,_,oc @, = lim,,_,oc b,, = a.
Da {a;, } ney monoton wachsend und {b,, } ,ey monoton fallend ist, ist @ das Supremum von

{an }nen und das Infimum von {b, },en , also gilt
a, <a<b,, firalle neN,
also

aEﬂJn.

63



Natiirlich ist a der einzige Punkt, der in allen Intervallen liegt. |

Diese Behauptung gilt nicht, wenn man anstelle abgeschlossener Intervalle offene Inter-

valle nimmt.

Definition: Eine Zahl a heift Hiufungspunkt der Folge {x, },en, wenn zu jeder Umge-

bung U von a unendlich viele n € N existieren mit x,, € U .

Aquivalent dazu ist: a ist Hiufungspunkt, genau dann wenn gilt:
Veso  Vnen EImSN D |a—z,] <e.

Satz: Wenn a Haufungspunkt der Folge {x,, }nen ist, dann gibt es eine Teilfolge {z;, }nen,

die gegen a konvergiert.

Beweis: Es geniigt, die folgende Behauptung zu beweisen:

Fiir jedes n € N kann eine Zahl j,, € N gefunden werden mit j, > j,_1 (falls n > 2), und

1
|& — l'jn‘ < E .
Hieraus folgt sofort, daf die so konstruierte Teilfolge {x;, }nen gegen a konvergiert.
(Beachte, dal {z;, }nen eine Teilfolge von {z, }nen ist, weil n — j, nach Konstruktion
eine streng monoton wachsende Folge ist.)

Es soll nun diese Behauptung durch vollstéindige Induktion bewiesen werden.

1.) Induktionsanfang: n = 1. Da a Haufungspunkt von {z, } ey ist, gibt es ny mit
la — x| < 1.
Setze 71 :=ng.

2. Induktionsschritt: Sei j, gefunden. Weil a Haufungspunkt von {z, },cy ist, gibt es

unendlich viele m € N mit
1

n+1’
also insbesondere auch ein solches my € N mit mgy > j, . Setze j,11 = myg .

la — x| <

Satz von Bolzano (1781 — 1848) Weierstrass (1815 — 1897): Jede beschinkte Folge

besitzt wenigstens einen Haufungspunkt.

Beweis: Sei a; eine untere Schranke und b; eine obere Schranke fiir {z,, },en . Halbiert man

das Intervall J; = [aq,b;], dann liegen wenigstens in einem der beiden abgeschlossenen
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Teilintervalle unendlich viele Glieder der Folge. Man wéhle ein solches Teilintervall aus und
nenne es Jo . Setzt man dieses Verfahren fort, dann erhélt man eine Intervallschachtelung
Ji 2 Jy 2 ..., Jy = [an,by], mit der Eigenschaft daf in jedem Intervall unendlich

bi—aq

viele Glieder von {2, }nen liegen. Da b, — a, = 3% — 0 gilt fiir n — oo, enthélt der

Durchschnitt (1, .y J» €inen einzigen Punkt c.

c ist Haufungspunkt. Denn sei € > 0. Wéahle n € N so grof3, dal b, — a,, = l’;;—,“f < ¢ ist.
Dann gilt wegen c € J,

by —a;
a, > C— o1 >c—¢
und
by —a
b, <c+ 12n7a1<c+5,
also

Ip = lan,by) C(c—e,2+¢€),

also liegen unendlich viele Glieder von {x, }nen in (c —€,c+¢).

Folgerung: Jede beschréankte Zahlenfolge besitzt eine konvergente Teilfolge.
Beweis: Jede beschrinkte Folge besitzt mindestens einen Haufungspunkt. Also kann man

eine Teilfolge auswéhlen, die gegen den Haufungspunkt konvergiert.

Im folgenden werde ich ein Konvergenzkriterium angeben, das fiir alle Folgen anwendbar
ist, und mit dem man Konvergenz untersuchen kann, ohne den Grenzwert der Folge zu

kennen. Hierzu benttigt man folgende Definition:

Definition: Eine Zahlenfolge {x, },en heifit Cauchy—Folge wenn gilt:

Zu jedem ¢ > 0 existiert ein ng € N so daf fiir alle n,m > ng gilt
|2y, —xm| < €.

Satz: Eine Folge ist genau dann konvergent, wenn sie Cauchyfolge ist.

Beweis: ,—*“ Angenommen, die Folge {x,},en sei konvergent. Zu zeigen ist, dal diese
Folge Cauchyfolge ist. Sei ¢ > 0 gegeben, und sei a der Grenzwert. Dann existiert ng € N
so dafl fiir alle n > ng gilt

|z, —a| <e/2,

also gilt fiir n,m > nyg
Ty — T = |2 —a+a — x| < |z, —a|l+ |z, —a| <e/24¢/2=c¢.

65



»<=% Sei {x,}nen Cauchyfolge. Zu zeigen ist dafl {x,},en konvergiert. Zunichst zeigt
man, dafl jede Cauchyfolge beschrankt ist. Sei € > 0. Dann existiert ng € N so daf fiir

alle n > nyg
|zy, — x| < €
gilt, also
|Zn| = T — Tng + Tngl < |Tn = Tng | + [T |
< e |,

Also gilt fiir alle n € N

aa] < (max {Jzi], . Jangl}) + e,

also ist {x,, }nen beschrankt. Somit hat die Folge {x, }nen einen Haufungspunkt a .
Als néichstes wird gezeigt, dal a Grenzwert der Folge ist. Sei ¢ > 0. Da {z, },en Cauchy-
folge ist, existiert ng € N mit |z, — z,,| < /2 fiir alle n,m, > ny. Nach Definition des

Héufungspunktes existieren unendlich viele n € N mit
|z, —al <e/2,
also existiert auch ein ny > ng mit |z,, —a| < €/2. Fiir n > ng gilt also
\Tp — a| = |zp — Tpy + Ty —a| < |xy — x| + |20, —al <e.
e > 0 ist beliebig gewahlt, also ist @ Grenzwert von {z, }nen -
Beispiel: Sei die Folge {2, }nen rekursiv definiert durch
r; = 1

1

, n>1.
1+,

Tn+41

Diese Folge konvergiert. Denn es gilt fiir alle n

1
- <z, <1.
5 =
Dies folgt durch vollstiandige Induktion. n = 1 ist klar. Sei die Annahme fiir n richtig,
dann folgt
1 < |
14z, —

IN
—_

also < Zp1 <

N~ DN~
wWlin Wl

66



Hieraus folgt

1 1 Tnak — Tn
T — I, — = — ,
Lk 1 l+2pe 14z, (I + zp) (1 + )
|xn+k - xn| 1
diL n — L n - 4n
Tpyi4k — X +1| (1 +$n+k)(1 +$n) = (1 T %>2 ’l’ +k — X |

4
- a |xn+k - xn| .
9

Durch vollstdndige Induktion folgt fiir alle n und %

4\ n—1 4\ n—1
[ Tngr — | < <—) [T — 21| <2 (—) :
9 9

Wegen (§)"! — 0 fiir n — oo kann das Cauchy—Kriterium angewendet werden: Seie > 0.

Wiihle ng € N so, daB (3)"* < &/2 ist fiir n > ng. Dann folgt fiir alle m > n > ng

4\ n—1
| — Tn| = [Tnt(m—n) = Tn| < 2(5) =2 % =¢,

also ist {x, }neny Cauchyfolge, also konvergent. Sei a der Grenzwert. Es gilt % <a<1l,

: 1 1 _ 1
also konvergiert 1~ gegen . Wegen p41 = 17~ muf also gelten

+In
. ) 1 1
a= lim z,,; = lim = ,
n—00 n—oo 1+ x, 1+a

also (14+a)a=a+a*=1, somit a=-3+15.

Satz: Die Menge M der Haufungspunkte einer nach oben (bzw. nach unten) beschrink-

ten Folge {x, }nen sei nicht leer. Dann besitzt M ein Maximum (bzw. ein Minimum).

Beweis: Sei {x,}neny nach oben beschrinkt. Dann ist auch M nach oben beschrinkt, also
existiert so = sup M . Dann gibt es zu jedem € > 0 ein @ € M mit a > sy —¢/2. Da a

Héaufungspunkt von {z, },ecy ist, gibt es unendlich viele n € N mit
|z, —a| <e/2,
also gilt fiir diese unendlich vielen n

|z, — s0| = |z, —a+a— s

< Jzn—al+la—so| <e/2+¢e/2=¢,
also ist sg selbst Haufungspunkt von {z, },en, und somit gilt so € M , dies bedeutet

So = max M .
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Fiir nach unten beschrénkte Folgen verlauft der Beweis genauso. |

Definition: Das Maximum der Menge M aus dem vorangehenden Satz heifit ,,oberer
Limes“ oder , Limes superior” von {x, },en, das Minimum von M heifit ,,unterer Limes*

oder “Limes inferior* von {x,},en. Den Limes superior bezeichnet man mit
hmnﬂoo T s

den Limes inferior mit

lim T

———n—00 n -

Satz: (i) Es gilt a = lim, o2, , genau dann wenn fiir jedes ¢ > 0 gilt

Ty, >a—¢ fiir unendlich viele n

(%)

T, < a+e fir fast alle n.

(ii) b= lim T, , genau dann wenn fiir jedes ¢ > 0 gilt

—n—00

T, <b+e fiir unendlich viele n

T, >b—c¢ fir fast alle n.

(,Fast alle n“ heifit: Fiir alle bis auf endlich viele n*.)

Beweis: (i) Seia = lim,, 00y, , und sei e > 0.
Im vorangehenden Beweis wurde schon gezeigt, dafl dann fiir unendlich viele n € N gilt
xn, > a — . Die Ungleichung x,, > a + ¢ kann hochstens fiir endlich viele n € N gelten.

Denn sonst konnte man eine Teilfolge {x,, }ren konstruieren mit
Tp, = a+¢€

fiir alle k € N. Diese Folge wére auch beschréankt, hitte also einen Haufungspunkt ¢, und
fiir diesen Haufungspunkt miiite gelten ¢ > a + ¢, also konnte a nicht das Maximum der

Héufungspunkte von {z, },en sein, weil auch ¢ Haufungspunkt von {z,},en wire.

Angenommen, die beiden Aussagen (x) seien richtig fiir eine Zahl a € R. Dann ist a
Héufungspunkt von {z,}nen, wegen der ersten und zweiten Aussage zusammen. Wegen
der zweiten Aussage kann {x, },en keinen Haufungspunkt haben der groer als a ist, also
gilt a = lim,, oo .

Teil (ii) des Satzes wird ganz entsprechend bewiesen. n
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Z, immer, und es

Fiir eine beschriinkte Folge {2, }nen existieren lim,, o 7, und lim,,
gilt

lim, 2, <lim, .z, .

n—

Satz: Es gilt lim = lim,, .o Tp genau dann, wenn die Folge {x,, },en konvergiert.

N— 00 Tn

In diesem Fall gilt

lim,  x,= lim 2z, =lim,_ x, .
n—oo
Beweis: Gilt a = lim, ,  x, = lim,, . x,, dann folgt aus dem vorangehenden Satz fiir

allee >0

a—e<zT,<a-+te

fiir fast alle n, also existiert ng € N so daf} fiir alle n > nyg
la —x,| <€

gilt, folglich gilt lim,, .o, ©, = a.

Gilt a = lim,, ., x,, , dann folgt
a—e<zp<a+e

fiir fast alle n € N, also ist @ = lim,,_,oc T, = lim Zn , nach dem vorangehenden Satz.

n—00
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5 Reihen

Ich habe schon endliche Summen der Form
D am
m=1
betrachtet. Aus den Assoziativ— und Kommutativgesetzen folgt, dafl der Wert dieser Sum-

me nicht von der Reihenfolge der Summanden abhéingt. In vielen Féllen stoft man aber

auf unendliche Summen
o

S a.

n=1

Man kann solchen Summen einen prazisen Sinn geben mit Hilfe des Grenzwertbegriffes.

Definition: Sei {aj}ren eine Zahlenfolge, und sei s, = > ;_,a,. Die Zahlenfolge
{sn}ooy = {Dor_  ar}o>, wird als die zu {ag};2, gehorende unendliche Reihe bezeich-
net.

Ist {s,}°°, konvergent mit dem Grenzwert s, so heifit s die Summe der unendlichen

Reihe, und man schreibt
o0
S = Z ag .
k=1
Die Reihe selbst bezeichnet man auch mit >~ ag .

Man mu8 also untersuchen, ob die Reihe {s,}>°, konvergiert, und wenn ja, gegen welchen
Grenzwert. Es zeigt sich, dafl es hierbei im allgemeinen auf die Reihenfolge der Glieder
a, der Reihe ankommt. Daneben gibt es Reihen, die absolut konvergenten Reihen, die
unabhéngig von der Reihenfolge der Glieder immer gegen denselben Grenzwert konver-

gieren.

Beispiel: Sei |¢| < 1 und sei a, = ¢*. Sei s, = >_;_,¢". Mann nennt diese Reihe
,geometrische Reihe®. Ich méchte die Konvergenz dieser Reihe untersuchen. Es gilt

n+1

(I=qsn=> ¢ =D d=1-¢"",
k=0 k=1

also
1 — qn+1 1 qn+1

Sp = = — .
1—gq 1—qg 1—g¢q

Wegen ¢"*! — 0 fiir n — oo folgt

- 1 1
g ¢ =1lms,=— — —— lim ¢""' = —.
— n=oo 1—q 1—qn—>oo 1—(]
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Aus der Theorie der Folgen ergibt sich folgender Satz:

Satz: Sei) - a,=a, Y ., b,=b, ce&R.Dann folgt

Z(an+bn) = a+b
n=1
ican = ca
n=1

Gilt a,, <b,,dann ist a <b.

5a.) Konvergenzkriterien
Aus dem Cauchyschen Konvergenzkriterium fiir Folgen erhélt man unmittelbar ein Kon-

vergenzkriterium fiir Reihen:

Satz: Die Reihe ) .- a; konvergiert genau dann wenn zu jedem € > 0 ein ny € N

existiert so daf} fiir alle n > ng und alle m > n gilt

m
1> axl <e.
k=n

Folgerung: Ist die Reihe ), | a; konvergent, dann ist {as};>, eine Nullfolge.

DaB {a;}72, eine Nullfolge ist, ist also notwendig fiir die Konvergenz der Reihe Y .2 | ax,

aber nicht hinreichend. Dies sieht man aus folgendem Beispiel:

Beispiel: Die Reihe > °° 1 ist divergent. Denn betrachte

n=1n

Som =

+(1+1>+(1+1+1+1)+ +(L+ +(1)
374 56 7 8/ 7 \2itgq T\

+< S - +1)
2m—1+1 2m—1+2 2m

J/

~\/
2m—1Symmanden

Jede der Klammern enthilt 2°~! Summanden, und jeder Summand in der Klammer ist

1

grofer als o5 , also ist der Wert jeder der Klammern grofer oder gleich 27%- 2171 = 2 also

1
52m21—|—m~§.

Also ist die Teilfolge {som }5°_; nicht beschrénkt, also auch nicht {s,,}>°_; , also divergiert
die Reihe.
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Die Reihe >~ | % heifit harmonische Reihe.
Eine Reihe heifit alternierend, wenn die Glieder abwechselndes Vorzeichen haben.

Satz (Kriterium von Leibniz): Sei ", a, eine alternierende Reihe, und sei {|a,|}32,

eine monoton fallende Nullfolge. Dann ist

[e's)
D> an
n=1

konvergent.

Beweis: 0.B.d.A. nehme ich an, daf a; > 0 ist. Sei s, =Y.' _, a, . Die Teilfolge {s2,}22

m=1

von {s,}5°, ist monoton wachsend, wegen
S9(n+1) = Son + (G2n41 + A2nt2) > Son
da nach Voraussetzung
Ant1 + Aante = |azni1| — [@2ny2] > 0
gilt. Auflerdem ist diese Folge durch s; = a; > 0 nach oben beschréinkt, wegen

Sop = QA1 + (—|CL2| —+ ‘(13|) —+ (—|a4| + |CL5D 4+ ...
+ (—lagn—2| + |azn-1]) — |azn|

S aq .

Ebenso ist die Folge {s9,-1}52, monoton fallend, und durch sy = a; + ay nach unten

beschriankt, also sind beide Teilfolgen konvergent. Es gilt

Son — So2p—1 = Q2p -

Da {ag,}5°, eine Nullfolge ist, stimmen die Grenzwerte der beiden Teilfolgen iiberein.

Natiirlich ist dann auch {s,}>°, selbst konvergent gegen denselben Grenzwert s . ]

Aus diesem Beweis folgt
Sop <8 < Sop1,  Sop <8 < Sopgd
also, wegen Sg, — S2,—1 = A2n,  S2p41 — Son = A2n41
|5 - Sn| < |an+1| .
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Dies ist eine ,,Fehlerabschétzung* .

Aus diesem Satz folgt, dal die Reihen

G 1
;(-Un T 1 (Leibnizsche Reihe)
- 1
-
n=1 n

konvergieren.

5b.) Umordnung von Reihen, absolut konvergente Reihen
Ich mochte ein Beispiel angeben das zeigt, dafl das Konvergenzverhalten und der Grenz-
wert einer Reihe von der Reihenfolge der Glieder abhéngt. Die Reihe > 07, (—1)"" 'L ist

konvergent. Ich bezeichne ihren Grenzwert mit s. Es gilt % < s < 1. Man addiere nun
die beiden Reihen

U U UE U U US S UNS NI S
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 1 1 1 1 1 1
0—|—§—|—O—Z—|—0+6—|—0—§+0+1—0+0—E—|——---—53

und erhalt

LU U SR N S S B O 3
3 275 7 179 11 6 2%

Dies ist eine Umordnung der urspiinglichen Reihe, und man sieht, daf§ auch die umgeord-

nete Reihe konvergiert, allerdings gegen den Grenzwert %s #+ s, weil s # 0 ist.

Definition: Sei 0 : N — N eine bijektive Abbildung. Dann heiit die Reihe > 77 | o)

eine Umordnung der Reihe Y7 | ay .

Satz: Es sei a; > 0 fiir alle & € N, und die Reihe )/ a) konvergiere gegen s. Dann

konvergiert auch jede Umordnung » 7| a,x) gegen s .

Beweis: Seien s, =Y ;_jar, S, =D i o) -

Die Folgen {s,}3°, und {s/,}>2, sind beide monoton wachsend. Hieraus folgt, dafi der
Grenzwert s der Folge {s,} gleich dem Supremum der Menge {s,, | n € N} ist. Ich zeige
nun, dafl s/, < s gilt fiir alle n € N.

Hierzu wéahle zu n € N ein m € N mit
m = max{o(1),...,0(n)}.

73



Dann folgt {o(1),...,0(n)} C{1,...,m}, also

n

m
Sln Qo (k) < E ak = Sm <8
k=1 k=1

also ist die Folge {s/ },en nach oben beschriankt also konvergent gegen s mit s’ < s.
Da die Reihe ) ;7 aj durch Umordnung aus >, a,u) hervorgeht, kénnen in diesen
Uberlegungen jetzt die Rollen von > opeqar und Y02 ank) vertauscht werden, und es

folgt s < &', also s = ¢. ]

Ich definiere nun absolut konvergente Reihen. Es wird sich zeigen, dafl dies genau die

Reihen sind, fiir die jede Umordnung gegen denselben Grenzwert konvergiert.

Definition: Eine Reihe )7 a; heifit absolut konvergent, wenn die Reihe D 77, |ay]
konvergiert.
Satz: Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Beweis: Um zu zeigen, daf Y .- | a; konvergiert, verwendet man das Cauchy—Kriterium.

Sei € > 0. Da die Reihe absolut konvergiert, gibt es ng € N so daf fiir alle m > n > ng

gilt
D la <,
k=n
also . .
> an <D ] <e.
k=n k=n
Hierbei habe ich die Dreiecksungleichung angewendet. Also konvergiert > 7~ ax . |

Satz: Eine Reihe ) 7, a; ist genau dann absolut konvergent, wenn die Folge
{370, la|}o2 beschrinkt ist.

Beweis: Kklar.

Satz: Sei) .-, aj absolut konvergent. Dann ist auch jede Umordnung > ;7 | ao(x) absolut

konvergent und es gilt
o [e.e]
DW= as:
k=1 k=1

Beweis: Fiir n € N sei k,, eine natiirliche Zahl mit den Eigenschaften k, > k,_; falls

n > 2, und



Sei 53, = Z?li?:l Uo(m)s  Sn = P _m_1 Gm - Die Differenz s} — s, enthélt nur Reihenglieder
am mit m > n. Da Y ;- absolut konvergiert, kann zu jedem £ > 0 ein ng € N gefunden

werden so dafl fiir alle p > ¢ > ny gilt

p
S ol < <.
m=_

also folgt fiir alle n > ng

|8;€n - Sn| <g,

also ist {8}, — Sn}nen eine Nullfolge. Man beachte nun, daf8 {s) }72, und {s,};>; kon-
vergieren, weil Y ° | |a,4)| eine Umordnung von .-, |ax| ist, also konvergiert. Hieraus
folgt, daB auch Y ;7 a,u) konvergiert. Sei s’ = > 77 appy, s = Y poqar. Wegen

8y, — 8,8, — s fiir n — oo, und da s), — s, Nullfolge ist, daf s' = s gelten. ]

Dariiberhinaus gilt sogar folgender Satz.

Satz: Eine Reihe ), a ist genau dann absolut konvergent, wenn jede ihrer Umord-

nungen konvergiert.

Beweis: Es wurde schon bewiesen, dafl jede Umordnung konvergiert, falls die Reihe ab-
solut konvergent ist. Zum Beweis des Satzes geniigt es also zu zeigen, dafl man jede
konvergente Reihe, die nicht absolut konvergiert, so umordnen kann, dafl sie divergiert.

Sei also )., a; eine Reihe, die nicht absolut konvergiert. Sei

) ar + |ag| ag, falls ap >0
k — —_— =
2 0, falls ay <0
- ax — |ag] _ 0, falls a;>0
2 ag , falls Q. S 0.

Es gilt aj, = by, + ¢ . Bis auf zusétzliche Nullen sind die Reihen )", by und Y oo ¢ die

» Teilreihen“ aller positiven Glieder bezichungsweise aller negativen Glieder von » ;- | ax .

Dad 2 ar = poi(bp+cg) gilt, und da )77 ay konvergiert, konnen die Reihen Y - | by,
und )2 ¢ nur beide konvergieren oder beide divergieren. Wegen |ay| = by — ¢ miissen
beide divergieren, weil sonst > ;- ax] = D ooy b — D pey & konvergieren wiirde, im

Widerspruch zur Annahme.

Da > 72 | by nur aus nichtnegativen Gliedern besteht und divergiert, kann man zu jedem
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C > 0 und zu jedem ng € N ein m > ny finden so dafl
Shsc
k=ng

gilt, weil sonst {s,}7>; = {D>"}_; bi}22, nach oben beschrénkt wére, und foglich als mono-
ton wachsende Folge doch konvergieren wiirde. Ebenso kann zu jedem ng € N ein m > nyg

gefunden werden mit

Nun konstruiere ich die umgeordnete Reihe, die divergiert. Sei ky die kleinste natiirliche
Zahl mit

sei kp die kleinste natiirliche Zahl mit

ko k1
Dbkt <1,
k=1 k=1
und sei k9 die kleinste natiirliche Zahl mit
ko k1 ko
Zbk+ZCk+ Z bk > 1.
k=1 k=1 k=ko+1

Durch Fortsetzung des Verfahrens erhélt man eine Reihe
>
k=1

mit

b , 1<k<k

Ch—ky ,» ko+1<k<Fk +ko

bi—k, , ki+ko+1<k<ko+ki+ko

\

die eine Umordnung von Y . aj ist, weil man zusétzliche Nullen weglassen darf, und
fir die mn_)oo 22:1 dk Z 1, li_mnﬂoo ZZ:I dk S —17 also En_m ZZ:1 dk 7&
lim, > 7, dj gilt. Folglich konvergiert diese Reihe nicht.

Damit ist der Satz bewiesen. ]
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Satz (Grofler Umordnungssatz): Sei eine Doppelreihe Z;?Z:l ape gegeben. Es existiere
eine Zahl M mit

Z lage| < M, fiir alle m € N.
k=1
Dann gilt:
1.) Jede Anordnung der Doppelreihe in eine Einfachreihe ist absolut konvergent mit stets
gleicher Summe s .
2.) Die Reihen Y2, ag, und > 77 | age sind absolut konvergent.
3.) Seien s = Y 0 ke, Sp = Y pey ke - Die beiden Reihen ) /7, s, und > 2, s} sind

absolut konvergent mit Grenzwert s.

Bemerkungen:
Beachte, daf 3.) bedeutet:
00 o0 m J
= Jim ((im > o)
(o) = tim (3ohim 3o
k=1 =1 k=1 =1
m J 7 m
-t () - |
i (33 ) = i (i 3w
k=1 =1 =1 k=1
= (S Y w) = 3 Y
- k=1 =1 k=1

Also ist 3.) eine Aussage tiber Vertauschung von Grenziibergéangen.

Die Menge N x N ist abzéhlbar, dafl heifit es existiert mindestens eine bijektive Abbildung
0 : N — N x N (eine sogenannte Abzdhlung). Dies sieht man, wenn man die Elemente

(k,¢) € N x N in der Form eines doppelt unendlichen Schemas anordnet:
(1,1) (1,2) (1,3)
(2,1) (2,2) (2,3)
(3,1) (3,2) (3,3)

Natiirlich ist o nicht eindeutig bestimmt. Mit 1.) ist genauer gemeint: Fiir jede Abzahlung

o von N x N ist die Reihe 220:1 aq(k) absolut konvergent mit Grenzwert s.

Beweis: 1.) Sei o eine Abziahlung von N x N. Sei n € N, und sei m die gréfite natiirliche

Zahl, die in einem der Paare o(1),0(2),...,0(n) auftritt. Dann ist

n m

D aol < D lare < M.

j=1 k=1
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also ist Z;; a,(j) absolut konvergent. Wenn o’ eine zweite Abzdhlung von N x N ist,
dann ist Y% a(;) eine Umordnung von » 2, a,(;) und ist damit absolut konvergent

mit derselben Summe.
2.) Fiir k,n € N sei m = max (k,n). Dann folgt
D lare < lawd < M,
=1 k=1
also ist ) ,°, axe absolut konvergent. Ebenso folgt, dafl >, aj, absolut konvergiert.

3.)

m m oo m
D lsil = D 1D ol =) | lim > awl
1 n—oo

k=1 /(=1 k=1 (=1
m n m n
SN NED SE BTN
n—o0 n—o00
k=1 /=1 k=1 /=1
m n n
= lim ZZ |akg| S lim Z |akg| S M,
n—o0 n—00
k=1 (=1 k=1

also ist )., s, absolut konvergent. Ebenso folgt, dal >/, s, absolut konvergiert. Also
bleibt zu zeigen, dafl die Grenzwerte beider Reihen iibereinstimmen. Sei 0 : N — N x N
eine Abzdhlung und sei ¢ > 0. Da ) ;- a,) = s gilt und absolut konvergiert, gibt es
veNmit Y7 |agw| < e firn>wv.

Sei p die grofite natiirliche Zahl, die in einem der Paare o(1),...,0(n) vorkommt. Sei
m,j > p. Die Summe ) )", 22:1 Akt — Y pq Go(ky enthélt dann nur Glieder ag, mit
(k,0) # o(7) fir alle j = 1,...,n, also folgt

m J n 0o
DY ae =D aewl < D laewl <.
k=1 (=1 k=1 k=n+1
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folglich

0o 0o n m J n
O aw) =D acw| = | lim ( lim > ake) =) o)
k=1 (=1 k=1 TS M T = k=1
m J n
= ‘WlLl_rgo(l_)m [Zzakg— ag(k)}w
I = = k=1
m ] n
< lim | lim [Z Qe — Zaa(k)h
e e M = k=1
m n

A
fr
§5
£
™
™
3
|
Y
z

A
2
5
)
I
™M

Hieraus folgt | > 7 (D "oy are) = peq @iy < €. Dae > 0 beliebig gewéhlt war, resultiert

also

k=1  ¢=1 k=1
Ebenso ergibt sich
o0 o0
5 (Sme) -
=1 k=1
Damit ist der Satz bewiesen. [

Dieser Satz kann auf Produkte von Reihen angewendet werden. Multipliziert man zwei
endliche Summen, dann gilt nach dem Distributivgesetz

n n

(Zak) . (Zilbg) = Z(akbg).

k=1 k,e=1

Die Reihenfolge der Summation ist beliebig. Fiir absolut konvergente Reihen gilt:

Satz: Jedes Produkt zweier absolut konvergenter Reihen > 7, by, > 2, ¢ ist absolut
konvergent mit stets gleichem Wert:

[e.9]

> b= (3m) (3oe)

k(=1 (=1

Préziser: Sei 0 : N — N x N eine Abzéahlung, o(k) = (01(k),02(k)) € N x N. Dann gilt

(%) Zbal(k) Con(k) = (i%) : <i(3@> .
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Beweis: Die Voraussetzungen des grolen Umordnungssatzes sind erfiillt mit ag, = brcy,

wegen

m m m

D lakel = D lbwed = > (bl [l

k=1 k=1 k=1
m
k=1

(S bl lel) = (32 el) (3 1)
(S ul) (3 ted) =

(%) folgt aus Aussage 3.) des groen Umordnungssatzes wegen

IA

o0

S¢ = ibkcezbk<zce>,
=1

{=1

52 = ZbkCg = (Zbk)Cg.
k=1 k=1

Sei 0 : N — Ny x Ny die Abzéhlung nach den Diagonalen

(0,0) (0,1) (0,2)

/ / 7
(1,0) (1,1) (1,2)

. /
(2,0) (2,1) (2,2)

/

Beniitzt man im vorangehenden Satz diese Abzihlung, dann erhélt man das Cauchy—
Produkt:

M)~

>

k=0 ¢

bgck_z .

Il
=)

Also folgt aus diesem Satz:

Satz: Das Cauchysche Produkt ZZ‘;O(ZIZ:O beck—¢) zweier absolut konvergenter Reihen

oo Dks Do Ck ist absolut konvergent, und es gilt



Beispiel: Fiir jedes z € R konvergiert die Reihe )7, ”]i—},c absolut. Denn sei kq die kleinste
natiirliche Zahl k£ mit ko > 2|z|. Dann folgt fiir m > ko

Lot et S Jelt
> o S > T T > T
k=0 k=0 k=ko

kofl k m k

|z 2]
S Z k-l + Z kkfkoJrl
k=0 k=ko "0
0o—1

VA AN
?v‘E w‘E
- NS

- +

o~ B
Dcw ?Ms
/i —~
o] DN | —
N—— o~

g =
i
M
+
—
VS
N | =
~—
ol

- S () - ()7

INA
|
+
~—

also ist Y, ’;;—T absolut konvergent. Aus dem vorangehenden Satz und aus der binomi-

schen Formel folgt somit

4 k—¢

;% Z% Z[Z%(k}y—@!)}
:i[%i ];)xﬁyk z}: S (x;—‘y)k

k=0

o
T
[e=]
ﬁ
[en]
T
[e=]

Definiert man eine Funktion exp : R — R durch z — exp (z) = >_,;-, z—lf , dann folgt also

() exp (z +y) = exp (z) - exp (y) .
Wegen exp (0) = 1 folgt insbesondere fiir y = —z

exp (z) -exp (—z) =1,

also

() exp (—) = —

exp ()
Seit Leonhard Euler (1707 — 1783) bezeichnet man die Zahl exp (1) mit e:

=1
e=D_ 7

k=0
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Aus (x) folgt durch vollstiandige Induktion fiir jedes z € R, = >0

exp (nr) = [exp (2)]"

Fir x = %, m € N, folgt hieraus insbesondere, dafi exp (%) die eindeutig bestimmte
positive Losung der Gleichung
y - =e
ist, also ist exp (L) = /™, also exp (Z) = "™ . Hieraus und aus (7) folgt fiir jedes
rationale ¢
exp (¢) = 7.
Also ist es sinnvoll, fiir jedes reelle € R zu definieren

k

> T
€:B = Z F
k=0

() und (¥) lauten dann

etV =¢e%e¥, et =_—.

5c.) Kriterien fiir absolute Konvergenz

Definition: Sei ) .-, ¢4 eine Reihe mit lauter nichtnegativen Gliedern. Sei heifit Majo-

rante fiir die Reihe ), | ax, wenn sie konvergiert und wenn aufierdem
lak| < cx

gilt fur alle k. Sei heiit Minorante fiir ), | a; , wenn sie divergiert und wenn
|ag| > cx

gilt fiir alle & .

Satz: Die Reihe )", a; ist absolut konvergent, genau dann wenn sie eine Majorante

besitzt, und nicht absolut konvergent, genau dann wenn sie eine Minorante besitzt.

Beweis: Wenn eine Majorante existiert, gilt

n n 00
D lal <> a<) o
k=1 k=1 k=1
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also ist ) -, aj absolut konvergent. Ist »".°  a; absolut konvergent, dann ist >~ |ax|
eine Majorante. Also ist die erste Aussage bewiesen. Sei > -, ¢ eine Minorante. Dann

existiert zu jedem M ein n € N mit

n n
P ED DL
k=1 k=1

also ist Y _,_, aj nicht absolut konvergent. Ist Y, | a; nicht absolut konvergent, dann ist

> re, |ak| eine Minorante. .

Satz (Wurzelkriterium): Sei limy, o &/|ax| = a.
Die Reihe Y 77| ay ist

{ absolut konvergent , falls a <1

divergent , falls a>1.

(Falls {/|ag| nicht nach oben beschrinkt ist, der Limes superior also nicht existiert, ist
Zzozl ay, divergent.)

Beweis: Falls a < 1 ist gibt es ein ky € N, so daf} fiir alle k > kg

also

gilt. Also ist >, , 6% Majorante.

Wenn a > 1 ist, dann gibt es unendlich viele k derart, daf§ {/|ax| > 1, also |ax| > 1 ist.

Also ist {ay}72; keine Nullfolge, also kann .- | a nicht konvergent sein. ]

Satz (Quotientenkriterium):

a.) Fiir fast alle k € N gelte a;, # 0 und es sei

ak+1‘ —

limk_,oo ‘
Qg

Falls b < 1 ist, ist die Reihe >_,~, a; absolut konvergent.
b.) Fiir fast alle k € N gelte aj # 0 und

Af41
Qg

>1.

Dann ist die Reihe Y 72 | a5 divergent.
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Beweis: a.) Sei b < 1 und sei 0 = b+71 < 1. Dann existiert ein ky € N so daf} fiir alle
k> ko

Ak+1 <9,

ag

also ap1 < fay gilt. Durch vollstdndige Induktion folgt hieraus a; < H(k’ko)ako , also ist

ako
oko

konvergiert Y | aj absolut, somit ist a.) bewiesen.
b.) Da |ag+1| > |ax| gilt fir fast alle k£, und da |ag| # 0 ist fir fast alle &, kann {ax}32,

keine Nullfolge sein, also mufl >, a;, divergieren. |

> oo, 0% eine Majorante (eventuell nach Vergrofierung der ersten ko — 1 Glieder), also

0 2
V 1%
Beispiel: ( ) ist k £,
eispie 2.\ ist konvergen

Wurzelkriterium:

nach der Bernoullischen Ungleichung.

Dagegen ist > )7 (;%5)" divergent.

5d.) g—adische Entwicklungen
Sei g > 2 eine gegebene natiirliche Zahl. Die ganzen Zahlen a mit 0 < a < g nennt man

g—adische Ziffern. Es sei

o0

Z arg ™"

k=¢
eine Reihe mit g-adischen Ziffern a; . Hierbei sei ¢ eine beliebige gegebene ganze Zahl.

Diese Reihe konvergiert, denn die geometrische Reihe
o0
>t
k=t
ist Majorante. Sei x der Grenzwert:
[e.e]
T = Z ay g”C .
k=t

Falls nicht fast alle ay = g — 1 sind, nennt man diese Reihe die g—adische Entwicklung

von z. Man sagt auch, x sei als Systembruch im g-adischen System dargestellt.
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(g9 = 10 : Dezimalbruchentwicklung oder dekadische Entwicklung, g = 2 : Dualbruchent-
wicklung oder dyadische Entwicklung.)

Satz: Jede positive reelle Zahl hat eine eindeutig bestimmte g—adische Entwicklung

o0

—k

=Y ag ",
k={

mit ay # 0, und so daf fiir unendlich viele k gilt ay # g — 1.

Beweis: Zur Vereinfachung der Schreibweise sei ¢ = ¢g~*. Im Beweis wird die Formel
G- ¢ =(g-1g"> ¢ =(--1)¢"— == =gq". (%)
k=n k=0 q I=q¢ ¢
gebraucht, die fiir alle n € N gilt.

Zunichst wird gezeigt, dass es fiir jede reelle Zahl x > 0 hochstens eine g-adische Ent-

wicklung geben kann. Sei

o0 o
v=2 gt =) ad
k=t k=t
eine solche Entwicklung. Mit
o0
Tpn = Z (lqu
k=n

folgt dann aus (x), dass

an < g'r, = an+g" Y ad <a,+g" > (g-1)"
k=n+1 k=n+1

= Qap + 9n+1qn+1 = Qp + 1.

Dies bedeutet, dass
apn = [gnxn]

sein muss. Also erfiillen die Koeffizienten a; der g-adischen Entwicklung von x das folgende

rekursive Schema;:

Es sei ¢ die grofite ganze Zahl mit ¢ 'z < 1, und es sei

Ty = I,

a; = [gzmg].

Ist £ € N mit £ > ¢ und sind z;, und a; bekannt, dann gilt
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_ k
Tk+1 = T — arq,

- (%)

ap+1 = [9 karl]'

Dieses Schema bestimmt die Zahlen a; und ¢ eindeutig, also gibt es zu x hochstens eine

g-adische Entwicklung.

Als néichstes wird gezeigt, dass durch dieses Schema eine g-adische Entwicklung bestimmt

wird, die gegen x konvergiert. Wir beweisen erst durch vollstédndige Induktion, dass

g lay <1, ap<yg (% * %)

gilt. Denn nach Konstruktion von £ ist gz, < 1, also

1

ar = [g'zd) < 9" 'we) < g

Sei nun k > /. Ist ¢* 12, < 1 und a; < g, dann folgt
g i1 = g xe — ax = g — [ ] < 1,
und somit auch
ar1 = [¢" 2] < g.
Damit ist (% * %) nachgewiesen. Es gilt auch aj # g — 1 fiir unendliche viele k. Denn wire

a, = g — 1 fiir fast alle k, dann wiirde ng existieren mit a, = g — 1 fiir alle k > ng. Aus
(%) folgte

e}

g ey =g Y (g1 =g =1,

k=ng
im Widerspruch zu (x * *). Damit ist die Behauptung bewiesen. Zusammen ergibt sich,

dass die aus dem Schema konstruierte Entwicklung
> "
k=t
g-adisch ist.

Es bleibt zu zeigen, dass v = >~ , axq"” gilt. Durch vollstindige Induktion ergibt sich aus

(%), dass

n—1 n—1
_ k _ k
xn—:cg—g apq —:L'—E apq”, n>{.
k=¢( k=/¢

Zusammen mit (x * x) folgt hieraus



also
o

_ k— 1 —

oY s
k=t

wegen 0 < ¢ < 1.

3

i
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6 Stetige Funktionen

6a.) Topologie von R

Unter den Intervallen werden die offenen, abgeschlossenen und die halboffenen Interval-
le betrachtet. Aulerdem sind bisher schon Begriffe wie Umgebung, Haufungspunkt, usw.

vorgekommen. Diese Dinge sollen nun in einem allgemeineren Rahmen untersucht werden.

Definition: Sei M CR. x € R heifit innerer Punkt von M , wenn es eine Umgebung
U von x gibt, die in M enthalten ist.

Definition: Sei M CR. =z € R heifit Haufungspunkt von M , wenn es in jeder Um-
gebung von z ein y € M gibt mit x # y.

Beachte, dafl ein innerer Punkt von M stets zu M gehort. Ein Haufungspunkt von M
dagegen braucht nicht zu M zu gehoren. Es wurde schon der Begriff Haufungspunkt einer
Folge eingefithrt. Man beachte den Unterschied. Ein Haufungspunkt einer Folge braucht
nicht Haufungspunkt des Wertebereiches der Folge zu sein. Ein innerer Punkt ist stets

Héufungspunkt von M .

Beispiel: Betrachte das Intervall (a,b) mit a < b. Dann sind a und b Haufungspunkte,
aber keine inneren Punkte. Das Intervall besteht nur aus inneren Punkten. Auch fiir das
Intervall [a,b] sind a,b Haufungspunkte, die diesmal zum Intervall gehoren, jedoch sind

auch hier a, b keine inneren Punkte.
Jede reelle Zahl = ist Haufungspunkt der Menge Q. Jedoch hat @Q keine inneren Punkte.

Definition: M C R heifit offen, genau dann wenn jeder Punkt von M innerer Punkt

ist.

Definition: M C R heifit abgeschlossen, genau dann wenn jeder Haufungspunkt von M
zu M gehort.

Beispiele: Jedes offene Intervall (a,b) ist eine offene Menge. Offene Mengen sind auch
R, 0, (a,b) U (¢,d) . Nicht offen sind zum Beispiel N, Z, Q.
Jedes abgeschlossene Intervall [a,b] ist abgeschlossen (auch die einpunktigen Mengen

[a,a] = {a} sind abgeschlossen). Abgeschlossen sind auch die Intervalle

(—o00,a], [b,0), (—o0,00)=R, 0,
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und die Mengen N, Z , dagegen nicht Q, weil jede reelle Zahl Haufungspunkt von Q ist.

Satz: FEine Menge M ist genau dann abgeschlossen, wenn ihre Komplementédrmenge of-

fen ist.

Beweis: Sei M abgeschlossen, und sei x € R\M . Dann ist x nicht Haufungspunkt von
M , also existiert eine Umgebung U von x mit UN M = ), also U C R\M , also ist
x innerer Punkt von R\M , also ist R\M offen. Sei umgekehrt R\M offen, und sei z
Haufungspunkt von M . Dann gibt es in jeder Umgebung von x ein Element aus M , also
ist « kein innerer Punkt von R\ M , also gilt = ¢ R\ M , da R\ M nur aus inneren Punkten
besteht, also x € M , also ist M abgeschlossen.

Satz: Die Vereinigung eines beliebigen Systems offener Mengen ist eine offene Menge.
Der Durchschnitt eines endlichen Systems offener Mengen ist eine offene Menge.

Der Durchschnitt eines beliebigen Systems abgeschlossener Mengen ist eine abgeschlos-
sene Menge. Die Vereinigung eines endlichen Systems abgeschlossener Mengen ist eine

abgeschlossene Menge.

Beweis: Sei S ein System offener Mengen, und sei z € |J,;.¢ M . Dann gibt es N € S
mit z € N. Da N offen ist, gibt es eine Umgebung U von z, die ganz zu N gehort, also

auch zu |J,,.q M , also ist diese Menge offen.

Seien Mj,..., M, offene Mengen, und sei « € (), M;. Dann gilt * € M, fiir al-
lei = 1,...,n, und da M; offen ist, gibt es ¢; > 0, ¢« = 1,...,n, mit U, (z) =
{y € R | |ly—2] < g} € M;. Sei ¢ := min{ey,...,e,}. Es gilt ¢ > 0, und
Us(z) SN, U, €Ny My, also ist (i, M; offen.

Die Aussagen iiber die abgeschlossenen Mengen folgen aus den de Morganschen Regeln

R\( M) = U@, R(JM)=®M),
MeS MeS MeS MeS

und aus dem vorangehenden Satz.

Beachte, dal der Durchschnitt eines unendlichen Systems offener Mengen nicht offen zu

sein braucht, und die Vereinigung eines unendlichen Systems abgeschlossener Mengen

nicht abgeschlossen zu sein braucht.
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Beispiele:
ﬂ(_a>a) = {O}
U [0,a] = [0,1).

0<a<l1

Sei M C R. Betrachte die Menge S aller abgeschlossener Mengen A C R mit M C A. Es
gibt mindestens eine solche Menge, namlich R . Alsoist S # ), also ist M = () aes A2 M,

und M ist eine abgeschlossene Menge.
Definition: M heifit die abgeschlossene Hiille von M .

Satz: M besteht aus den Punkten von M und aus allen Hiufungspunkten von M .

Beweis: Da M C M gilt, muB M mindestens aus den im Satz angegebenen Punkten
bestehen, weil M sonst nicht abgeschlossen wire. (Ein Haufungspunkt von M muf auch

Héufungspunkt von M sein wegen M C M .)

Sei umgekehrt x ¢ M, und sei = kein Haufungspunkt von M . Dann ist x innerer Punkt
von R\ M , also existiert ¢ > 0 mit U.(x) = (x — e,z +¢) C R\M , also U.(x) " M = .
Da U.(x) offen ist, ist R\U.(x) abgeschlossen, also folgt aus M C R\U.(x) daB auch
M C R\U.(x) gelten mu8, folglich ist z ¢ M .

Definition: x heifit Berithrungspunkt von M C R, wenn in jeder Umgebung U von z
ein y € M liegt.

x heiflt isolierter Punkt von M |, wenn x € M und wenn eine Umgebung U von x existiert,

die aufler = keine weiteren Punkte von M enthalt.

x heift Randpunkt von M | wenn in jeder Umgebung U von z ein y € M und ein z € R\ M
liegt.

Ahnlich wie fiir Folgen gilt:

Satz: a ist Haufungspunkt einer Menge M C R genau dann, wenn es eine Folge {z,,}°,

von lauter verschiedenen Zahlen x,, € M gibt, die gegen a konvergiert.

Beweis: Ubung

Satz: (Satz von Bolzano—Weierstrass fiir Mengen)

Jede beschrinkte unendliche Zahlenmenge M besitzt wenigstens einen Haufungspunkt.
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Beweis: Da M unendlich ist, gibt es eine Folge {z,,}°°; aus lauter verschiedenen Zahlen
Tp € M. {x,}22, ist beschrinkt, und besitzt folglich einen Haufungspunkt a (im Sinne

von Folgen). AuBerdem besitzt {z, }5°, eine Teilfolge, die gegen a konvergiert. Nach dem

vorangehenden Satz ist dann a auch Hiaufungswert von M (im Sinne von Zahlenmengen).

Definition: Eine Menge M C R heifit kompakt, genau dann wenn sie beschréankt und

abgeschlossen ist.

Beispiele: Abgeschlossene Intervalle [a,b] (a,b # oo) und alle endlichen Mengen sind
kompakt. Eine endliche Vereinigung kompakter Mengen ist wieder kompakt. Nicht kom-
pakt ist {1 | n € N}, aber kompakt ist {1 | n € N} U {0}.

Satz: FEine nichtleere kompakte Menge besitzt ein Minimum und ein Maximum.

Beweis: Da M beschréankt ist, existieren s = sup M und u = inf M . Es mufl gezeigt
werden, dafl s,u € M gilt. Fiir das Supremum s gilt entweder s € M , oder s ist Haufungs-
punkt von M . Fiir kompakte Mengen gehért also s immer zu M . Genauso folgt dies fiir

das Infimum w .

Der Satz von Bolzano—Weierstrass ergibt:

Satz: Jede unendliche Teilmenge einer kompakten Menge M gesitzt einen Haufungspunkt
in M.

Die folgenden beiden Satze geben Charakterisierungen kompakter Mengen:

Satz: Eine Menge M ist genau dann kompakt, wenn jede Folge mit Werten in M eine

konvergente Teilfolge mit Grenzwert in M besitzt.

Beweis: Aus dem vorangehenden folgt, daf eine kompakte Menge diese Eigenschaft be-
sitzt. Also mufl bewiesen werden, dal M kompakt ist, wenn jede Folge eine in M konver-
gente Teilfolge hat. Zunéchst ist klar, dal dann M beschréankt sein mufl. Denn sonst gébe
es zu jedem n € Nein x,, € M mit |x,| > n. Fir die Folge {z, }nen konnte keine Teilfolge
konvergieren. Denn fiir die Teilfolge {x,,,, }men muB gelten n,, > m, also |z,, | > m, also
ist jede Teilfolge unbeschrénkt.

AuBlerdem mufl M abgeschlossen sein. Denn sei x Haufungspunkt von M . Nach einem
der vorangehenden Sétzen gibt es dann eine Folge {z, }neny mit Werten in M |, die gegen
x konvergiert. Diese Folge besitzt eine Teilfolge, die gegen ein y € M konvergiert. Da

aber {x, },en schon gegen x konvergiert, konvergiert also auch jede Teilfolge gegen x, also
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x =1y € M, somit ist M abgeschlossen. |

Ich komme nun zur zweiten Charakterisierung. Sei M C R. Wie immer bezeiche ich fiir

x € Rund € > 0 mit U.(x) die offene Umgebung
Udz)={y|lyeR und |z —y| <e}=(r—ec,2+¢)

von x . Sei zu jedem x € R eine solche Umgebung U(x) = U () (x) vorgegeben. Dann gilt

natiirlich

Mc | JU(x)

zeR
und

M C U U(x).

xeM
Man nennt ein System U derartiger offener Umgebungen mit

Mc |J U

U(z)eU

eine offene Uberdeckung von M .

Satz: (Heine (1821 —1881) — Borel (1871 -1956)) M C R ist genau dann kompakt, wenn
man aus jeder offenen Uberdeckung U = {U(x)} von M endlich viele U(zy),. .., U(z,)
auswahlen kann, so dafl schon

M| JU(x)

i=1

gilt. (Heine — Borelsche Uberdeckungseigenschaft.)
Beweis: Sei M kompakt. Angenommen, M hitte nicht die Heine — Borelsche Uber-
deckungseigenschaft. Sei U eine offene Uberdeckung, aus der nicht endlich viele Umgebun-
gen zur Uberdeckung von M ausgewiihlt werden kénnen. Da M beschriinkt ist, existieren
aj,by € R mit M C [ay,b] =: J;. Sei m = %Lbl Nach Annahme sind wenigstens zur
Uberdeckung einer der beiden kompakten Mengen [a;,m] N M und [m,b;] N M unendlich
viele Umgebungen aus U notwendig, weil sonst M doch durch endlich viele iiberdeckt
werden konnte. Sei dies etwa die Menge [a;,m| N M . Nun halbiere das Intervall [a;, m]

und fahre mit der Konstruktion fort. Dies ergibt eine Folge {J,, }en von Intervallen mit
h2h2DJ3D...,

so daB zur Uberdeckung jeder Menge MN.J,, unendlich viele Umgebungen aus U notwendig

sind. Oben wurde bewiesen, daf es fiir diese Intervallschachtelung genau ein s € (2, J,

92



gibt. Es gilt s € M, weil jede der Mengen J,, N M unendlich viele Elemente der Menge
M enthélt, also s Haufungspunkt von M ist, folglich zu M gehort. Also gibt es U(z) =
Us»(2) € U mit s € Ugxy(2), also 0 = €(2) — |s — 2| > 0. Da die Intervallfolge {.J, }22,
sich auf s zusammenzieht, gibt es ng € N so daB fiir J,, = [ang, bng| ilt [bny — any| < 0,

also gilt fiir alle z € J,,, wegen s € J,,

lt—z| = jJx—s+s—z| <|zv—s|+|s— 2]

< by — G| + |5 — 2] <0+ |s — 2| =2(2),

also
reU(z), dh J, CUxn(2),

also geniigt zur Uberdeckung von Jno iIm Widerspruch zur Annahme nur eine einzige
Umgebung aus U , also muB die kompakte Menge M doch die Heine — Borelsche Uber-

deckungseigenschaft haben.

Umgekehrt habe M die Heine — Borelsche Uberdeckungseigenschaft. Zu zeigen ist, daf
M kompakt ist. M ist beschrankt, weil es von endlich vielen beschréinkten Umgebungen
iitberdeckt werden kann. Wire M nicht abgeschlossen, dann wiirde es einen Haufungs-
punkt a von M geben mit a ¢ M . Dann wiirde die folgende offene Uberdeckung von M
nicht die Heine — Borelsche Uberdeckungseigenschaft haben:

Fiir x € M setze e(z) := |z —a|] > 0. Die Menge U = {U.@x)(z) | € M} ist eine
offene Uberdeckung von M , aber zur Uberdeckung von M reichen nicht endlich viele

Umgebungen U,y (21), . . ., Us(z,)(2,) aus. Denn setze
e := min{e(z1),...,e(z,)} > 0.

Dann gilt
Ue(a) N Ua(m,)(xz) = @7

fir alle i = 1,...,n, aber es gibt x € M mit z € U.(a), weil a Haufungspunkt von
M ist, also ist M nicht Teilmenge von |J;_; U.(s,)(x;) . Damit also M die Heine — Borel

Eigenschaft haben kann, muf3 M abgeschlossen sein. |
6b.) Stetigkeit von Funktionen

Bei sehr vielen Funktionen, die in der Mathematik und ihren Anwendungen vorkommen,
andert sich der Funktionswert nur wenig, wenn man das Argument der Funktion nur

wenig #dndert. Diese Funktionen nennt man stetige Funktionen. Genau werden stetige
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Funktionen folgendermaflen definiert:

Definition: Sei D C R. Die Funktion f : D — R heif}t stetig in a € D, wenn zu jedem
e >0 ein § > 0 existiert so daf fiir alle z € D mit |z —a| < § gilt |f(z) — f(a)| < €.

Mit Quantoren:
Veso Jos0 VYV wep c | f(x) = fla)] <e.

|z—a|<é

Aquivalent dazu ist folgende Definition:

Definition: Die Funktion f : D — R heif}t stetig in a € D, wenn zu jeder Umgebung
V von f(a) eine Umgebung U von a existiert so daf gilt f(UN D) C V.

vl fla)4

Beispiele: 1.) Die identische Abbildung (z — id (z) = z) : R — R ist an jeder Stelle
a € R stetig.

Beweis: Sei € > 0 gegeben. Wahle 6 = . Dann folgt trivialerweise fiir x € R mit
|z —a| <0
lid (z) —id(a)| = |z —a| < d =c¢.

2.) Die Quadratwurzelfunktion @ : Rf — R,
z = Q(z) =V,
ist in jedem a € R] stetig.

Beweis: Zunichst sei a = 0. Sei € > 0 gegeben. Wihle § = €2 > 0. Dann folgt fiir alle
r € Rf mit |z —a| =z < ¢ daB gilt

Q(z) - Qa)l = Ve — Va| =V < Vi =,

wegen der strengen Monotonie der Quadratwurzel.

Sei a > 0 und sei € > 0 gegeben. Um ¢ > 0 zu finden, betrachte man folgende Rechnung

\/__\/a:(\/f—\/a)(\/z—i—\/ﬁ) r—a

VI +/a CVrta
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Hieraus folgt, dal 6 = \/a - gewiihlt werden kann. Denn fiir z € R} und |z —a| < ¢ folgt

dann

- |z — al |z — al i:ﬁgzg
[V —/al N TV Ry Aabv el

3.) Sei f:RT — R definiert durch

0, fiir irrationales x

r— f(r) = 1 D
_ fir x == mit teilerfremden Zahlen p,q € N.
p+q q

Dann ist f unstetig in jedem rationalen z > 0, aber stetig in jedem irrationalen x > 0.

Denn sei z = § rational. Um zu zeigen, da} f in x unstetig ist mufl man zeigen, dafl
die Aussage in der Stetigkeitsdefinition falsch ist fiir rationales x, also daf§ die Negation

dieser Aussage wahr ist. Diese Negation lautet
(%) Jeso Vsso T yert s fly) = flo)] > k.

ly—z|<é

Es gilt f(z) = pﬁ > 0. Wahle ¢ = %ﬁ > 0. Dann gibt es zu jedem d > 0 noch eine
irrationale Zahl y mit x < y < 4 0, also mit |z — y| < ¢, weil zwischen zwei reellen
Zahlen immer noch eine irrationale liegt. Fiir dieses y gilt
F@) = F@)] = |5~ 0] = —— =2 >,
P+q pt+q
also ist (x) wahr, und die Funktion f kann in rationalem z nicht stetig sein.
Sei nun z irrational. Dann ist f(x) = 0. Sei ¢ > 0 gegeben. Gesucht ist 6 > 0. Es gibt

hochstens endlich viele Paare (p, ¢) natiirlicher Zahlen mit p + ¢ < % ,also 4 > ¢.

p+q
Sei
1 1
d = —min{|z—)—$| ‘ o 25} >0,
2 q p+q
oder 9 = 1, falls es kein solches Paar gibt. Fiir alle rationalen y = § mit |y — z| < 0 gilt
also
1
fl@) = fyl=fly) =——<e.
@) = )] = 1) = =~

Fiir alle irrationalen y mit |x —y| < § gilt sowieso |f(z) — f(y)] =0 < €, also ist f stetig

in irrationalem z .

4.) Die Dirchlet-Funktion



ist natiirlich in keinem Punkt x € R stetig.

Definition: Sei D C R. Die Funktion f : D — R heif}t stetig, wenn sie in jedem Punkt
von D stetig ist.

Satz: FEine Funktion f : D — R ist in a € D stetig genau dann, wenn fiir jede Folge
{2,}°°, mit x,, € D und lim,, ., z, = a gilt

lim f(x,) = f(lim z,) = f(a).

n—od n—oo

(Insbesondere bedeutet dies, daf fiir stetige Funktionen das Funktionssymbol mit dem

Grenzwertsymbol vertauscht werden darf.)

Beweis: Sei f in a € D stetig, und sei {z,}°°; mit z, € D und lim, ., z, = a. Sei
e > 0 gegeben. Zu zeigen ist, dafl ny € N existiert mit |f(z,) — f(a)| < e fur alle n > ny.
Da f in a stetig ist, existiert 6 > 0 mit |f(z) — f(a)| < € fir alle |x — a| < 6. Wegen

lim,, . &, = a gibt es auch ng € N mit |z,, — a| < ¢ fiir alle n > ny, also
|f(zn) — fla)] <e, firalle n>mng.

Sel f in a € D nicht stetig. Zu zeigen ist, daBl es dann eine Folge {x,}2°, gibt mit
Tn € D, lim, oz, = a, fiir die aber {f(z,)}32, nicht gegen f(a) konvergiert.
Da f in a nicht stetig ist, gilt

Jeso Voso I wep b f(x) = fla)| = e.

le—al<é

Also gibt es € > 0, so daB man insbesondere fiir jedes n € N zu § = % ein x, mit

|2, — a| < % finden kann mit |f(x,) — f(a)] > & > 0. Die so konstruierte Folge {z,}2,
konvergiert gegen a wegen
1

|z, —al < —,
n

aber wegen |f(z,) — f(a)] > € > 0 fiir alle n € N konvergiert {f(z,)}>°, nicht gegen
f(a). u
Folgerung: Alle rationalen Funktionen sind stetig.

Beweis: Sei F' : D — R rationale Funktion. Es wurde gezeigt dafl lim, .., F(z,) =
F(lim, o x,) gilt fiir alle {z,,}7°; mit x, € D und lim,_. x, € D. Also ist F' in ganz

D stetig nach dem vorangehenden Satz. |
Auf diese Weise konnen weitere Resultate erhalten werden:
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Satz: Seien f : D — Rund g : D — R in a € D stetig. Dann sind auch die in D

erklarten Funktionen

f+gv Cf (CER)7 fga ‘f‘

an der Stelle a € D stetig.

Gilt f(a) # 0, dann ist auch die Funktion % an der Stelle a stetig.

Beachte, dafl % erklart ist auf der Menge D' = {z | x € D und f(z) # 0}. Wenn f(a) # 0
ist, dann gibt es wegen der Stetigkeit von f in a noch eine ganze Umgebung U von a mit
f(z) # 0 fiir alle x € U, also ist % auch noch in einer ganzen Umgebung U von a erklért.

Denn fiir € = @ > 0 existiert 6 > 0 so daB |f(z) — f(a)| < € ist fiir |z —a| < 0, also

@] = 1) = 1@ + @) = |l7@)] - 17(e) - S (@)
> |f(@)] - 15@) - £@)] > glf@)] =2 >0

fir |z —a| < 9.

Beweis des Satzes: Fiir jede Folge {z,}°2 | mit lim, .z, = a € D gilt

lim, oo f(zn) = f(a), lim,_ g(z,) = g(a), also gilt auch

Tim (f +g)(z) = Tim (f(a) + g(ea)) = f(@) + g(a) = (f + 9)(a).
Tim (cf)(za) = ¢ lim f(w,) = (f)(a),

also sind f + ¢ und cf stetig. Ebenso folgt dies fir f-g und |f|. Wenn f(a) # 0 ist, dann

gibt es ein ng € N mit f(z,) # 0 fir n > ng . Die Folge {_f(;}:n)
%, also ist auch % stetig. -

12 | konvergiert dann gegen

Folgerung: Die Menge aller Funktionen f : D — R, die an der Stelle a € D stetig sind,
ist ein Vektorraum iiber R. Ebenso ist die Menge C'(D) aller in D stetigen Funktionen

ein Vektorraum iiber R.

Satz: Seien f: Dy — R,g: Dy — R(Dy, Dy C R) und sei g o f definiert. Sei f an der
Stelle a € Dy stetig und g an der Stelle b = f(a). Dann ist g o f an der Stelle a stetig.

Beweis: Sei {x,}°, eine Folge mit z, € D; und lim, .z, = a. Dann gilt
lim, o f(zn) = fla) € Dy und f(z,) € Do, also auch lim, ..(g o f)(z,) =
lim,, o0 g(f(x,)) = g(f(a)) = (go f)(a), also ist g o f an der Stelle a stetig. m
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6c.) Abbildungseigenschaften stetiger Funktionen

Sei D C R offen und f : D — R stetig. Dann braucht f(D) nicht offen zu sein.
Beispiel: z — z? bildet das offene Intervall (—1,1) auf das halboffene Intervall [0, 1) ab.

Wenn D abgeschlossen ist, mufl f(D) nicht abgeschlossen sein.
Beispiel:  — - bildet R auf (0, 1] ab.
Es gilt jedoch:

Satz: Ist D C R kompakt und f: D — R stetig, dann ist f(D) kompakt.

Beweis: Ich zeige, daB mit D auch f(D) die Heine — Borel-Uberdeckungseigenschaft hat.
Sei U eine offene Uberdeckung von f(D). Dann bildet das Mengensystem {f~1(U)}yey
eine Uberdeckung von D. Ich zeige nun, daB bereits endlich viele Mengen Uy, ..., U,

geniigen um f(D) zu iiberdecken. Wenn dies gezeigt ist folgt, dafi f(D) kompakt ist.

Sei U € U . Man ordne jedem z € f~!(U) eine Umgebung V (z) zu mit f(DNV(z)) CU.
Eine solche Umgebung von z existiert, weil U offen ist, also noch eine ganze Umgebung
W(f(x)) von f(x) enthélt. Wegen der Stetigkeit von f kann nun V' (z) gefunden werden
mit f(DNV(z)) CW(f(z)) CU.

Fithrt man diese Konstruktion fiir jedes U € U durch, erhélt man ein Mengensystem
{V(x)}, das zu jedem = € D mindestens eine Umgebung V'(x) enthélt. Also ist {V(x)}
eine offene Uberdeckung von D, und es geniigen bereits endlich viele V(z,),. ..,V (z,)
zur Uberdeckung von D . Dann gilt auch D = (V(z,)ND)U...U(V(x,)N D). Zu jedem
xii=1,...,n wihle U; € Y mit (f(V(z;) N D) C U;, also

f(D) = f((V(xl)mD> U...uU (V(xn)ﬂD>>

— f(V@ynp)u...uf(Vie)nD)
C UhU...Ul,.

Folgerung: Ist D # () kompakt und f : D — R stetig, dann nimmt f das Minimum
und das Maximum in D an, d.h. es gibt x;,29 € D mit f(z;) = min f(D), f(x2) =

max f(D).
Beweis: Klar, weil f(D) # () Minimum und Maximum besitzt als kompakte Menge. =

Die Umkehrfunktion einer stetigen Funktion muf} nicht stetig sein. Es gilt aber
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Satz: Sei D C R kompakt, und f: D — R injektiv und stetig. Dann ist auch
[ /(D) - R

stetig.

Beweis: Ich nehme an, f~! sei in b € f(D) nicht stetig. Dann gibt es eine Folge {y, }>,
mit y, € f(D) und lim, ..y, = b, so daB {z, = f~(y,)}°2, nicht gegen a := f~1(b)

konvergiert.

Die Folge {z,}>°; ist beschrankt und besitzt daher Haufungspunkte. Es gibt mindestens

einen Haufungspunkt a’ € D mit o’ # a, denn sonst wére

limz, =lim, x,=a,
n—oo
also lim, ..o ¥, = a, im Widerspruch zur Annahme. Sei {xnj}]‘?‘;l eine Teilfolge von

{z,}22,, die gegen a’' konvergiert. Wegen der Stetigkeit von f folgt dann

f(a/) = f(]lggo In]) = ]hjgo f(xnj>

= lim y,, =0,

Jj—00
also @’ = f71(b) = a, im Widerspruch zur Annahme a # a’. Also mufl f~! in jedem

Punkt b € f(D) stetig sein. ]

Satz (Zwischenwertsatz): Sei f im Intervall [a, b] stetig, und es gelte f(a) < f(b). Dann
gibt es zu jeder Zahl y zwischen f(a) und f(b) ein z, a <z <b, mit f(z)=y.
Anders formuliert: Das Intervall [f(a), f(b)] ist im Wertebereich von f enthalten.

Beweis: Sei f(a) <y < f(b), und sei
My={z|f@) <y, a<z<b}.

Es gilt M, # (0, wegen a € M, . Auierdem ist M, durch b nach oben beschrénkt, also
existiert

z =sup M, .
Ich zeige, daf3
fz) =y
gilt. Hierzu beweist man, dafl weder

L) f(z) <y
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noch

2) f(2) >y

gelten kann.

Angenommen, 1.) sei richtig. Zunichst beachte man, dal z # b ist, denn sonst miifite

wegen 1.) f(b) <y < f(b) sein, also erhielte man einen Widerspruch.

Sei ¢ = y — f(2). Dann ist ¢ > 0, und es existiert § > 0, so daf fiir alle z € R mit
|z —z| <0 gilt | f(z) — f(2)| < e, also

flz) = fl@) = f(z)+ f(2)
< [+ (@) - f) < f(2) +¢
= [ +y-[fz)=y
also gibt es x € [a,b] mit 2 < z < z+ § und f(z) < y, also x € M,. Dies ist ein

Widerspruch zur Annahme z = sup M,, .

Angenommen, 2.) sei richtig. Sei ¢ = f(z) —y. Dann ist ¢ > 0, und es kann 6 > 0 so
gewéhlt werden, daf fiir alle x € [a,b] mit |z — 2| < 0 gilt |f(z) — f(2)] < e, also

flx) = f@) = f(z) + f(2)
> fz) = |f(x) = f2) > f(z) —e =y,

also kann in der Umgebung Us(z) kein Element von M, enthalten sein, also kann z nicht

Supremum von M, sein, im Widerspruch zur Annahme. [ |

Folgerung: Ist f in [a,b] stetig und gilt f(a) - f(b) < 0, dann besitzt f eine Nullstelle.
Insbesondere besitzen alle ganzrationalen Funktionen mit ungeradem Grad mindestens

eine Nullstelle.

Beweis: Sei zum Beispiel f(a) < 0, f(b) > 0. Dann gilt 0 € [f(a), f(b)], also folgt die

erste Behauptung aus dem Zwischenwertsatz.

Es sei

2n+1 4

p(z) = agp1 @ o a4 ap

ein Polynom ungeraden Grades mit as,,1 > 0. Dann gilt

a Qo

a
2n+1 2n

r)=2x a +—=+.. .+t + .
p(x) ant T xn o p2ntl

Fiir gentigend groBe |z| ist

A2p, a
Agpy1 +— + ...+
x x
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also ist p(z) > 0 fiir geniigend grofie z > 0, und p(z) < 0 fiir geniigend kleine x < 0, also
hat p eine Nullstelle. =
Satz: Das stetige Bild eines kompakten Intervalls ist ein kompaktes Intervall.

Beweis: Sei fla,b] — R stetig. f([a,b]) ist kompakt, also existieren z1,2z5 € [a,b] mit
f(z1) = ¢ =min f([a,b]), f(z2) =d=max f([a,b]). Natiirlich gilt

7(la.b]) S le.d).
Aus dem Zwischenwertsatz folgt

e.d) € f([a8])
also

e.d] = f(la,8]).

Satz: Sei f:[a,b] — R stetig und injektiv. Dann ist f streng monoton in [a, b].

Eine in einem Intervall definierte stetige Funktion ist also genau dann injektiv, wenn sie

streng monoton ist.

Beweis: Es gilt entweder f(a) < f(b) oder f(a) > f(b). O.B.d.A. sei f(a) < f(b). Das
Minimum von f wird an der Stelle ¢ angenommen. Denn wiirde das Minimum an der
Stelle z > a angenommen, dann miifite wegen der Injektivitdt von f fiir das Minimum
f(z) < f(a) gelten. Nach dem Zwischenwert gibe es somit y € (x,b) mit f(y) = f(a),
also konnte f nicht injektiv sein. Ebenso folgt, dafl das Maximum von f an der Stelle b

angenommen wird.

Wiére f nicht streng monoton wachsend, gébe es x1, 29 € [a,b] mit 1 < x5 und f(x;) >
f(z2) . Wegen

fla) < flaz) < f(x1)
miifite es dann im Intervall (a, z1) ein y geben mit f(y) = f(z2), also wére f nicht injektiv,

also mufl f doch streng monoton wachsend sein. |

Satz: Sei D offen und f: D — R stetig und injektiv. Dann ist f~!: f(D) — R stetig.

Beweis: Seiy € f(D), und sei U eine Umgebung von z = f~!(y). Da D offen ist, kann
man U C D voraussetzen. Sei [a,b] C U ein abgeschlossenes Intervall, das z als inneren

Punkt enthélt. Da f stetig und injektiv, also streng monoton auf [a,b] ist, wird [a,b]
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durch f auf ein Intervall abgebildet, das y = f(x) als inneren Punkt enthilt. Sei V' eine
Umgebung von y, die in diesem Intervall enthalten ist. Dann gilt f~1(V) C U, also ist
f7! stetig in jedem beliebigen y € f(D). |

Beispiel fiir eine stetige, streng monoton wachsende Funktion, deren Inverse nicht stetig
ist: Sei D = [—2,—1) U1, 2] und

z+1, falls ze[-2,-1)

fz) =
r—1, falls z€][l,2].

f

1/

f: D — [—1,1] ist stetig und streng monoton wachsend, und
r—1, falls xe€[-1,0)

(@) =
x+1, falls z€]0,1].

2/ I=
1 -

Die Funktion f~! ist nicht stetig.
6d.) Grenzwerte von Funktionen, gleichmiflige Stetigkeit

Sei f : D — R stetig, und sei a ein Haufungspunkt von D, der nicht zu D gehort.

Wann kann f zu einer stetigen Funktion auf D U {a} fortgesetzt werden? Zu dieser Frage
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betrachte man folgende Beispiele:
Essei D =[-1,00U(0,1], a=0.

1.) :L"—>f(33):%
2.) x|—>f(:r):|i—|
3.) :v&—>f($):|a;—’

Alle drei Funktionen sind auf D stetig, aber in den Féllen 1.) und 2.) existiert keine stetige
Funktion g : DU {a} = [-1,1] — R mit 9, = f. Im ersten Fall ist dies sofort klar, weil
[—1, 1] kompakt ist, also g beschrénkt sein miifite, also auch f . Im zweiten Fall sieht man
dies folgendermafien: Wenn g existierte, miifite fiir alle Folgen {z,,}°, mit z,, € D und
lim,, o T, = a wegen g(x,) = f(x,) auch

lim f(x,) = lim g(x,) = g(a)

n—oo n—oo

gelten. Dies ist im zweiten Beispiel nicht der Fall, denn fir {(—1)" %};‘10:1 gilt
lim, oo (—1)" + =0, aber {f((—1)" +)}o2; = {(—=1)"}>2, konvergiert nicht.

Es gilt: Falls fiir alle Folgen {x,,}>°; mit x, € D und lim,_, x, = a die Folge {f(z,)}>,
konvergiert, dann konvergieren alle diese Folgen gegen denselben Grenzwert. Denn seien

{!,}>2, und {z!'}5°, solche Folgen, dann ist auch {z, }°, mit

eine solche Folge, fir die {f(x,)}>2, konvergiert, und da {f(z,)}s°, und {f(z)}>,
Teilfolgen sind, mufl gelten

lim f(z,) = lim f(z]) = lim f(z]).

n—oo n—oo n—oo

Definition: Seien f: D — R, D C R, und a Haufungspunkt von D. Wenn fiir jede

Folge {z,}5°, mit x,, € D und lim,, . z, = a gilt

lim f(z,) = b,

n—o0

dann sagt man, f habe an der Stelle a den Grenzwert b. Man schreibt in diesem Fall

lim f(x) =

r—a
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Beachte, dafl f im Punkt a nicht definiert zu sein braucht.

Mit dieser Definition folgt: Sei a ein Haufungspunkt von D | der zu D gehort. Die Funktion
f D — R ist genau dann stetig in a, wenn lim,_, f(z) = f(a) gilt.

Satz: Seien D C R, a Haufungspunkt von D und f: D — R. Genau dann existiert
eine Funktion ¢ : D U {a} — R mit 9, = f, die in a stetig ist, wenn f einen Grenzwert
besitzt an der Stelle a. g(a) ist dann eindeutig bestimmt, und es gilt

g(a) = lim f(z).

r—a

Beweis: Es wurde schon gezeigt, dafl g(a) = lim,_, f(z) gelten muB, falls g existiert.

Umgekehrt gilt: Hat f an der Stelle a einen Grenzwert, dann ist die Funktion

f(x), 2 e D\{a}

limf(z), x=a

r—a

g(z) =

eine Fortsetzung von f auf DU{a} . Nach Definition des Grenzwertes lim,_, f(x) gilt, da8
fiir jede Folge {z,}5°, mit x, € D U {a} und lim, .o, x, = a gilt lim, . g(z,) = g(a),

also ist g stetig in a . n

Ebenso wie im Fall der Stetigkeit kann man bei der Definition des Grenzwertes von Funk-

tionen auch mit € und ¢ arbeiten. Denn es gilt:
Satz: Seien D C R, a Haufungspunkt von D, b€ Rund f: D — R.

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
1.) lim, ., f(x) =0.
2.) Zu jedem e > 0 existiert ein § > 0 mit

[f(z) =0 <e
fir alle x € D mit |[x —a| < 0.
Die 2. Aussage kann mit Quantoren folgendermafien formuliert werden:

Vg>0 E|5>0 Y zep : |f($) — b| <e€.

|lze—a|<é

Mit dem Umgebungsbegriff kann die Aussage des Satzes auch folgendermaflen formuliert
werden: f hat in a den Grenzwert b, genau dann wenn zu jeder Umgebung U von b eine
Umgebung V' von a existiert mit f(VND)CU.
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Beweis des Satzes: Sei 1.) erfiillt. Nach dem vorangehenden Satz ist dann

f(x), = e D\{a}

g(x) =
b, r=a
stetig in a, also gilt:
Voo o Voep ()~ b= lo@) — gla)| <<
Sei 2. erfiillt und sei
f(z), =€ D\{a}
g(x) =
b, r=a
Dann gilt nach Voraussetzung
Veso dsso V zep c o g(x) —gla)] < e,

lx—a|<é

also ist ¢ stetig in a. Somit gilt fiir jede Folge {z,}>°, mit z,, € D und lim,, . x, = a,

daB lim,, . f(z,) = lim, .« g(z,) = g(a) ist, also hat f den Grenzwert g(a) =bina. m

Satz: Seien D C R, a Haufungspunkt von D und f: D — R. Genau dann hat f in a
einen Grenzwert, wenn zu jedem € > 0 ein 6 > 0 existiert so da |f(z) — f(y)| < € gilt
fir alle z,y € D mit |[x —a| <0, |y—al <9.

Dies ist das Cauchykriterium fiir die Existenz eines Grenzwertes von f in a. Mit Quan-

toren kann das Cauchykriterium auch folgendermafien geschrieben werden:

Voo 3o Vo, , ¢ If@) - f)l<e.
r—a §
yfa(Z(s

Beweis: Gilt lim,_., f(x) = b, dann existiert zu ¢ > 0 ein 0 > 0 mit |f(z) — b| < § fiir
alle z € D mit |z —a| < 0. Also folgt

[f(@) = fW)l = |f(z) =b+ b= f(y)| < |f(z) = bl +[f(y) —b] <e
fir alle z,y € D mit |[x —al <4, |y—a|<0.

Umgekehrt sei das Cauchykriterium erfiillt. Sei {z,}2?; eine Folge mit z, € D und
lim,, o0 ©,, = a. Die Folge {f(z,)}°, ist dann eine Cauchy—Folge. Denn zu € > 0 wihle
9 > 0 wie in der Bedingung. Es existiert ny € N mit |z, — a| < ¢ fiir alle n > ng. Also

folgt fiir alle n,m > nyg

[f(zn) = flam)] <€,
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also ist { f(z,)}52, Cauchy—Folge, also konvergiert jede derartige Folge { f(z,)}52,, also

hat f einen Grenzwert in a . |

Sei f: D — R stetig. Wenn f in jedem Haufungspunkt von D einen Grenzwert besitzt,
dann gibt es eine eindeutig bestimmte stetige Fortsetzung g von f auf die abgeschlossene
Hiille D . Hinreichend dafiir, da8 f diese Eigenschaft hat, ist die gleichmiBige Stetigkeit

von f.

Definition: Die Funktion f : D — R heifit gleichméfig stetig, wenn es zu jedem € > 0
ein 6 > 0 gibt so dafl

[f(x) = fly)l <e

ist fur alle z,y € D mit |z —y| < 4.

Mit Quantoren lautet diese Bedingung

v€>[) 35>0 \V/ z,yeD . |f($) - f(y)| < €.

lz—y|<s
Jede gleichméflige stetige Funktion f ist stetig. Denn hélt man y = a € D fest, dann
folgt aus der Definition, da} f stetig ist in a. Bevor ich Beispiele betrachte, beweise ich

folgenden Satz:

Satz: Sei D C Rund f : D — R gleichméBig stetig. Dann besitzt f eine eindeutig

bestimmte stetige Fortsetzung auf D .

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dafl f in jedem Punkt a € D einen Grenzwert besitzt.
Da f gleichméBig stetig ist existiert zu ¢ > 0 ein 6 > 0 mit |f(x) — f(y)| < ¢ fur
r,y € D mit |z —y| < 0. Fir z,y € D mit |z —a| < §/2, |y —a|] < 0/2 gilt
lz—yl =lr—a+a—y|l <|r—a|l+]y—a| <0, also|f(z)— f(y)| < e, also be-

sitzt f nach dem vorangehenden Satz einen Grenzwert in a . |
Beispiel: Sei f : D = [-1,00U (0,1] — R, = — f(z) = % Diese Funktion ist
gleichméBig stetig, und hat also eine stetige Fortsetzung auf D = [—1,1]. Diese Fortset-
zung ist

r— g(x) =|z|.

Um zu sehen, dafl f gleichméfig stetig ist, sei € > 0. Setze 6 = ¢. Dann gilt fiir alle
T,y € Dmit |z —y| <§

@) = FWl = [lel =yl | < o =yl <,

nach der umgekehrten Dreiecksungleichung.
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Nicht gleichméBig stetig ist die Funktion z — f(z) = % mit Definitionsbereich D =

[—1,0)U(0, 1] . Ich zeige, daf fur diese Funktion die Negation zur Aussage in der Definition
der gleichmafligen Stetigkeit richtig ist:

Jeso V>0 T wwep | f(x) = fy)| = €.

lz—y|<d

Fiir € = 1 ist diese Aussage richtig. Denn sei > 0 und y = %az Dann folgt
1
o —yl =gz und [f(z) = fy)| =

also ergibt sich: Sei § > 0. Wahle z = min (,1), y = sz = min (3, 36) . Dann folgt

1 1
o=yl < 36 <8, @) - f) =5 = 1=¢,
also sind zu beliebigem 0 Zahlen x,y gefunden.

Satz: Seien D C R kompakt, f: D — R stetig. Dann ist f gleichmé&Big stetig.

Beweis: Angenommen, f sei nicht gleichméfig stetig. Dann gibt es eine Zahl € > 0, so
da8 fiir alle n € N Zahlen z,,,y,, € D existieren mit |z, —y,| < £ und | f(z,) — f(yn)| > €.
Da D kompakt ist, besitzt {z,}52, eine konvergente Teilfolge {z,}32, mit Grenzwert
ro € D. Auch die Folge {y,, };>, konvergiert gegen zy, denn zu 1 > 0 existiert jo € N
mit
20, — 30| < /2
fiir 7 > jo, also
1
|70 =y, | < [w0 = T, + |0, — )| <1/2+ w <

fiir j > max (jo, 71) , wobei j; die kleinste natiirliche Zahl ist mit j; > % . Also folgt

0 = fl(zo) — flxo)
j—o0 Jj—00
= lim (f(zn) — )
= lim |f(zn;) = f(yn;)| = lim e =£>0.
j—00 j—00
Dies ist ein Widerspruch, also mufi die Annahme falsch sein. |

Beispiel: Die Funktion @ : [0,1] = R, z — Q(z) := /= ist gleichméBig stetig.

Zur Ubung zeige man, daB auch @Q : [0,00) — R, z +— Q(z) := /= gleichmifBig stetig

1st.
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7 Differenzierbare Funktionen

7a.) Definition und Rechenregeln

Sei J C R ein Intervall, sei @ € J und sei f : J — R. Die Funktion @)= st in ganz J

r—a

mit Ausnahme des Punktes £ = a definiert. Man nennt diese Funktion den Differenzen-

quotienten. Diese Funktion gibt die Steigung der Sehne durch die Punkte (a, f(a)) und
(fﬂ, f(l')) an.

A

Falls z gegen a strebt, geht die Sehne in die Tangente an den Graphen der Funktion f im
Punkt (a, f(a)) iiber, falls diese Tangente existiert. Man kann die Tangente als diejenige
affine Funktion auffassen, die die Funktion f in der Umgebung des Punktes a am be-
sten approximiert. In der Differentialrechnung geht es also darum, gegebene komplizierte

Funktionen durch moglichst einfache Funktionen zu approximieren.

Definition: Sei D C R und sei a € D ein Haufungspunkt von D . Sei f : D — R. Die

Funktion f heifit differenzierbar im Punkt a € D, wenn der Grenzwert

e @)= (@)
i w-—a

existiert.
Der folgende Satz gibt eine hierzu dquivalente Bedingung:

Satz: f ist differenzierbar in a, genau dann wenn eine Zahl m und eine an der Stelle a

stetige Funktion 7 : D — R mit r(a) = 0 existiert so daf
f(@) = f(a) + m(x — a) +r(x)(z —a)
gilt fiirx € D.
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Beweis: Angenommen,

T - f()
ta r—a
existiere. Definiere die Funktion r durch
f(x>_f<a)_m’ ZL‘%CL
r(g;) — r—a
0, r=a.

Dann gilt f(x) = f(a) + m(z — a) 4+ r(z)(x — a) , und wegen
f(z) — f(a)

—_ :0:
P m r(a)

lim r(z) = liny |

x#a zr#a

ist r stetig im Punkt a.
Falls umgekehrt m und r die im Satz angegebenen Eigenschaften haben, folgt aus der

Stetigkeit von r, daBl der Grenzwert des Differenzenquotienten existiert wegen

lim @) = J(a) =m+ lim r(x) =m.
ope T O vma

Definition: Sei D C R,a € D Haufungspunkt von D, und sei die Funktion f: D — R

differenzierbar in a. Dann heifit die eindeutig bestimmte Zahl

N (O )
i w-—a

die Ableitung von f im Punkt a. Man schreibt auch f'(a) =m.

Satz: Sei f: D — R in a € D differenzierbar. Dann ist f in a stetig.

Beweis: Es gilt fiir alle x € D
f(@) = f(a)(x —a) +r(z)(z — a) + f(a),
wobei 7 in a stetig ist, also ist f stetig in a. |

Bevor ich Beispiele betrachte, beweise ich noch einige Rechenregeln fiir differenzierbare

Funktionen:

Satz: Seia € D C Rund sei f : D — R in a differenzierbar mit f’(a) > 0. Dann
gibt es eine Umgebung U von a, so dafl f(z) < f(a) gilt fur alle x € U mit x < a und
f(z) > f(a) fir alle z € U mit = > a.
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Beweis: Aus f’ (a) = lima;;a M > ( folgt fiir alle geniigend nahe bei a liegenden
T #a, daﬁf f(a)>0 alsof() f(a) fir x > a und f(x) < f(a) fir x < a. n

Man beachte, daf aus f’(a) # 0 nicht gefolgert werden kann, daf§ f in einer Umgebung

von a injektiv ist. Dies sieht man an Beispielen.

Satz: Seia € D C R und f,g : D — R seien in a differenzierbar. Dann sind auch
f+9,f—g,cf und f - g in a differenzierbar, und es gilt

(f+9)(a) = [fla)£g(a)
(f9)'(a) = f'(a)g(a) + fla)g'(a)  (Produktregel)
(cf)(a) = cf'(a).

Falls g # 0 ist in a, ist auch § in a differenzierbar, und es gilt

1Yo _ @@ = f@g @) o
()@ ol o (Quetieneneel
insbesondere also ) (@
_ ' a) = — g/ a
(5) @=L
Beweis:
1o 1) % g(2) = f(a) F g(a)
= i LI iy 2O ) 2 g

Der Beweis fiir ¢f verlduft ebenso. Fiir das Produkt fg gilt
f(x)g(z) — fla)g(a)

lim
g [f IO 90 ) g
~ lim f(x:z:(]:( ) lim g(x) + liny g(xi:z(a)f(a)
= f(a)g(a) +g¢'(a) f(a),

weil g stetig ist im Punkt a .

Falls g(a) # 0 ist, ist auch g(x) # 0 fir alle z aus einer Umgebung von a, da ¢ in a stetig
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ist. Also folgt

0@ _ [ 1 9@ —g(a)
S 71@*“[ g(x)gla) x—a

T#a z#a
- /
R o) —gle) )

2o g(x)gla) 220 x—a 9*(a)”

| SSS—|

Die Formel fiir den allgemeinen Quotienten ( %)' ergibt sich hieraus und aus der Produkt-

regel. |

Folgerung: Die Menge der Funktionen f : D — R, die in a € D differenzierbar sind,

ist ein Vektorraum.

Satz: Seien D1, Dy CR, f: Dy - R, g: Dy — R, und go f sei definiert. f sei in
a € Dy, gin b= f(a) € Dy differenzierbar. Dann ist g o f in a differenzierbar, und es
gilt

(90 /(@) =g (f(@) - f(a).  (Kettentegel
Beweis: Nach Voraussetzung existiert eine in b stetige Funktion r : Dy — R mit r(b) =0,

so daB fiir x € D, gilt

g(z) —g(b) = g'(b)(z = b) + r(x)(z — b).

Also ergibt sich

g D =90 _ [ ) T =T )0) = 100
- [g’(f(a)) + iﬂ?“(f(x)ﬂ Lg% —f(xa)j : le’(a) =9 (f(@)f’(@ :
weil 7o f im Punkt a stetig ist, und weil r(f(a)) = r(b) = 0 gilt. n

Satz: Sei f : D — R injektiv und differenzierbar in a € D mit f'(a) # 0. Wenn die
Umkehrfunktion g von f an der Stelle b = f(a) stetig ist, dann ist g sogar differenzierbar

in b mit ) ,
!
b = =
90 = @) = Flam)
Beweis: Es ist
. gly) —gb) . g(y) —a 1 1
lim =*—~"~~ = lim = = ,
2= R )~ @) i, D )
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da nach Voraussetzung die Funktion

@i L,
h(z) = r—a
f'la), w=a

stetig ist in @ und somit lim, ., h(z) = h(a) = f'(a) gilt. Weil nach Voraussetzung auch

g stetig ist in b, folgt dafl h o g stetig ist in b = f(a) mit

lim (h o g)(s) = h( lim 9()) = h(9(b)) = h(a) = J'(a).
Wegen f’(a) # 0 ergibt sich hieraus, da§ auch h%g stetig ist in b. n

Definition: Sei f : D — R in jedem Punkt des Definitionsbereiches differenzierbar.
Dann heifit die Funktion f differenzierbar. Fiir differenzierbare Funktionen f : D — R

wird durch
(a: — f’(m)) :D—R
eine neue Funktion f’ definiert. f’ heifit Ableitung von f. Ist f’ stetig, dann heifit f stetig

differenzierbar.

Héaufig wird auch die von Leibniz stammende Schreibweise

d

= f(z) = f(a)
benutzt. Dies ist insbesondere dann zweckméflig, wenn f von mehreren Variablen abhéngt,
weil dann klargestellt ist, nach welcher Variablen abgeleitet wird.

Aus den bewiesenen Sétzen folgt:

Satz: Die Menge aller in D differenzierbaren Funktionen ist ein Vektorraum iiber R.

Auch die Menge aller in D stetig differenzierbaren Funktionen ist ein Vektorraum iiber
R, der mit Cy(D,R) = C(D) bezeichnet wird.

Auch das Produkt zweier differenzierbarer (bzw. stetig differenzierbarer) Funktionen ist
(stetig) differenzierbar. Wenn f’ differenzierbar ist, bezeichnet man die Ableitung von f’
mit f” oder mit f® . und nennt diese Ableitung die zweite Ableitung von f. Allgemein

definiert man die k-te Ableitung f*) von f rekursiv durch

f(k+1) — (f(k))/ )

Falls f k-mal differenzierbar ist, dann sind die Ableitungen f(© = f, f® . fkE=1 gte-
tig. Falls auch noch f®*) stetig ist, sagt man, f sei k-mal stetig differenzierbar. Die Menge
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der k-—mal stetig differenzierbaren Funktionen f : D — R bildet einen Vektorraum iiber

R, den man mit Ci(D,R) oder Ci(D) bezeichnet. Cy(D) = C(D) sind dann die stetigen

Funktionen. Existiert f® fiir alle k, dann sagt man, f sei unendlich oft differenzierbar,

oder f sei beliebig oft differenzierbar. Den Vektorraum dieser Funktionen bezeichnet man
mit Coo (D, R) oder mit C (D). Man benutzt die Bezeichnung:

k

@) = ().

7b.) Beispiele und Anwendungen

1. Die konstanten Funktionen f: R — R, z — f(z) := ¢ sind in allen Punkten a € R

differenzierbar mit Ableitung f’(a) =0.

2. Die Identitdt  — f(x) := z ist in allen a € R differenzierbar mit Ableitung

(a) = i =1.
f(a) L

3. Hieraus folgt, da88 alle Polynome p(z) = "  a,2" differenzierbar sind, und daf alle
rationalen Funktionen in ihrem Definitionsbereich differenzierbar sind. Um die Ableitung
des Polynoms p im Punkt z € R zu berechnen, geniigt es, die Ableitung der Potenzen 2"
fiir ganze Zahlen n > 0 zu kennen, weil

( Z an$">/ = Z an(z")

n=0 n=0

gilt.
Durch vollsténdige Induktion ergibt sich

0, n=

(xn)/ —
na™ 1, n>1.

Denn fiir n = 0 und n = 1 ist diese Gleichung richtig. Angenommen, die Gleichung sei

fiir eine Zahl n € N richtig. Dann folgt nach der Produktregel

(l’n—H)/ — (xx”)' — x/xn —I—I(l‘n)/

= 2" +x(na" ) =(n+1)a".

Also ergibt sich: Die Ableitung eines Polynoms ist wieder ein Polynom. Bei der Differen-

tiation erniedrigt sich der Grad eines Polynoms um 1. Nach der Quotientenregel ist also
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auch jede rationale Funktion differenzierbar in jedem Punkt ihres Definitionsbereiches.

Insbesondere ergibt sich fiir n € N

1y 1
") = <—> =——na"t=—nz !
( ) xn 3:271
4. Sei f:R—R,
= gk
x— f(z):=exp(x) = o (=:€e%)
=0
die Exponentialfunktion. Es gilt
T 0 T e k—1
e’ —e e’ —1 x
li =l =t (1430 )
g0 LT 220 P20 k=2
o k-1
x
= 1+lim — =1,
e k=2 ’
wegen
o k-1 o0 k—1
. x : ||
lm > | < h”% Kl
k=2
| ’k 2
= glglin ]x\z X < hm
= lim ]az\e'x‘ < lim |z]e' = O,
z—0 z—0
also
exp’(0) =1 ( = (ew)'| 70) .
Aus dem Additionstheorem e*™¥ = e%e¥ folgt
' ex—i—h — e® ] eh -1
lim = lim e* =e",
h—0 h—0
h+#0 h#0
also
exp'(z) = exp(z)
oder

Also ist exp : R — R differenzierbar in allen Punkten = € R, folglich ist die Exponenti-

alfunktion eine stetige Funktion.

5. Definition des natiirlichen Logarithmus: Aus der Beziehung e®e™ = 1 folgt

e’ # 0 fiir alle z € R. Aus dem Zwischenwertsatz folgt damit, dafl entweder e* > 0 gilt
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fiir alle z oder e* < 0 fiir alle 7. Wegen €® = 1 ergibt sich somit e* > 0 fiir alle x .

Fiir x > 0 folgt
k

Tz . x
e *ZH>1+°@>1’
k=0

also ergibt sich fiir x5 >

T2 __ 6:62—9514—361 To—x1 Tl x

e =e et > e,

also ist e auf ganz R streng monoton wachsend, folglich hat e” eine Umkehrfunktion, die

mit log bezeichnet wird.

Der Wertebereich von exp ist ganz RT = (0, 00) . Denn wegen e* > z+ 1 fiir > 0 nimmt
e beliebig groBe Werte an, und somit folgt wegen €’ = 1 aus dem Zwischenwertsatz,
daB8 [1,00) € W(exp) ist. Mit e = L resultiert hieraus auch (0,1) C W(exp), also
W (exp) = R* . Folglich ist log : RT™ — R bijektiv.

Da exp : R — R* und da R offen ist, ist die Umkehrfunktion log von exp stetig. Also ist

log sogar differenzierbar wegen exp’(x) = exp(z) # 0 mit

(logz) :=1log' x = ! = ! ! :
exp’(logz)  exp(logz) =

6. Die Funktion (z — log(—=z)) : R~ — R hat nach der Kettenregel die Ableitung

(tog(—2)) = log/(~a) () = = = .

—X T

7. Definition der allgemeinen Potenz: Mit Hilfe von exp und log kann die allgemeine
Potenz definiert werden: Bei der Definition der Exponentialfunktion wurde gezeigt, daf3
fiir alle x € Q

e” = exp(x)

gilt mit exp(z) == > "2, z_x'c und mit e := exp(1l). Mit denselben Schliissen zeigt man,

daf fiir rationales x und beliebiges y € R

(eXP(y)>x = exp(ry)

gilt. Also definiert man fiir z,y € R

(eXp(y)y := exp(zy) .
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Fiir y = 1 erhélt man hieraus wieder die bereits frither angegebene Definition e* :=

loga

exp(z), * € R. Sei nun a > 0. Dann gilt a = exp(loga) = €°8* | also folgt aus dieser

Definition fiir beliebiges © € R

zloga

a® = [exp(log a)] =exp(zloga) =e

Also ist a® erklart fiir alle z € R und alle a > 0.

Aus diesen Definitionen folgt fiir die Funktionen log z und a”

(i
(i

) log(zy) = log(el°e®elo8Y) = log elevtloey = Jog x + log y
)

(111) a®aq¥ = e* logaeyloga — aery
)
)

log a® = log(e*!°8%) = zloga

(iV (ax)y — (exloga)y — exyloga = q™

ah® = erlogaezlogb — 6wlog(ab) — (ab)x

(v
Die Funktion (x +— a®) : R — R7 ist differenzierbar, und es gilt wegen der Kettenregel

d
——(a7) = ("% = exp/(vloga)(log a)

zloga

= (loga)e = (loga)a®.

Fiir ¢ € Z wurde gezeigt, dal a — a® differenzierbar ist, mit (a) = ca®'. Die Funktion

(@ — a®) : RT — R* ist auch fiir beliebiges ¢ € R differenzierbar, und es gilt

d C d cloga d
(a9) = = (%) = = ((exp(cloga) )

d
= exp'(cloga) d—(clog a) =a £ =cat,
a a

8. Hieraus folgt: Die Quatratwurzel
(:U — Q(x) == ﬁ) Ry — Ry

ist fiir alle z € RT differenzierbar mit

Q,(l’) _ (I1/2)/ _ %x—l/Q — %

Im Punkt z = 0 ist @) dagegen nicht differenzierbar, denn es gilt fiir > 0
Qz) —QO0) 1

z—0 NZA
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und diese Funktion ist unbeschrénkt in jeder Umgebung des Nullpunktes, also kann sie

keinen Grenzwert an der Stelle 0 haben.

9. Es gilt
log(1 d
lim el t2) 4 log(1+a)] _ =1.
0 x dx x

Seia € R, neN. Wegen

P L [(142Y]

a
n

folgt somit
lim log [<1+ﬁ> ] =a,
n

also
lim <1 + E) = lim eel+)" = ¢

n—oo n n—oo

wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion.

10. Die Funktion (z — |z|) : R — R ist iiberall differenzierbar mit Ausnahme des
Nullpunktes. Es gilt

d -1, <0

@ ey =

dx 1, x>0.

Im Nullpunkt existieren jedoch der ,linksseitige® und der ,rechtsseitige* Grenzwert

limm:—l und limmzl.
z—0 €x x—0 €T
<0 x>0

Man sagt, |z| sei im Nullpunkt ,linksseitig differenzierbar” und ,rechtsseitig differenzier-

13

bar‘.

Bemerkung: Jede differenzierbare Funktion ist stetig. Es gibt aber stetige Funktionen,

die nirgends differenzierbar sind. Ein Beispiel findet man im Buch von Barner — Flohr,

S. 261 ff
7c.) Mittelwertsatz

Satz (von Rolle): Sei —co < a <b<oo.Ist f:]a,b] — R stetig mit f(a) = f(b) =0,

und ist f in (a,b) differenzierbar, dann gibt es ein ¢ € (a, b) mit
7() =0.

Beweis: Falls f = 0 ist in [a, b], ist jedes ¢ € (a,b) geeignet. Sei also f # 0. O.B.d.A.
existiere x € (a,b) mit f(z) > 0. (Sonst gehe man zu —f iiber.)
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T
|
|
/ |
- \\Ll//b

Damit nimmt f das Maximum in einem Punkt ¢ € (a,b) an. Es gilt f’(¢) = 0. Denn fur
alle z € [a,b] muB f(x) < f(c) sein, folglich mufl

fl@)—fle) ] =0, fir x>c

r—==c >0, fir z<c
sein, also
e Lo ’

Aus diesem Satz erhélt man den ,ersten Mittelwertsatz der Differentialrechnung®:

Erster Mittelwertsatz der Differentialrechnung: Sei f : [a,b] — R stetig und sei

f in (a,b) differenzierbar. Dann gibt es ein ¢ € (a,b) mit

f(b) = f(a) = f(c)(b—a).
Beweis: Sei g : [a,b] — R definiert durch

o) = (@)~ OO (o) fa),

Diese Funktion erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Rolle. Es gilt

Also gibt es ein ¢ € (a,b) mit ¢’(c) = 0. Aus

o — o JO = @) )~ f@)
7o) =glo+ =00 S =)

folgt die Behauptung des Satzes. |

Es ist unmittelbar klar, dal man den Mittelwertsatz auch auf folgende Weise formulieren

kann: Seien z,z + h € [a,b] . Dann gibt es 6,0 < # < 1, mit
f(x+h) = f(z)+ f'(x+6Oh)h.
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(Hierbei darf h auch kleiner als Null sein.)

Einfache Anwendungen des Mittelwertsatzes

Falls f : D — R konstant ist, gilt f'(x) = 0 fiir alle x € D. Die Umkehrung ist fiir
beliebiges D nicht richtig, aber es gilt:

Satz: Sei J ein Intervall und sei f : J — R mit f'(z) = 0 fiir alle z € J. Dann ist f

konstant.

Beweis: Sei a € J. Fiir jedes x € J gilt [a,z] C J, also gibt es nach dem Mittelwertsatz
ein ¢ € (a,x) C J mit

f(@) = f(a) + f'(o)(z — a) = f(a),
also ist f = f(a). ]

Definition: Seien f: D — Rund F : D — Rmit £’ = f. Dann heifit /' Stammfunktion
zu f.

Satz: Sei f:J — R, wobei J ein Intervall sei, und seien F,G Stammfunktionen zu f .
Dann gilt F' — G = const.

Beweis: (F—G) =F —G =f— f=0,alsoist I'— G = const im Intervall. n
Anwendung auf Differentialgleichungen: Sei f: R — R eine differenzierbare Funk-

tion, die die ,Differentialgleichung® f’ = f erfiillt. Dann ist f(z) = ce® mit beliebiger
Konstanten c € R.

Beweis: Die Funktion g(z) = f(z)e " ist differenzierbar in R, und es gilt
/
(F@)e) = flaye = fla)e
= fl@)e™™ = fz)e™ =0,
also ist f(x)e ™™ = ¢, also f(z) = ce”.

(Dies ist ein ,,Eindeutigkeitssatz®). ]

Der zweite Mittelwertsatz der Differentialrechnung enthélt den ersten als Spezialfall. Er

wird spéater zur Ermittlung von Grenzwerten benutzt:

Zweiter Mittelwertsatz der Differentialrechnung: Seien f,g : [a,b] — R stetige
Funktionen, und seien diese Funktionen in (a,b) differenzierbar. Dann gibt es ¢ € (a,b)
mit

() = fl@)) = £(0)(9(b) — 9(a)) .
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Beweis: Sei

Dann gilt h(a) = h(b) = 0. Also existiert nach dem Satz von Rolle ein ¢ € (a,b) mit
h(c) =0, also

0=H(e) = () = f(@)g' () = (90b) = g(@)) (c).
Hieraus folgt die Behauptung. |

Der erste Mittelwertsatz folgt hieraus mit g(x) = x . Falls ¢/(z) # 0 ist fiir alle = € (a,b)
dann folgt aus dem ersten Mittelwertsatz g(b) # g(a), also kann die Formel im zweiten

Mittelwertsatz auch in der Form

geschrieben werden.
7d.) Taylorsche Formel

Sei .
flz) = Z cp®
k=0

ein Polynom. Weil |z|* in einer Umgebung des Nullpunktes x = 0 klein ist fiir grofe
Werte von k, kann man das Verhalten von f in einer Umgebung des Nullpunktes gut
an den Koeffizienten ¢;, ablesen. Diese Koeffizienten konnen auf einfache Weise aus den

Ableitungen von f im Nullpunkt berechnet werden. Denn es gilt f'(z) = Y _, kepa™™!,

also
f0) = «
f0) = a
1O0) = 2
f(n)(()) = n! ¢, nl=1-2-...-n

f®0) = 0 fir k>n.
Um das Verhalten von f in der Umgebung eines beliebigen Punktes a € R zu untersuchen,

ist es zweckméfig, f in der Form
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flz) = bi(z —a)* (%)

darzustellen, mit geeignet zu bestimmenden Koeffizienten by . Ich werde nachher zeigen,
daBl es solche Koeffizienten b, gibt. Zunéchst nehme ich an, dies sei moglich. Es ist dann
einfach, die Koeffizienten by aus den hoheren Ableitungen von f zu bestimmen, denn wie

oben folgt aus
fl)=> kbp(x —a)*
k=1

daf3
¥ (a)
ko

sein muf. Falls fiir ein Polynom f hochstens n—ten Grades die Darstellung (%) moglich

bk: k:0,17...,n,

ist, muf} also gelten

f"(a)

o (x—a)*+...+

(x —a)+

Falls f kein solches Polynom ist, ist eine Darstellung der Form () nicht méglich. Dann
ist diese Gleichung nicht mehr richtig. Man kann aber hoffen, dal der rechtsstehende Aus-
druck noch eine gute Approximation fiir f liefert in einer Umgebung des Punktes z = a,
falls f geniigend oft differenzierbar ist. Den Fehler, den man macht, wenn man f durch

den rechtsstehenden Ausdruck ersetzt, kann man mit der Formel von Taylor abschétzen:

Satz (Taylorformel) (Brook Taylor, 1685 — 1731): Sei f : [a,b] — R n—mal stetig diffe-
renzierbar, und sei f im offenen Intervall (a,b) (n+1)-mal differenzierbar. Dann existiert

c € (a,b) mit

n e (g (1) (¢
f(b)zz ! k;'( )(b—a)k—l—Jzan)!)(b—a)”“.

Beweis: Sei

- CES A

o

wobei die Zahl m € R so bestimmt wird, dafl g(a) = 0 gilt, also

n : - () a
m= g [0 = 30 P - o], (+

k=0
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Es gilt auch g(b) = 0 und

gx) = — 2 T(b—ﬂf)k
—~ f¥) () 4, m n
—i—; o k(b — x)* —i—m(b—x)
f(n—‘rl)(x)

- ——(b—x)"+%(b—:c)”.

Aus dem Satz von Rolle folgt nun, daf ein ¢ € (a, b) existiert mit ¢’(c) = 0, also
(b—o)"
n!
folglich ergibt sich m = f"*(c). Einsetzen in (*) und Auflésen nach f(b) liefert die

Taylorformel. n

0= m — £ (o)

Y

Folgerung: Sei f ein Polynom hochstens n—ten Grades. Dann gilt fiir jedes a € R
— f¥(a)
flo)=> T(ﬂc—a)k
k=0

Beweis: Bsist f"*)(z) =0, also folgt die Behauptung aus der Taylorformel. u

Folgerung: Sei f : [a,b] — R eine (n+1)-mal differenzierbare Funktion mit f"*+9(z) =
0 fiir alle « € [a,b]. Dann ist f ein Polynom hochstens n—ten Grades.
Beweis: Aus der Taylorformel folgt f(z) = > 7 _, % (z — a)* fiir alle z € [a,b], und

dies ist ein Polynom hdochstens n—ten Grades. |

Man kann die Taylorformel auch in folgender Form schreiben: Seien z, x+h € [a, b] . Dann

existiert 6,0 < # < 1, mit

fO+D (2 + 6h)

n+1
(n+1)! L

n k)
f(x+h):2%h’“+
k=0 ’

Fiir n = 0 geht die Taylorformel in den Mittelwertsatz iiber. Die Funktion

"o k)
xr—>2 / k!(a) (x —a)*
k=0

heifit Taylorpolynom n—ter Ordnung zur Funktion f an der Stelle a. Aus der Grofie des
Restgliedes

- f(k)(a) k_f(nﬂ)(c) n+1
Ran(b)—; I (b—a)—m(b—@)
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ergibt sich, wie gut das Taylorpolynom die Funktion f approximiert.
R, = % (b—a)™™  heiBt Lagrangesche Darstellung des Restgliedes. Es gibt andere
Moglichkeiten, das Restglied in der Taylorformel darzustellen.

Man kann daher die Taylorformel zur ndherungsweisen Berechnung von Funktionen be-

nutzen.

Beispiele:

1.) Berechnung von log x in einer Umgebung des Punktes z =1 :

Es gilt

— logx = —,
x

dz

und
mn

1
— logz = (n— (-1 —
gy oz = (n = DI(=1)"" —,

also folgt aus der Taylorformel

" log™ (1) log™ (1 4 6h)

log(1+h) = n* prtt
og(L+1) kz:% I P Y
(%)
B n (_1)k—1 hk’ (_1)n hn+1

p k n+1 (1+46h)"+1°

Das Restglied
1 hn-i—l
R, =(=-1)"
(=1) n+1 (14 6h)rt!
kann fiir 0 < h < 1 abgeschétzt werden durch
1 h n+1 hn—i—l
| ”|_n+1‘1+9h “n+4+1’
und fir —1 < h <0 durch
| ‘ B 1 |h|n+l
" n 1 (1 |h)rtT
Fir —% < h <1 folgt somit
1
<
[ ] < n+1’
also lim,, . R, = 0. Aus (*) ergibt sich
log(1+h) = lim (1og(1 +h) — Rn)
= lim DL = —1)kt
lim ;( A ;( A
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Zum Beispiel ergibt sich fiir h = 1

log2=1—+4+ 1 1,
0g2=1—-+-—-
& 27371

Diese Reihe konvergiert jedoch sehr schlecht und ist daher nicht fiir numerische Berech-

nungen geeignet. (Es gilt ja nur |R,| < Bessere Ergebnisse erhélt man fiir Werte

n—l—l)
von h , die ndher bei Null liegen. Zum Beispiel ergibt sich fiir h = % und n =5

5
1 1 1 1 1 1
B L S A R T
g;;( S T3 78 3 61 Te0
und ]
1

(Genauer gilt log1,5 ~ 0,405465108)
2.) Fiir s € R betrachte die Funktion
(x—2°) : RT = R.

Sei a > 0 und sei h € R mit |h| < a. Dann folgt aus der Taylorformel mit

j_;(ﬁs) =s(s—1)(s—2)...(s —k+ 1)az"",
(a+h)” = kio (Z) a* "Rk + (n i 1) (a4 @h)* "~ Tpn L

mit geeignetem 0 < < 1. Hierbei sei

<s) s(s=1)..(s—k+1)

k)~ k!
Als Ubungsaufgabe zeige man: Fiir 0 < h < a gilt

s hn—i—l
lim R, = li — =0.
nI—{EO nl—{EO (n -+ 1) (CL -+ 6}7,)”"‘1_3

Hieraus ergibt sich fiir 0 < h < a

(a+h)*

Z < ) s—khk )
=0
Man vergleiche dieses Ergebnis mit der Binomischen Formel.

In beiden betrachteten Beispielen galt lim, .., R, = 0. Hieraus folgte, dafl die beiden
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beliebig oft differenzierbaren Funktionen logx und z° in gewissen Bereichen in Reihen
entwickelt werden konnten (Taylorreihe). Es ist jedoch im allgemeinen nicht richtig, dafl
das Restglied in der Taylorformel einer beliebig oft differenzierbaren Funktion gegen Null
konvergiert. In jedem Spezialfall mufl untersucht werden, ob das Restglied gegen Null
konvergiert oder nicht. Funktionen, die in eine derartige Potenzreihe entwickelt werden
konnen, nennt man analytische Funktionen. Die , Funktionentheorie® befafit sich aus-

schliellich mit derartigen Funktionen. Ich werde spéter darauf zurtickkommen.
Te.) Monotonie, Extrema, Grenzwerte

Satz: Sei J ein Intervall und f : J — R differenzierbar. f ist genau dann monoton

wachsend, wenn
flx) =0
ist fiir alle x € J.

Beweis: Ist f monoton wachsend, dann gilt fiir z # y

fly) = fl@)

y—x
also

e YT

Ist umgekehrt f/'(z) > 0 fiir alle x, dann folgt aus dem Mittelwertsatz fiir y > x

fly) = f(z) = f(2)(y —x) >0.
]

Bemerkung: Ist f'(z) > 0 fiir alle x € J, dann ist f streng monoton wachsend. Dies
ist jedoch nur eine hinreichende Bedingung. Zum Beispiel ist z + 2% streng monoton

wachsend, aber (z%)’| .= 37| ,=0.

r=

Definition: Sei D CR, a€ D,undsei f: D — R. Wenn es eine Umgebung U von a
gibt, so daf} fiir alle x € DN U gilt

f(z) = fla),

dann heifit a relative Minimalstelle von f. Gilt fiir alle x € DN U

f(z) < fla),



dann heifit a relative Maximalstelle von f. Der Punkt a heifit relative Extremstelle von

f, wenn a relative Minimal- oder Maximalstelle ist.

Satz: Sei a innerer Punkt von D, sei f : D — R differenzierbar, und sei a relative

Extremalstelle von f. Dann gilt
f'(a) =0.

Beweis: Siehe Beweils zum Satz von Rolle. [

f'(a) = 0 ist nur eine notwendige Bedingung fiir eine Extremstelle. Zum Beispiel gilt fiir
flz) = a?

f(0) =0,
aber z = 0 ist keine relative Extremalstelle. Eine hinreichende Bedingung gibt folgender

Satz:

Satz: Sei D C R, und sei a innerer Punkt von D. f : D — R sei n—mal stetig

differenzierbar, und es sei

fl(a) = f'a) = ... = f""V(a) = 0,
aber f(™(a) #0.

Ist n ungerade, dann ist a keine Extremalstelle. Ist n gerade, dann ist ¢ Minimalstelle
falls £ (a) > 0 ist, und Maximalstelle falls f™(a) < 0 ist.

Beweis: Wegen f'(a) = ... = f™®Y(a) = 0 liefert die Taylorformel fiir alle 2 aus einer

Umgebung von a, dafl

(n)
f@) = fla) + 20 (0 ayr,

wobei y zwischen a und z liegt. Da f(™(a) # 0 ist, folgt aus der Stetigkeit von f™ daB

f™(z) # 0 ist fiir alle x aus einer Umgebung von a und dasselbe Vorzeichen hat wie
f™(a) . Hieraus schliet man folgendes: Ist n ungerade, dann hat

F™(y)

n!

f(@) = fla) =

(x—a)"

fiir z > a und fiir z < a verschiedenes Vorzeichen, also kann kein f in a kein Extremum
haben.

Ist n gerade, dann ergibt sich fiir alle x aus einer Umgebung von a, dafl

>0, falls f™(y) >0,
fl@)—fla) <0, falls f™(y) <0,
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und hieraus resultiert die Behauptung des Satzes. |
Grenzwertbestimmung durch Differentiation

Es gilt
lim f(z) _ h.mxﬂa f(x)
z—a g(x) lim, ., g(z)

falls die Grenzwerte lim,,_., f(z),lim,_, g(z) # 0 existieren. Ist lim, ., f(z) # 0, aber

lim, ., g(z) = 0, dann existiert der Grenzwert lim,_,, % nicht. Es ist aber moglich, dafl

dieser Grenzwert existiert, falls lim,_, f(z) = lim,_, g(z) = 0 sind. Hieriiber machen die

9

sogenannten ,,Regeln von de 1" Hospital“ eine Aussage:

Satz: Die Funktionen f, g seien fiir > a definiert und differenzierbar. Es sei g(x) # 0
und ¢'(z) # 0 fiir x > a, und lim,_, f(z) = lim,_, g(x) = 0.

Wenn lim,,_,, % existiert, dann existiert auch lim,_, % . Auflerdem gilt

) )
M e e )

Beweis: Man definiere f(a) = g(a) = 0. Dann sind die Funktionen f, g stetig fortgesetzt.

Sei x > a. Aus dem zweiten Mittelwertsatz folgt, dafl y € (a,x) existiert mit

(£@) = £(@)g'w) = (9@) = 9(@) ) /')

also

flx)  f'(y)

g(z)  gy)’
1)

Um zu zeigen, daf lim,_., @ existiert, zeige man, daB fiir jede Folge {x,}>2; mit z, > a

und lim,,_,~, Z,, = a auch
lim f (@)

existiert. Hierzu wihle man zu x,, ein y, € (a,z,) mit

fQ@n) _ f'(yn)
9(xn)  g'(Yn)

Dann gilt lim,, . y, = a, also konvergiert die Folge

f'(Yn) > N f(zn)
{g’(zn) }n=1 - {g(:vn) }n=1 '
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Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes ergibt sich

Satz: Die Funktionen f, g seien in # > a definiert und dort n-mal differenzierbar. Fiir

x>aseig(z)#0,...,9"™(z) #0 und

limg(k)(x) = limf(k)(x) =0, k=0,1,...,n—1.

r—a r—a
: fM @) s : f(x) ot T f@) _
Wenn da(n)n hmxaam existiert, dann auch lim,_,, Ok und es ist lim, ,, oI
: [\ (@)
lim,_,, 7 (z) )

Sei f: D — R und D nach oben unbeschrankt. Um den , Grenzwert von f im Unendli-

chen® zu untersuchen, definiere man

lim f(z )—hmf( )

T—00 y—0

Mit dieser Definition ist die Untersuchung von lim, .. % auf die Untersuchung von

lim, ch 8;33 zuriickgefiihrt. Die vorangehenden Sétze sind dann auch giiltig, wenn man a

durch oo und die Voraussetzung x > a durch z < oo ersetzt. Also gilt insbesondere
/
lim M = lim f/(x) .
a0 g(x)  a—oo g'(z)
Ahnlich kann auch der Fall behandelt werden, da g(x) und f(z) unbeschrinkt sind in

der Umgebung von a :

Satz: Die Funktionen f, g seien in 2 > a definiert und differenzierbar. Seien lim,_,, -~ =

(x)
0 und lim,_, m = 0. Wenn dann lim,_,, % existiert, dann auch lim,_,, ]gc @

it I @ I'(@)
gilt lim, o 205 = limg g 5y

Beweis: Der Beweis ist etwas komplizierter, weil man f und ¢ nicht stetig nach a fort-

setzen kann:

Sei ¢ = limy_, L% . Dann gibt es zu ¢ > 0 eine Zahl b > a mit | — ¢ < ¢ fiir alle

g'(z)
a<y<b.Esgilt

g'(v)

f@) _f@ i) J@)  gla) - g)
o) gl —g) @) IO o)

Falls x geniigend nahe bei a liegt, sind alle Nenner von Null verschieden, da f(x) und

g(x) fur x — a ,gegen Unendlich konvergieren“ . Also folgt fiir diese x

%_C‘ < ‘f(rc)

o] [ | 2]
) @) — g
e ‘f(x)—f(bfg )
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somit, nach dem zweiten Mittelwertsatz,

(b)
1 b I - o@
f(x)_clgg‘ le_g()‘*’C” g()_ll'
g(x) 1- 48 g(z) -

Wegen lim,, o 75 = 0, limg o o5 = 0, st limg o(1 = £5) = 1, lim, (1 - 42) =1,

x)
und somit auch
1 _ g(b)
lim (—253 1) =0.
z—a \] — w
Folglich existiert a < 0 < b, so daf fiir alle z € (a, ) gilt

f(zx
—_— <2 = (2 .
’g(x) c‘ < 2e+|cle = (2+ |c|)e
Hieraus folgt
lim @ =c = lim f,(x) .
g(z) z—a g'(7)

Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes folgt

Satz: Die Funktionen f, g seien in z > a definiert und n-mal differenzierbar. Sei

1
lm —=...=lim ————=lm —=...=lim — =0.
r—a g(aj) r—a g(n 1)( ) r—a f({]j) r—a f(n 1)( )
Wenn dann hmw_m — ARG existiert, dann auch limz_,a@, und es gilt limgg_mM =
( ) (x) g(x) g(x)
lim, ., L ™) ()

Auflerdem darf in diesen Sétzen auch a = oo gesetzt werden.

Beispiele: 1.) Sei s > 0 und f(z) =2®, g(x) = e”. Es soll untersucht werden, ob

. T
lim —
r—o0 el

S

einen Grenzwert hat. Es gilt lim, .., 27° = lim,_,,. e = 0 und

(@)™ . s(s—=1)...(s—n+1)
:171—>r2<> (em)(n) x1_>r20 rn—se® )

falls n > s gewdhlt wird. Also folgt aus dem voranstehenden Satz mit ¢ = oo, dafl

lim, .o & = 0, d.h. die Exponentialfunktion wichst stirker als jede Potenz.

e

2.) Sei s > 0. Wegen lim,_., @ = lim, xi = 0 folgt aus dem voranstehenden Satz

mit a = oo und n =1, dafl




Wegen lim,_,q @ = lim,_,g # = 0 folgt aus dem vorangehenden Satz mit ¢ = 0 und
n=1,da

1 1 1
lim 2° log x = lim ng:lim(— >:lim<——x5>:().
x—0 z—0 5 z—0 sr—*S 2—0 s

Der Logarithmus wéchst fiir x — oo und fiir x — 0 langsamer als jede Potenz.
7f.) Konvexe Funktionen

Definition: Sei J ein Intervall. f < J — R heifit konvex, wenn fiir alle z1, x5 € J und
alle t € [0, 1] gilt
(1= s+ ts) < (1= 1) f(w1) +tf(22).

f ist also konvex, wenn der Graph von f unterhalb jeder Strecke liegt, die zwei Punkte des
Graphen verbindet. Wenn der Graph von f oberhalb jeder Strecke liegt, die zwei Punkte
des Graphen verbindet, dann heifit f konkav. Ist f konkav, dann ist —f konvex.

Lemma: Sei f eine konvexe Funktion und seien z1,...,2, € J, t;...,t, € [0,1] mit

ti +ty+...+t,=1.Dann ist

Fir n = 3 ist die geometrische Bedeutung dieser Ungleichung in der folgenden Skizze

dargestellt:
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Die Punktemenge

M = {(itzxu itzf(l'z))

liegt ganz oberhalb des Graphen von f.

b1+t +t3=1, tizo}

Beweis: (Durch Induktion). Nach Definition konvexer Funktionen ist die Aussage richtig
fiir n = 2. Angenommen, die Aussage sei richtig fiir n .

Seit1+...—|—tn+1:1, tZZO

Es gilt
ftizy +toxa+ ...+ tp1Tny1)
t1 tn
= _ o — 2, (1 —1t, tn n )
f([l—tn+1$l+ +1—tn+1x]( +1) F b1 Tt
t tn
< (1- tn+1)f<—1 Tt l“n) + tngr f (Tng1)
1— tn+1 1— tn+1
t ty
< (1 —tps1) [—1 fla)+. 4+ —— f(xn)] + tnt1 f(Tns1)
I —tn41 L —th

= tlf(xl) +...+ tn+1f(xn+1) )

da
—1 44 = 1.
I —th1 IT—tpr 1—tas

n
Satz: f:J — R sei differenzierbar. Die Funktion f ist genau dann konvex, wenn ihre
Ableitung monoton wachsend ist.
Also ist eine zweimal differenzierbare Funktion genau dann konvex, wenn f”(z) > 0 ist

fiur alle z € J.
Beweis: Sei x1 < x < xy. Dann folgt

T — I To — X To — I T — I
+ =1 und
To2 — X7 Lo — T1 To — X1 To — 1
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also

To — T r — T

=
8

~—
IA

f(x1) +

f(x2)
To — I Ty — X1

— (w2 —21)f(2) < (22 —2)f(21) + (2 — 21) f(22) (*)

= (- o)f@)+(@—a)f(z) < (z2—2)f(z1) + (x—21)f(22)
f(x) = f(x1) < f(xa) — f(2)

xr— I - Tog — X

<~

Also ist diese letzte Ungleichung &dquivalent zu der Konvexitéitsbedingung. Sei nun f’

monoton wachsend. Dann folgt aus dem ersten Mittelwertsatz

f(I) - f(«r1> _ f/<21) < fI(ZQ) _ f(xZ) - f(J:)

r — T To — X

fiir geeignete z; € (x,21), 22 € (z,29), also ist f konvex. Sei umgekehrt f konvex. Aus
(%) folgt

(2o — 1) f(2) < (22 — 1) f(21) + (21 — 2) f(71) + (2 — 1) f(22)

und
(z2 — 21) f(2) < (w2 — ) f(21) + (T — 22) f(32) + (w2 — 1) f(2) ,
also
f(z) = f(x1) < f(z2) — f(1)
Tr— I - To — I1
und
fx2) — f(x1) < f(x2) — f(x)
Ty — T1 - xe—z
also
Fllan) = lim flx) = fe1) _ flxa) — f(a1)
w>x11 r— I To — X1
< g LI gy,
also ist f’ monoton wachsend. n

Anwendung: Sei f(z) = e”. Dann ist f’(z) = e* > 0, also ist e” konvex. Nach dem

obenstehenden Lemma gilt somit fiir z1,22,...,2, € Rund t; +...+t, =1, t; >0 :

@it tindn < p o1 Lt et
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Sei y1,...,y, € RT. Setze x; = logy; . Dann folgt hieraus

t1, t2

Y1 Yo ...yf{lgtlyl—i—...—ktnyn.

Mit t; = % fiir ¢ = 1,...,n ergibt sich also

YL Yz e Yy <
AT Un < -

Dies ist die Ungleichung zwischen geometrischem und arithmetischem Mittel.
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8 Funktionenfolgen, gleichméflige Konvergenz, Potenzreihen

8a.) Punktweise Konvergenz

Die Exponentialfunktion wurde definiert durch

Fiir n € N betrachte man die Funktion f, : R — R,

k=0

Hierdurch wird eine Folge von Funktionen, eine Funktionenfolge { f,,}>° ,, definiert. Wegen
exp(z) = lim f,(z), =z €R,
konvergiert diese Funktionenfolge ,, punktweise“ gegen die Exponentialfunktion.

Definition: Sei D eine Menge (nicht notwendig Teilmenge der reellen Zahlen) und
{fn}22, eine Folge von Funktionen f,, : D — R. Diese Funktionenfolge heifit punktweise
konvergent, wenn eine Funktion f : D — R existiert mit

f(z) = lim fo(x)

n—oo

firallexz € D.

Selbstversténdlich ist die Grenzfunktion einer punktweise konvergenten Funktionenfolge
eindeutig bestimmt, denn:

Notwendig und hinreichend dafiir, dafl die Funktionenfolge { f,,}22; punktweise konver-
giert ist, daB fiir jedes = € D die Zahlenfolge { f,,(z)}5°, konvergiert. Denn falls jede dieser
Zahlenfolgen konvergiert, kann durch

f(z):= lim f,(x)

n—oo

eine Funktion f : D — R definiert werden, die natiirlich Grenzfunktion fiir die Funktio-

nenfolge { f,}22, ist. Somit ist auch folgender Satz unmittelbar klar:

Satz: Die Funktionenfolge {f,}°°,, f.: D — R, ist genau dann punktweise konvergent,

wenn zu jedem € > 0 und zu jedem x € D ein ngy existiert mit

|[f(2) = fm(2)| <&,
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fir alle n,m > ny (Cauchykriterium).

Man beachte, dafl die Zahl ny sowohl von ¢ als auch von x € D abhéngen darf.
Beispiele:

1.) D =1[0,1, =z~ fu(z) :=2a". Fir z € [0,1) gilt lim,,_, fu(z) = lim,_,c 2" = 0,
und fiir z = 1 gilt lim,, . fu(z) = lim, ., 1™ = 1, also konvergiert die Funktionenfolge

{fn}>2, punktweise gegen die Grenzfunktion

0, 0<z<1

Dann konvergiert {f,,}>2; punktweise gegen die Grenzfunktion exp . Man kann die Folge

{fak =1 “”k—lf};l’ozl auch als ,, Funktionenreihe“ bezeichnen.

3.)D=10,2],
( 1
n-x, 0<x < —
n
1 2
fal)=¢ 2—n-x, —<r< -
n n
2
0, —<zx<2
( n
I \ >
1 2 9

Diese Funktionenfolge { f,,}52, konvergiert punktweise gegen die Nullfunktion in [0, 2] .
Beweis: 7Zu zeigen ist: Fiir alle x € D gilt
lim f,(x)=0.
Fiir x = 0 gilt lim,, o fo(z) = lim, ., 0=10.

Fir x > 0 gibt es ein ng € N, so dafl 2 < g ist. Fiir n > ny gilt dann 2 <2 <g also
no n no
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folgt aus der Definition von f,, fiir n > ng, dal f,(z) = 0 ist, also
lim f,(z)=0.

]
4) D =R, z f,(x) = L[nz]. Hierbei bedeutet [nz] die grofte ganze Zahl, die kleiner

oder gleich n ist. (Gauklammer).

{fn}o2, konvergiert punktweise gegen die identische Abbildung x +— f(z) := x.

Beweis: Seien € R und n € N. Dann existiert & € Z mit z € [£,E) "also na €

[k, k+ 1), somit

1 k
fa() = ﬁ[nx] =
Wegen % <z< % folgt
ko1
0<or——<—,
non
also |z — f,(z)] = |z — £| < 1. Hieraus folgt
lim f,(z) ==x.

8b.) Gleichmiflige Konvergenz, Stetigkeit der Grenzfunktion

Sei {f.}52, eine Funktionenfolge aus lauter stetigen Funktionen f, : D — R. Diese
Funktionenfolge konvergiere punktweise gegen die Grenzfunktion f : D — R. Ist dann
auch die Grenzfunktion stetig? Das obenstehende Beispiel 1.) zeigt, dafl diese nicht der

Fall zu sein braucht, denn

(x = folz)=2"):]0,1] = R
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ist stetig, aber die Grenzfunktion

ist nicht stetig. Um auf die Stetigkeit der Grenzfunktion schliefen zu kénnen, mufl man

einen stiarkeren Konvergenzbegriff fiir Funktionenfolgen einfiihren:

Definition: Sei D eine Menge (nicht notwendig Teilmenge der reellen Zahlen), und sei
fir jedes n € N eine Funktion f, : D — R erklart. Die Funktionenfolge {f,}52, heiit
gleichméfig konvergent, wenn eine Funktion f : D — R existiert, so dafl zu jedem ¢ > 0

eine Zahl ng € N existiert mit
|fulz) — f2)| <&
fir alle x € D und alle n > ny.

Die Funktion f heifit Grenzfunktion.
Mit Quantoren:

vs>0 ElnoeN vaceD vnzno : ‘fn(x> - f(&l)‘ <e.

Der Unterschied zur punktweisen Konvergenz besteht darin, dal zu jedem € > 0 eine
Zahl ng € N gefunden werden muf, die nicht von x € D abhéngen darf. Konvergiert
{fn}22, gleichmifig, dann auch punktweise, und die Grenzfunktionen bei gleichméBiger

Konvergenz und bei punktweiser Konvergenz stimmen {iberein.

Beispiele: 1.) Sei D =[0,1] fu(x):=2". {f,}5°, ist nicht gleichméfig konvergent.
Beweis: Wire diese Folge gleichmifig konvergent, dann miifite sie gegen

0, xz€]0,1)

1, r=1

konvergieren, weil {f,}°°, punktweise dagegen konvergiert. Ich zeige, daf fiir dieses f die

Negation der Aussage in der Definition der gleichméfigen Konvergenz gilt:

EI5>O vnoeN ElacED 3nZno : |fn(x) - f($)| Z €.

Diese Aussage ist fiir e = 3 richtig. Denn sei ng € N. Es geniigt z € (0,1) zu finden mit

1

[fno(2) = f(@)] = [ fu(2)] = 2™ = 3.

Dies ist dquivalent zu

. (%)1/710 _ 271/% _ 6_1%%2 |
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log 2
Wegen % > 0ist 0 < e mo < el = 1, weil die Exponentialfunktion streng monoton

1
2

schaften. -

wachsend ist, also gilt 0 < (%)% < 1, und somit hat x = ( )% die gewiinschten Eigen-

2.) Sei {f.}>>, die Funktionenfolge aus dem dritten Beispiel von Abschnitt 9 a.). Auch
diese Funktionenfolge konvergiert nicht gleichméflig. Denn sonst miifite sie gegen f = 0

konvergieren, weil {f,}°°, punktweise dagegen konvergiert. Fiir alle n € N gilt aber

) - B)-n ()i

also ist die Negation der Aussage in der Definition der gleichméfigen Konvergenz richtig

mite=1.

3.)Sei D =R, z+ f,(x) = %[nz]. Die Funktionenfolge { f,}>2, konvergiert gleichméBig
gegen x — f(x):= x, denn im viertel Beispiel von Abschnitt 9 a.) wurde gezeigt, dafl

o fule) < -

gilt fiir alle z € R und n € N. Sei ¢ > 0. Wihle ng € N, so daf3 n—lo < e ist. Dann gilt fiir

alle x € R und n > ng

V@—h@%ﬂwﬁ%ﬂ<%si<a

)

Es gilt nun folgender Satz:

Satz: Seien D C R, a € D, und die Funktionen f,, : D — R seien in a € D stetig.
Die Funktionenfolge {f,,}°°, konvergiere gleichméBig gegen f : D — R. Dann ist f in a
stetig.

Beweis: Seie > 0. Gesucht ist § > 0 mit |f(x) — f(a)| < e firallex € D mit [xr—a| <.
Es gilt fiir alle z € D und n € N

[f(2) = fla)| = |f(z) = ful@) + folz) = fula) + fola) — f(a)]
< f(@) = (@) + (@) = fula)| + [fula) = fla)].

Da {f.};2, gleichmafig gegen f konvergiert, existiert ng € N mit |f,(y) — f(y)| < § fiir
alle n > ng und alle y € D, also folgt

[f (@) = fa)] < 5&+ [fap () = fro(a)] .

Da f,, stetig ist, existert § > 0 mit |f,,(2) — fu,(a)| < § fiir [z —a| < §, also folgt

Wl N

7) = Jla)] < 36+ 52 =2
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fir |z —a|] < 9. ]

Dieser Satz zeigt, daf3

lim lim f,(z) = lim f(z) = f(a) = lim f,(a) = lim lim f,(z)

r—a N—00 r—a n—oo n—oo r—a

gilt. Bei einer gleichméfig konvergenten Funtkonenfolge diirfen also die beiden Grenzwerte

lim,_,, und lim,,_,., vertauscht werden.

Beispiel 2.) zeigt, dafl die Grenzfunktion f stetig sein kann, ohne daf die Folge {f,}>>,
gleichméBig konvergiert. Es gilt aber:

Satz von Dini (Ulisse Dini, 1845 — 1918): Sei D C R kompakt, f, : D — R und
f : D — R seien stetig, und die Funktionenfolge { f,,}22; konvergiere punktweise monoton

gegen f. Dann konvergiert {f,}52, sogar gleichméBig gegen f .

Beweis: Sei e > 0. Jedem x € D ordne ich in folgender Weise eine Umgebung U (z) zu:
Wegen lim,, . fn(z) = f(z) existiert eine Zahl ng = ng(x,e) mit |f,,(z) — f(z)] <e. Da
f und f,, stetig sind, ist auch |f,, — f| stetig, also existiert eine Umgebung U(z) von x
mit | f,,(y) — f(y)| < ¢ fiir alle y € U(xz) N D. Das System U = {U(x) | v € D} dieser
Umgebungen ist eine offene Uberdeckung von D, also geniigen bereits endlich viele dieser

Umgebungen U(z1),...,U(z,,) zur Uberdeckung von D, weil D kompakt ist. Sei nun
n= max{no(x,-,e) | i = 1,...,m} .

Zu jedem x € D existiert ¢ € {1,...,m} mit z € U(x;). Nach Konstruktion von U|(x;)
gilt dann

| fro@se) (@) — f2)| <&,
und somit, weil {f,(z)}22; monoton gegen f(x) konvergiert,

|[fulz) = flz)] <e

fir alle n > ng(z;,€), also insbesondere fiir alle n > n. Da n unabhingig von z ist, ist

gleichméflige Konvergenz gezeigt. ]
8c.) Supremumsnorm

Bei der Definition von Konvergenz und Grenzwert von Folgen reeller Zahlen wurde ent-
scheidend beniitzt, dafl man auf den rellen Zahlen einen Abstandsbegriff hat, den Ab-

solutbetrag der Differenz zweier Zahlen. In Abschnitt 9 a.) wurde gezeigt, dal man mit

139



diesem Konvergenzbegriff von R auch Konvergenz auf der Algebra F'(D,R) der reellwer-
tigen Funktionen erkldren kann, die punktweise Konvergenz, ohne einen vergleichbaren
einfachen Abstandsbegriff auf dieser Algebra zu haben. Auf der Algebra der beschrink-
ten reellwertigen Funktionen kann man aber einen einfachen Abstandsbegriff definieren.
Hierzu fithrt man die Norm einer Funktion ein, die dhnliche Eigenschaften hat wie der
Absolutbetrag einer reellen Zahl. Definiert man mit dieser Norm Konvergenz von Funk-
tionen dhnlich wie man mit dem Absolutbetrag Konvergenz von Zahlenfolgen definiert,

dann ergibt sich die gleichméfiige Konvergenz.

Definition: Sei D eine Menge, die nicht notwendig eine Teilmenge der reellen Zahlen
zu sein braucht. Sei f : D — R eine beschrinkte Funktion.

Die nichtnegative reelle Zahl
If[| == sup | f (z)|
x€D

heiBt Norm (speziell: Supremumsnorm) von f .

Satz: Seien f,g: D — R beschriankte Funktionen. Dann gilt
i) |Ifll=0 <= f(x)=0 firalle xe D

(i) Alefl = lelllfll, firalle ce R

(i) L+ gl < FI+ Mgl

@) Af- gl <11 llgll-

Beweis: (i), (ii) sind klar.
(iii) Fir alle z € D gilt

[(f+9) @) =1f(z) +9(=)] < |f(@)|+]|g(2)]
< A+l

A

Also ist || f|| + ||g|l eine obere Schranke fiir die Menge {|(f + ¢)(z)| | * € D}, also ist

I+l = sup ( + @)@ < £+ ]

Ebenso gilt fiir alle x € D

((f-9) @) = [f(x) - g(@)| = [ ()] - [g()] < [ Ngll

also

If - gll = sup|(fg) (=)l < 71} - llgll
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]
Definition: Sei V ein Vektorraum. Eine Abbildung ||-|| : V — R, die die Eigenschaften
(i), (ii), (iii) hat, heit Norm auf V. Ist A eine Algebra, dann heifit || - || : A — R{ eine

Norm, wenn die Eigenschaften (i) — (iv) erfiillt sind.

Satz: Sei D eine Menge, f,, f: D — R seien beschrinkte Funktionen. Die Funktionen-

folge {fn}52, konvergiert genau dann gleichméBig gegen f, wenn
T |, — fl| =0

gilt.

Beweis: Es konvergiere {f,}>°, gleichméBig gegen f. Sei € > 0. Dann existiert ny € N

so daf3 fir alle n > ng und alle x € D

|[fn(2) = flx)] <e

gilt. Somit ist
[fn = fll = sup|fu(z) — fz)| <€
xzeD

fiir alle n > ng, also gilt lim,, . || fn — f]| =0.

Umgekehrt gelte lim, .o || fn — f|| = 0. Sei € > 0. Dann existiert ng € N so da8
[fn = fll = sup | fu(z) = f(2)] <&
€D
ist fiir alle n > ng, also konvergiert {f,}°°, gleichmiflig gegen f . n

Satz: Sei D C R eine Menge, f, : D — R seien beschrankte Funktionen. Dann gilt: Die
Funktionenfolge konvergiert genau dann gleichméfig, wenn zu jedem € > 0 ein ng € N

existiert, so daf fiir alle n,m > nq gilt

||fn - fm” <eg.

({fn}5o, ist Cauchyfolge beziiglich der Norm.)

Beweis: Falls {f,}22; gleichméBig konvergiert, existiert eine beschrinkte Funktion f :

D — R, sodaB {||f, — f|}5°2, eine Nullfolge ist. Somit existiert zu € > 0 ein ng € N mit

[ = foll = lfo = f = Sl < 1fo = SIS = frull < 22

fiir alle n,m > ng.
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Sei umgekehrt {f,,}5° eine Cauchyfolge beziiglich der Norm. Um zu zeigen, daf {f,,}°,

gleichméfig konvergiert, mufl zunéchst die Grenzfunktion f bestimmt werden.

Fiir jedes € D ist {f.(x)}22, eine Cauchyfolge. Denn sei ¢ > 0. Dann existiert nach

Voraussetzung ny € N mit

(@) = fn ()| < o = full <€,

fir alle n,m,> ng. Somit ist {f,(z)}>>, Cauchyfolge in R fir alle x € D, also ist
{fn}5%, punktweise konvergent. Sei f : D — R die Grenzfunktion im Sinn der punktweisen
Konvergenz. f ist auch Grenzfunktion im Sinn der gleichméfigen Konvergenz. Denn sei
e > 0. Es existiert ng € N mit || f, — fu| < € fiir n,m > ng. Sei z € D und n > nyg.

Dann folgt

Fule) = F@)] = 1fula) = Tim fu(@)] = lm |fo(2) ~ fulo)] <<
also
I = £l = sup| (o) — F(@)] <,

fiir n > ng, weil ng nicht von = € D abhéngt. [
8d.) Gleichmiflige Konvergenz von Funktionenreihen

Sei D eine Menge, f, : D — R seien Funktionen. Die Funktionenreihe ) 7, f, heifit
gleichméfig konvergent, wenn die Folge {d°" | f,}2°_, der Partialsummen gleichméBig

konvergiert.

Satz (Majorantenkriterium von Weierstrafl): Sei D eine Menge, seien die Funktionen
fn : D — R beschriankt mit || f,|| < ¢,, und sei >~ ¢, konvergent. Dann konvergiert

die Funktionenreihe > >° | f,, gleichméBig.

Beweis: Nach dem vorangehenden Satz geniigt es zu zeigen, da >~ | f,, das Cauchysche

Konvergenzkriterium beziiglich der Norm erfiillt, d. h. daf§ zu jedem ¢ > 0 ein ng € N

m
1Y fill <<,
k=n

fir allem >n >ny.Da - ¢ konvergiert, existiert ng € Nmit | > 7" ¢ =D -, ¢ <

existiert mit

g, fiir m > n > ng, also ergibt sich

m m m
I A<D e <e,
k=n k=n k=n
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firm>n>ng. (]

8e.) Differenzierbarkeit der Grenzfunktion

Sei D C R und die Folge {f,}>2,, f.: D — R, konvergiere gleichméflig gegen f : D —
R. Wenn alle f,, differenzierbar sind, ist dann f differenzierbar? An einfachen Beispielen
sieht man, dal dies im allgemeinen nicht richtig ist. Man kann auch fragen, ob die Folge
{fl}>2, der Ableitungen gegen f’ konvergiert, falls f’ existiert. Das folgende Beispiel
zeigt, dafl auch dies nicht der Fall zu sein braucht. Betrachte D = [0,1], f, = %x". Die
Folge {f,}°>, konvergiert gleichmiBig gegen f = 0, aber f/ = 2" ! konvergiert nicht
gleichméBig auf [0, 1] . Punktweise konvergiert {f/}>°, gegen

0, 0<z<1
1, rz=1
aber g # f'=0.
Es gilt jedoch folgender Satz:

Satz: Sei —0o < a < b < oo, und seien die Funktionen f,, : [a,b] — R differenzierbar. Die
Folge {f/}5°, sei gleichméBig konvergent, und die Folge{f,}, konvergiere wenigstens
in einem Punkt zy € [a,b].

Dann kovergiert {f,,}>°, gleichméBig gegen eine differenzierbare Funktion f : [a,0] — R,

und es gilt
f'(x) = lim f)(x)

n—oo

fir alle z € [a,b].

Dies bedeutet, dafi man die Bildung der Ableitung (Grenziibergang!) mit dem Grenziiber-

gang beziiglich n vertauschen darf:
(lim f,) = lim f; .

Beweis: Zunéchst zeigt man, daf§ {f,,}>°; gleichmé&fig konvergiert. Sei ¢ > 0. Es gilt fiir
x € [a,b]

(@) = Fal@)] < | (@) = ful@)) = (finlwo) = fulao)|
+ | fm(20) — fulwo)| ()

Da die Funktion f,, — f, differenzierbar ist, folgt aus dem ersten Mittelwertsatz
|(fn@) = Fa(@)) = (fm@0) = Falwo) )| = (=) = Fal2)] 2 = o]
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mit geeignetem z zwischen zy und x .

Da die Folge der Ableitungen gleichméflig konvergiert, existiert ein ny € N mit

€

fiir alle m,n > ng, also folgt

|(fn@) = ful@)) = (Fnlao) = fulwo) )| < 5,

fiir alle m,n > ny und alle x € [a,b]. Da die Folge {f.(zo)}>>, konvergiert, existiert

ny € N mit
€
[fin(20) = falzo)| < 5
fiir alle m,n > ny . Somit folgt aus (x)
e €
— < 4=

fiir m,n > ny = max(ng,n1), also ist {f,}>2, gleichméBig konvergent. Die Grenzfunktion
sei f.

Sei ¢ € [a,b], und sei fur = € [a, b]

mit m = lim, . f/(¢). Die Behauptung des Satzes folgt, wenn F' stetig ist im Punkt
x = ¢, weil dann f differenzierbar ist mit Ableitung f'(c) = m = lim, ., f!(c). Zum
Beweis, dafl F' stetig ist in ¢, setze
fa(@) = fulc)
F.(z) = r—=c

0, T =c.

—fale)  w#c

Es gilt F(x) = lim,, .« F,(z), und da F,, stetig ist, weil f,, differenzierbar ist, geniigt es
zu zeigen, daB {F,}>2, gleichméBig konvergiert. Dies ergibt sich durch Anwendung des
Mittelwertsatzes auf die differenzierbare Funktion f,, — f, :

(fm (@) = ful@)) = (fmlc) = fulc)) <
Fo(x) = F,(z) = r—c




fiir geeignetes z zwischen = und ¢ falls x # ¢, und fiir z = ¢ falls x = ¢. Da {f/}>2,

gleichméfig konvergiert, existiert ng € N mit

[Fin(2) = Fu(@)] < [f(2) = fo(2)] + [ fle) = f(e)]

< e4e=2¢

fiir m,n > ng . Da ng unabhéngig von = gewéhlt werden kann, ist also { F},}5°; gleichméBig

konvergent. |

8f.) Potenzreihen

Sei eine Folge {a,}5%, und eine reelle Zahl zy gegeben. Fiir beliebiges € R betrachte

oo
Z an(x — x0)" .
n=0

Man nennt diese Reihe eine Potenzreihe. a,, heiflen Koeffizienten, xq Entwicklungspunkt

man die Reihe

der Potenzreihe. Aus den bisherigen Beispielen (z. Bsp. Taylorreihen, Reihe fiir die Expo-
nentialfunktion) sieht man, daf§ Potenzreihen hauptséchlich interessant sind, wenn man

sie als Funktionenfolgen {f,,}5°_; .

r = fo(z) = Zan(x — )"

auffait. Zunéchst mufl die Konvergenz der Reihe untersucht werden.

Satz: Sei lim,_.o {/|a,| = a < co. Die Potenzreihe

[o@)
Z an(x — x0)"
n=0

ist im Fall
a = 0: absolut konvergent fiir alle x € R
( 1
absolut konvergent fiir |z — x| < —
a
1
a > 0: divergent fir |z — xo| > —
a
konvergent oder divergent fir |z — o] = —.
a

\

Falls { {/|a,|}5%, nicht beschrinkt ist, konvergiert die Potenzreihe nur fiir x = .

Beweis: Nach dem Wurzelkriterium gilt: >~ 7 ja,(x — x)" ist absolut konvergent, falls

im0 V| an| |2 — 20| = |2 — 20| limy—s0 V/|an] < 1
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ist, also falls [z — zo| < L gilt. Falls lim,, oo {/]an| |2 — zo[* = |2 — x| lim, 0 {/]an| > 1

ist, also falls |z — x¢| > % ist, divergiert die Reihe. Falls { {/|a,|}5°, unbeschrankt ist, ist
{lz —z0| /|an|}52, fiir alle  # xy unbeschrénkt, also ist {a,(x —x¢)"}22, keine Nullfolge,

also kann )2 a,(z — zo)" nicht konvergieren fiir x # . ]

Definition: Sei a = lim,,_.o, {/|a,|. Die Zahl

-, fir a#0
0, fir a=0,

heifit der Konvergenzradius der Potenzreihe

oo
Z an(r — x0)" .
n=0

Beispiele: 1.) Der Konvergenzradius der Reihen

[eS) 00
1
DD D
n
n=0 n=1

ist 1, wegen

lim % = lim el/n logn __ 6hmn_wo 1/nlogn _ eV — 1,

n—oo n—oo
da lim,_,o bix = 0, nach der Regel von de I’ Hospital, also
1 1
r=-— = T = lim /n=1
lim,, o0 1 limp—oo ¥n oo

Fir x = 1 divergieren beide Reihen, fiir x = —1 divergiert die erste, aber die zweite
konvergiert.
2.) Der Konvergenzradius von

x  n

>

|
“— nl

ist unendlich, wegen limy, o % =0.

Bemerkung: In Abschnitt 8 d.) wurde gezeigt, daf3

e}

log(1+x) = Z(—l)

n=1

n 1
S Y T
n 2

also

1 —i(_un—l( 0", fiir s <z <2
ogr = =1, fie g <z<
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gilt. Tatséchlich gilt die letzte Gleichung fiir alle 0 < 2 < 2, log wird durch diese Reihe

also fiir alle z im ,,Konvergenzkreis“ dargestellt.

Beweis: Siehe spéter
Satz: Seien Y an(z—x0)", > oo, bn(x—0)" Potenzreihen mit Konvergenzradius
bzw. ry. Dann gilt fiir alle z mit |x — 2| <7, 7= min(ry,re) :

o0

Z an(x — 20)" + Z bo(z — x0)" = Z(an + b ) (x — )"

o0

[g i (2 — xO)n] [ bn(x — l‘o)n] = 2 (; akbn7k> (x —xo)".

n=0

Beweis: Die Aussagen folgen unmittelbar aus den Séatzen iiber das Rechnen mit Reihen
und aus dem Satz iiber das Cauchyprodukt zweier Reihen (Beachte, dafl der Konvergenz-

radius der rechtsstehenden Reihen mindestens gleich 7 ist, aber grofler sein kann.) |

Satz: Sei )~ a,(x — xo)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius 7. Dann ist die Po-
tenzreihe in jedem kompakten Intervall z € [xg — 71,29 + r1] mit 0 < r; < r gleichméBig

konvergent.

Beweis: Dies folgt aus dem Weierstralschen Majorantenkriterium: Es gilt

_ |
lim,, oo v/ |an|r = " <1,

also liefert das Wurzelkriterium die Konvergenz der Reihe

(0. ]
Z |an|ry.
n=0

Wegen |a,(z — x)"| < |a,|r} fir |z — xo| < ry folgt nun die Behauptung aus dem Ma-
jorantenkriterium. |
Folgerung: Sei ) > a,(z — x)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0. Dann
ist die durch diese Potenzreihe dargestellte Funktion f : (zg — r,z0 +7r) — R, f(z) =
Yoo gan(T — xo)™, stetig.

Beweis: Da Y " an(z — x)" stetig ist, und da die Potenzreihe in jedem kompakten
Intervall [xg — r1, 29 + 1] gleichméBig konvergiert, ist die Grenzfunktion f in jedem der-
artigen Intervall stetig. Wegen (zg — 7,20 + 1) = Ug<,, [T0 — 71, Zo +71] ist f im ganzen

Konvergenzkreis stetig. [
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Jede der Funktionen f,,(z) = >""  a,(x — x0)" ist differenzierbar mit Ableitung
fi(x) = Z nay,(x — 20)" .
n=1

Die Potenzreihe Y > | na, (x—x)" ! hat denselben Konvergenzradius wie die Potenzreihe

Yo gan(x — x)™ . Zum Beweis beachte man, dafl wegen

i": na,(r — zo)”_1 = 1 i na,(r — xo)"
n=1

r — Tg —

und wegen
mn—wo n\/ n|a’n| = hm %MN—)OO n\/ |a7l|
n—oo
= limy,—so /|an]

die Potenzreihe Y > na,(z — x9)" "' absolut konvergiert fiir alle z mit 0 < |z — xo| <
I S
H'rL4>oo kS ‘an‘

Folge der Ableitungen {f/ }>°_; in jedem kompakten Teilintervall des Konvergenzkreises

, also stimmt diese Zahl mit dem Konvergenzradius iiberein. Also ist die

gleichméBig konvergent. Aus dem Satz iiber die Differenzierbarkeit der Grenzfunktion er-
gibt sich also, da8 die Funktion f(z) =3 ; a,(z—0)™ in jedem kompakten Teilintervall
des Konvergenzkreises differenzierbar ist, also sogar im ganzen Konvergenzkreis, und dafl

die Ableitung gliedweise berechnet werden darf:
f(z) = Znan(x — )" L.
n=1
Durch Wiederholung dieses Schlusses ergibt sich:

Satz: Sei f(z) = ", an(xr —x)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0. Dann

ist f beliebig oft differenzierbar im Konvergenzkreis, und es gilt

[e.e]

@)= nn—1)...(n—k+ Dan(z — zo)" "
n=~k
Anwendung: Es gilt
= (—1!
log(1 + z) = "
og(l+x) ; S

fiir alle —1 < x < 1. Zum Beweis beachte man, daf§ der Konvergenzradius der rechtsste-
henden Reihe 1 ist, also konvergiert diese Reihe fiir |z| < 1 und stellt dort eine beliebig

oft differenzierbare Funktion dar. Fiir die Ableitung dieser Funktion ist

St = Y ey = = o1+ 0)]
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also gilt

> 1)1
log(l—l—as):z %x”jLC
n=1

mit geeigneter Konstanten C'. Um C' zu bestimmen, setze man = = 0. Wegen log(1) = 0
ergibt sich C' = 0.
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Identititssatz fiir Potenzreihen: Seien die Konvergenzradien rq, ry der Potenzreihen
> g an(z —xo)™ und Y07 by (z — xo)™ groBer als Null, und sei 0 < r < min (r1,rs) . In
der Umgebung U = U,(xg) = {z € R‘ |z — x| <1} gelte

Zanaj—xg Zb x —x9)",
fiir alle x € U . Dann gilt a,, = b,,, fiir alle n =0,1,2,... .
Beweis: Zunéchst wihle man x = xy. Dann folgt
ag = b() .

Angenommen, es sei fiir ein n € NU {0} gezeigt, daf a;, = by gilt fir alle 0 < k < n.
Zu zeigen ist, dal dann auch a,,1 = b,;1 gilt. Aus der Induktionsannahme und aus der

Voraussetzung des Satzes folgt

Zakx—xo Zbkx—xo ,
k=n+1 k=n-+1
also -
Z (ar —bp)(x —20)* =0 fiiralle z €U .
k=n+1

Firx e U, x # x¢, ergibt sich hieraus

Z (ax — by)(z — 20)" "1 =0,
k=n+1
also
0 = zlLIE) Z (ak — bk)<l’ — xo)k_”_l
z#20 f=n+1
= Z (ar — be) (20 — 20)" "1 = tpy1 — buya,

k=n+1

also ap11 = by, weil
D (ar =)@ = 20)* " = (ki1 — bppnsr) (@ — 20)
k=n+1 k=0

eine in U konvergente Potenzreihe ist, also dort stetig ist. |

Abelscher Grenzwertsatz: Jede Potenzreihe definiert eine im Innern des Konvergenz-

kreises stetige Funktion. Eine Aussage iiber die Stetigkeit der Potenzreihe auf dem Rand
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des Konvergenzkreises erhilt man aus folgendem Satz:

Satz: Sei >~ a,(x — x¢)" eine Potenzreihe und sei z € R ein Punkt auf dem Rand
des Konvergenzkreises, so da8 Y a,,(z — x)" konvergiert. Dann ist die Potenzreihe im

Intervall [z, 2| (falls z < xo) bzw. im Intervall [zo, 2] gleichmé&Big konvergent.

Folgerung (Abelscher Grenzwertsatz): (Niels Hendrik Abel, 1802 — 1829) Sei die Po-
tenzreihe > 7 a,(r — x¢)" in einem Punkt z auf dem Rand des Konvergenzkreises noch

konvergent. Dann ist die Potenzreihe im Punkt z stetig.

Beweis des Satzes: Sei 0.B.d.A. z > xy und sei

o0
gk = Z a;(z —xo) .
Jj=k+1
Dann gilt
n n T — g k
ap(r — o)k = ar(z — xo)k< >
zZ — X
k=1 k=1

“ T — 2o\ *
= _Z(gk_gk—1)<z_$>
k=1 0
i T — o\ k! T — 2o\ * T — To\" T — Xg
= >al(t=) -G e(C) relt=):
1 Z — X zZ — X Z — X Z — X
k

Aus dieser Gleichung folgt: Um zu zeigen, dafl die Funktionenreihe Y ;7 ax(z — 20)" in

[0, 2] gleichmé&Big konvergiert, geniigt es zu zeigen, dafl die Funktionenfolge

T — T\ ®
{(C=)
zZ — X n=1

> T — xo\ T — xo\k
>l ()]
e 0 0

und die Funktionenreihe

gleichméfig konvergieren. Es gilt

T — To\" > . T — Xo|™
sup gn< ) = | > aj(z—m)’| sup
ro<x<z zZ— X j=n+1 ro<z<z ! 2 — Lo
< Z aj(z — x| =0 fiir n— oo,
j=n+1
also ist die Folge {gn(;;:—zg)"}ff:l gleichmaflig konvergent gegen 0. Weiter gilt: Sei e > 0.

Wiéhle ng so groB, daf |gx| < ¢ gilt fiir alle k& > ng. Wegen
_ k+1 _ k
([L’ QT()) _ (l’ 1’0) < 0
zZ — X Zz — X
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fiir alle = € [z, 2| folgt fiir alle solche z und alle m > n > ny
D =i
< 2wl - ()]
2 1= - (=)

xr — J;O n+1 xr — xo m—+1 xr — xo n+1
z — X z — X Z— X

folglich ist nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium auch die Reihe
= T — xo\ T — xo\k
>ol(t=) -G ]
P 0 0

gleichméBig konvergent fiir  aus dem Intervall [z, 2] . n

IN

Beispiel: Y >° | 12" hat Konvergenzradius r = 1. Da Y17 1 (—1)" konvergiert, ist

n=1

die Funktion z +— > 77, L2 stetig in [-1,1).

8g.) Trigonometrische Funktionen

2n+1

Sinus und Cosinus: Die Potenzreihen Y 7 (—1)"-Z oy und Yo (=) (%"), haben

n=0
Konvergenzradius r = oo, konvergieren also auf der ganzen reellen Achse. Denn es ist

2n+1 | ‘n

i‘Qn—i— ‘ Z

n—=

= exp(|z]) ,

also ist die Reihe zur Exponentialfunktion eine konvergente Majorante. Somit sind die

Funktionen
i l’Qn—H i( ) x2n
sint =) (=1)"——, cosz = -1
| |
— (2n + 1)! — (2n)!
auf der ganzen reellen Achse definierte beliebig oft differenzierbare Funktionen. Es gilt
0 r2n
sin’ z = nZ:O(—l)" o) =cosw
und
o r2n—1
cos' x = ;(—1)"m = —sinx,
und

sin0 =cos’0 =0, sin'0=cos0=1.
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Hieraus resultiert

sin”x +sinz =
sin0 =0, sin0 =

cos" x +cosx =

o o = O

cos0=1, cos’0 =

Satz: Seien a,b € R und sei f : R — R eine zweimal differenzierbare Funktion mit
f"(z)+ f(x) =0 fiir alle z € R, und mit f(0) =a, f'(0)=">b. Dann gilt

f(z) =acosx + bsinx.

Dies bedeutet, dafl die ,, Differentialgleichung” f”+ f = 0 eine eindeutig bestimmte Losung
hat, die auch noch die Anfangsbedingungen f(0) =a, f'(0) =10 erfiillt.

Beweis: Es ist klar, dal g(z) = acosz + bsinx die gewiinschten Eigenschaften hat. Sei
nun h(z) = f(x) — g(z). Im Folgenden wird gezeigt, dal h = 0 ist. Hierzu beachte man,
dafB fiir alle z € R

W'(z) +h(x)=f"+f-g"—g=0,

und ~(0) = A/(0) = 0 ist. Durch Multiplikation der Differentialgleichung mit A'(z) folgt
R () (z) + h(z)h' () = 0.

Wegen
% 1) S () (),

% ()] = () H(a),

kann diese Gleichung in der Form

@] + ]} =0

geschrieben werden. Hieraus folgt, daf§ [h/(x)]?+[h(x)]? konstant ist. Um diesen konstanten
Wert zu berechnen setze man x = 0. Wegen [h/(0)]? + [1(0)]? = 0 folgt dann [I/(z)]* +
[R(x)]? =0, also W(z) =h(z) =0 fiir alle z € R. Dies ergibt

f(z) =g(x) =acosz + bsinx.
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Damit ist der Satz bewiesen. [
Mit diesem Satz kann das Additionstheorem fiir sin und cos bewiesen werden.
Satz: (Additionstheoreme) Fiir alle z,y € R gilt

sin(z +y) = sinzcosy + sinycosx

cos(r+y) = coszcosy—sinxsiny.
Beweis: Fiir die Funktion x +— f(z) := sin(x + y) folgt
f"(z)+ f(z) =0, fiiralle z€R,

f(0) =siny, f'(0) =cosy.

Also folgt aus dem vorangehenden Satz
sin(z +y) = f(r) =sinycosx + cosysinz.
Ebenso zeigt man dies fiir cos(x + y) . ]

Aus diesen Additionstheoremen kann man einige weitere Formeln herleiten. Man beachte

zunéchst, dafl sin eine ungerade Funktion ist, d.h. es gilt

. 0 . (_x)Zn-i-l 0 . x2n+1 .
sin(—x) = nz%(—l) @) = — ;(—1) 2n s 1) = —sinz.

Ebenso folgt, dafl cos eine gerade Funktion ist:
cos(—x) = cos .
Aus den Additionstheoremen erhélt man also

sin(z —y) = sin (x + (—y)) = sin x cos(—y) + sin(—y) cos x

= sinxzcosy — sinycosx

und

cos(x — y) = cosx cos(—y) — sinx sin(—y) = cosx cosy + sinzsiny .

Fiir x = y erhélt man aus der letzten Formel wegen cos0 =1
cos’z +sin’x =1,
Hieraus folgt |cosz| <1, |sinz| <1.
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Definition von 7: Aus der Taylorformel folgt mit cos0 = —cos” 0 =1,
cos' 0 = cos®(0) =0, cos™¥(x) = cosz, daf

z?  cos(dx) ,

P
cos T 5 TR

fiir geeignetes ¥, 0 <9 < 1. Fiir x = 2 ergibt sich hieraus wegen | cos(dz)| < 1, da8

cos(219) 2 1
2=1-2+1 = -1+ - 29) < ——.
cos + 16 51 +3cos( V) < 3

Wegen cos0 = 1 mufl also die Funktion cos nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle
zwischen 0 und 2 haben. Natiirlich kann cos mehrere Nullstellen zwischen 0 und 2 haben.
Das Infimum der Menge der Nullstellen von cos zwischen 0 und 2 werde 7 genannt. Da cos
stetig ist, ist J selbst eine Nullstelle von cos . Zum Beweis wéhle man eine Folge {z, }7,
mit lim,, . 7, = § und mit cosz, = 0. Es folgt dann

cosg = cos( lim z,,) = lim cos(z,) =0.

Also ist 7 definiert als das Doppelte der kleinsten positiven Nullstelle von cos .

Aus cos?z + sin?z = 1 folgt

.
sin —’ =1.
2
Da der Cosinus zwischen 0 und § positiv ist, folgt aus
sin'z = cosx,

daB sin streng monoton wachsend ist im Intervall (0, 7). Wegen sin0 = 0 ergibt sich

hieraus, daf sin 7 > 0 sein muf, also
sin—=1.
Aus dem Additionstheorem folgt nun

e . T T .
smi——+ux :SIH§COSQZ+COS§SIH{E:COS[E,

2
also
sin (g — x) = cos(—z) = cosx = sin (g + ZL‘> : (%)

Diese Formel liefert die Werte von sin im Intervall [7,7] aus den Werten im Intervall
[0,5].
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sin

0

ME)
3
LoN—
SE

— 2m
cos
Aus sin(—z) = —sinx ergeben sich dann die Werte im Intervall [—m, w]. Die weitere
Fortsetzung erhélt man aus der Periodizitét:
sin(x 4 2m) = sinx.
Diese Formel erhilt man folgendermaflen: Aus (x) ergibt sich
. . (T T . (T T . .
sin(z 4+ m) = sin (— + -+ x) = sin (— — (5 + x)) =sin(—xz) = —sinzx.
2 2 2 2
Also
sin(z 4 2m) =sin(z + 7+ 7) = —sin(z + 1) =sinx.
Tangens und Cotangens: Man definiert
sin @ coS T 1
tanx = , cotxr = — = .
CoS ¥ sinx  tanx
A
| | |
cotx : coti x : cot x :
| | |
| | |
| | |
1 | |
| | L,
— N2 0 Ly p T
| | |
| | |
| | |
| | |
tan x tan:x tan:x :
| | |

Aus den Additionstheoremen fiir Sinus und Cosinus ergeben sich Additionstheoreme fiir

Tangens und Cotanges:

tanx + tany

t =
an(z +y) 1 —tanztany
cotxcoty — 1

cot x + coty
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Als Ableitung erhilt man:

tan = — sinz\’ cos? z + sin® x 1

an = <cos x> N cos? x ~ cos?x

ot o — <Cos:v)’ _ —sinfz —cos?z -1
- \sinz B sin? Csin’z

Arcus—Funktionen: sin und cos sind periodisch, also nicht injektiv, folglich existieren
zu sin und cos keine Umkehrfunktionen. Wenn man aber sin und cos auf geeignete Inter-

valle einschrénkt, existieren Umkehrfunktionen.

Es ist cosz > 0 fir 2 € (—%,%), nach Definition von 7. Wegen sin'z = cosz ist

_T T
272
T T

sin : [-3,%] — [—1,1] die Umkehrfunktion, ebenso existieren die Umkehrfunktionen in

also sin streng monoton wachsend im Intervall | ], also injektiv, also existiert zu

den Intervallen

sin [g—i-mr,g—i-(n—i-l)ﬂ} —[-1,1], neZ.

Man mufl daher immer genau angeben, welche dieser unendlich vielen Umkehrfunktionen

man meint. Ist nichts weiter gesagt, meint man die Umkehrfunktion

T

i [—1,1 [——,—]

arcsin : | | — 53
zusin: -7, 7] — [-1,1],.  (Arcus Sinus).

Aus Griinden, die in der Funktionentheorie ihren Ursprung haben, bezeichnet man die

unendlich vielen verschiedenen Umkehrfunktionen
x +— (arcsinz) 4+ 2nw, n€Z,

und

r+— —(arcsinz) + (2n+ )7, neZ,

auch als die Zweige der Umkehrfunktion von Sinus. Die Funktion arcsin : [~1,1] — [-7, 7]
heifit dann Hauptwert der Umkehrfunktion.

Entsprechend bezeichnet man die Umkehrfunktion
arccos : [—1,1] — [0, 7], (Arcus Cosinus)

zur Funktion cos : [0,7] — [—1,1] als Hauptwert der Umkehrfunktion zu Cosinus. Es

existieren aber die unendlich vielen weiteren Umkehrfunktionen
x +— £(arccosx) +2nm, ne.

157



R @

larcsin

>~ T 5 R arccosx

—_ = =

|

|

|

|

|

|

|
T ! — X
-1 1

vl

Ahnlich liegen die Verhiltnisse bei tan und cot . Als Hauptwert zur Umkehrfunktion von

tan bezeichnet man die Funktion

Tom
arctan : [—o00, 00| — [— BL 5} : (Arcus Tangens)
Y
A
=l
arctan x
>~
-3

Ich betrachte im Folgenden die Hauptwerte der Arcusfunktionen. Fiir die Ableitungen

erhalt man:

1 1
(arcsinz) = — . = .
sin’(arcsinx)  cos(arcsin )
B 1 B 1
/1 — [sin(arcsinz)]? V1 — a2
1 —1
(arccosx) = = -
cos'(arccosz)  sin(arccos )
B -1 -1
V/1—[cos(arccos )2 V1 — a2
1 2
arctan’t = —————— = | cos(arctan x)]
tan’(arctan z)
1 1

1+ [tan(arctanz)2  1+22°

Man kann die Funktionen arcsin, arccos und arctan in Potenzreihen entwickeln. Zum Bei-

spiel gilt

d 1 - n,.2n
%(arctanw) =12 ;(_1) e,
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fiir || < 1. Auch die Potenzreihe

oo _1 n
Z (—1) 2t
n+1

n=0

[\

hat den Konvergenzradius 1, und ist Stammfunktion zu Y~ ,(—1)"2*", also gilt

(=n"

arctan x = Z 1 2ty C
n

n=0

in |x| < 1, mit einer geeigneten Konstanten C'. Wegen arctan0 = 0 folgt C' = 0, also
folgt

© (_1)
arctan z = ;) % ptt

fiir € R mit |z| < 1. Nach dem Leibnizkriterium ist die rechtsstehende Reihe fiir z = 1

noch konvergent, also definiert die Potenzreihe eine stetige Funktion im Punkt x = 1.

Da auch arctan stetig ist, sind durch die Potenzreihe und durch die Funktion arctan zwei

stetige Fortsetzungen der Funktion arctan vom Intervall (—1,1) auf (—1, 1] gegeben. Da

die stetige Fortsetzung eindeutig ist, muf also gelten

00 _1)n
arctanl = Z ( )

o 2n+1
Wegen
cos(2z) = (cosz)? — (sinz)? = 2(cos x)? — 1
folgt ,
T
0= 2<COS 1) 1,
also
us 1
cos - =1/5
und
sin — = 11— (COSE>2 = 1
4 4 2’
somit .
T sinf
tan 4 cosT

4
Dies ergibt arctan1 = 7, d.h.

s
4 =2n+1 '
Theoretisch kann aus dieser Reihe 7 berechnet werden, die Konvergenz ist aber sehr

langsam.
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9 Komplexe Zahlen (Ausblick)

Es gibt keine relle Zahl x , die die Gleichung
?+1=0

16st. Denn sonst miifite 22 = —1 < 0 sein, was unméglich ist, weil aus den Anordnungs-

axiomen x? > 0 folgt fiir jede reelle Zahl z .

Wenn man erreichen will, dafl diese Gleichung losbar ist, mufl man zur Menge R der reel-
len Zahlen also noch weitere Elemente hinzunehmen, also mufl man zu einer Obermenge
C der reellen Zahlen R {ibergehen. Man kann nicht erreichen, dafi in C alle Axiome (A 1)
— (A 14) fiir die reellen Zahlen erfiillt sind, weil durch diese Axiome R bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmt ist. Man mochte aber erreichen, dafi moglichst viele dieser Axiome
erfiillt sind. Insbesondere moéchte man natiirlich, dal C die Kérperaxiome erfiillt, dafl man
in C also addieren, subtrahieren, multiplizieren und dividieren kann wie in R. Da C eine
Obermenge von R sein soll méchte man auch, dafl die in C neu definierte Addition und
Multiplikation bei Einschrankung auf die Teilmenge R mit der iiblichen Addition und

Multiplikation {ibereinstimmt. Aulerdem muf} es in C ein Element ¢ geben mit
i’ =—1.
Diese Forderungen werden erfiillt, wenn man C folgendermaflen konstruiert:

Es sei C die Menge der geordneten Paare (a,b) mit a,b € R, also C = R x R. Auf C

erklare man Addition und Multiplikation folgendermafien:

(a,b) + (d',b") == (a+d,b+¥)
(a,b) - (a',b") = (aad’ —bb, ab' +bd’).

Satz: (C,+,-) ist ein kommutativer Korper, der einen zu R isomorphen Unterkorper

enthilt. In C ist die Gleichung 2% + 1 = 0 16sbar.
Beweis: (C,+) ist eine kommutative Gruppe: Denn es gilt
(a,b) + (a',0') = (d',V)+ (a,b),
@b+ () +(e.) = ((@b)+d)+ ().

0,0). Die Gleichung (a,b) + (z,y) = 0 ist
—a,—b).

Das eindeutig bestimmte neutrale Element ist

—

eindeutig 16sbar in C. Die Losung ist (z,y) =

160



Durch nachrechnen sieht man, dafl auch fiir die Multiplikation das Kommutativgesetz und

das Assoziativgesetz erfiillt sind, und dafi das Distributivgesetz gilt.
Fiir die Multiplikation ist (1,0) das eindeutig bestimmte neutrale Element. Denn es gilt
(a,b)-(1,0)=(a-1=5b-0, a-04+0b-1) = (a,b).
AuBlerdem hat fiir jedes (a,b) # 0 die Gleichung
(a,0) - (z,y) = (1,0)

eine eindeutig bestimmte Losung. Denn (z,y) ist Losung dieser Gleichung genau dann
wenn

(az — by, bz +ay) = (1,0),

gilt, d. h. genau dann wenn x,y Losung sind des linearen Gleichungssystems

ar —by = 1
br+ay = 0,
oder
a —b x 1
b a Y 0
Wegen
a —b
det =a*+b*>0
b a

ist dieses Gleichungssystem eindeutig losbar, die Losung ist

a —-b

e VT ey

Also ist (C, +,-) ein kommutativer Korper.

Die Abbildung
r—I(zx)=(2,00:R—C

ist injektiv und ein Homomorphismus, d. h. es gilt

Iz+y) = (x+y,0) = (2,0)+(y,0) = I(z)+1(y)

Iz y) = (v-y,0) = (2,0)-(y,0) = I(x)-1I(y),
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also ist R isomorph zu dem Unterkorper {(z,0) | z € R} von C. Das Element z = (0,1)
ist Losung der Gleichung
22+ (1,0)=0.

Damit ist der Satz bewiesen. ]

Man bezeichnet C als den Korper der komplexen Zahlen.

Zur Abkiirzung setzt man
1:=(1,0), i:=(0,1).

Man kann dann jede komplexe Zahl z = (a,b) in der Form
(a,b) =a-(1,0)+b-(0,1) =a+ bi

schreiben. Daher bezeichnet man a als Realteil und b als Imaginérteil von z, und man
schreibt auch

Rez=a, Imz=5b.

Es ist nicht moglich auf dem Koérper C eine Anordnung < zu erkldren, die die im Kapitel
2 angegebenen Anordnungsaxiome (A 10) — (A 13) erfiillt. Denn es wurde gezeigt, dafl aus
den Korperaxiomen und Anordnungsaxiomen fiir das neutrale Element der Multiplikation

1 und fiir jedes Element des Korpers z immer folgt
-1<0, 22>0.

Dies steht im Widerspruch zur Gleichung

die in C erfiillt ist. Man kann jedoch als Ersatz den Absolutbetrag von R auf C fortsetzen.
Zunéchst definiert man:  Sei z = a + b € C. Dann heift

Z=a—1b

die zu z konjugiert komplexe Zahl. Natiirlich gilt z= z. Es gilt auch

21t 20=21+22, Z122=7212.

Definition: Die Zahl |z| := v/z - Z heifit absoluter Betrag von z.
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Beachte, daf |z] = Va? + b% > 0 ist fiir alle z = a + ib.

Satz: Fiir alle z,w € C gilt
1) |2|=0 < 2z=0
2.)  |ew| = |z] |w]

3) |zt w| <z + |w]

Beweis:

1) |2|=0 <= Va2 +0?=0 < a=0 und b=0.
2)  Jzw| = Vow Tw = V27 - w = V22 Vww = |2 - |w)
3.) Esgilt

|z +w)? = (2 4+ w)(Z+W) = 2Z + 20 + wZ + ww = |2]* + 20 + wZ + |w|?.

Fiir die beiden mittleren Terme folgt

2W + Zw = 2w + zw = 2Re (2w0) < 2|zw0| = 2|z| |w| = 2|z |w],
also
|z +wl* < J2* + 2|2] Jw| + [w]* = (J2] + |w])?,

somit

|2 4 w| < [2] + [w].
|

Definition: Eine Folge {z,}°°, komplexer Zahlen heifit konvergent, wenn z € C exi-

stiert, so dafl zu jedem € > 0 ein ng € N existiert mit
lzn — 2| < €
fiir alle n > ng. Die Zahl z heifit Grenzwert der Folge.

Dies bedeutet, daf§ fiir n > ng alle Glieder z, innerhalb eines Kreises um z mit Radius ¢

liegen miissen.
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Im

Satz: (i) Eine Folge {z,}°2, = {x, + iy, }>2, ist genau dann konvergent mit dem
Grenzwert z = x + iy, wenn in R

limx, =2z, limy,=y
n—oo

n—oo

gilt.

(ii) FEine Folge {z,}22, komplexer Zahlen z, = z, + iy, ist genau dann Cauchyfolge,

[eS)
n=1

wenn {z,,}°°, und {y, Cauchyfolgen in R sind.

Der Beweis bleibt dem Leser iiberlassen.

Folgerung: Eine Folge {z,}>°, komplexer Zahlen ist genau dann konvergent, wenn sie

Cauchyfolge ist.

Definition: Eine Reihe >~ z, mit z, € C heifit absolut konvergent, wenn »_>°  |z,|

in R konvergiert.

Satz: Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Beweis: Da )~ |2, konvergiert, existiert zu ¢ > 0 eine Zahl ng, so da8 fiir alle m >

n > ng gilt
m m
1Dzl <Dzl <,
{=n l=n
also ist > 2, konvergent nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium. |

Folgerung: Secien 2y, a, € C. Die Potenzreihe

Z an(z — z)"

n=0
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konvergiert absolut fiir z € C mit

1
|z — 20| <r = =— .
lim,, oo /@]
r heifit Konvergenzradius und {z € C ‘ |z — 20| < r} Konvergenzkreis.

Beweis: Fiir |z — zp| < r ist

limy, oo V/]an| |2 — 20" = |2 — 20| limy o0 V/]an| <1,

also konvergiert Y > a,(z — zp)" absolut. ]

Folgerung: Die Reihen

0 n 0 ~2n+1 o ~2n
N —, S
S S e S
konvergieren fiir alle z € C. Also kénnen die Exponentialfunktion
e’ :=exp(z) := = :
—~ n!
der Sinus
' o0 . ZQn—l—l
sin(z) 1= ;(— ) G )
und der Cosinus
0 2n
n %
cos(z) := HZ:O(—l) 2]
auf ganz C erklért werden. Die Reihe > 7 (—1)""! % konvergiert fiir alle z € C mit
|z] <1, also ist
1 = —1) ! —(Z
0g 2 n;( ) -
im ganzen Kreis |z — 1| < 1 erklért.
Im
lz—1| <1
i Re
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Die Sétze {iber das Cauchyprodukt absolut konvergenter Reihen gelten natiirlich auch fiir

komplexe Reihen. Also gilt

exp(z1 + 22) = exp(21) exp(22)

fiir alle z1, 20 € C.

Sei nun x € R. Dann gilt

n! !
n=0 n=0
oo 2n o0 2n+1
_ 2n x 2n+1 T
;Z (2n)! +;Z (2n 4+ 1)!
e 2n 0 2n+1
xXr s
= ) (=" +i)y ()"
PRI W

= cosx+isinx.

Also folgt fir z =x +iy, z,y e R:

e” =" =" e = e”(cosy +isiny),

folglich

| = |e*(cosy+isiny)| = ||| cosy + isiny|

= e"y/cos?y +sin®y = e”.

Also liegt e* auf dem Kreis mit Radius e* um den Nullpunkt:

Im

et 5l

ex+ﬂ'z

I~ e:ch%ﬂ'i
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Insbesondere folgt:

ezt = COSE—FisinE:i,
' 2 2
e = cosm+isinmT = —1,
e2™ — cosom +isin -7 = —1¢
A 2 2 ’
e = cos2m +isin2r =1.
Schliellich gilt fiir x,y € R :
ei(az+y) _ ei:ceiy

= (cosz +isinz)(cosy + isiny)

= [cosxcosy — sinxsiny| + i[sinx cosy + cos zsiny]

somit

i(z+y)

sin(z+y) = Ime = sinz cosy + cosx siny

cos(z +y) = Ree™) =coszcosy —sinasiny,

d. h. die Additionstheoreme fiir sin und cos sind eine Folgerung aus dem Additionstheorem

fiir die Exponentialfunktion.
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